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1. FEJEZET
Szerkesztések 1.

A pontokat altaldban nagy betlivel, a vonalakat pedig kis betiivel jeloljiik. A szerkesztési felada-
tokat korzével és egyélii vonalzéval oldjuk meg. Ez azt jelenti tehat, hogy derékszogi haromszog
alaki vonalzonknak csak az egyik élét hasznalhatjuk szerkesztd eszkoznek; a vonalzb derék-
szogével rajzolhatunk ugyan derékszoget, de ez nem szerkesztés. Hasonléan nem szerkesztés
parhuzamos egyeneseknek két vonalzéval segitségével ,cstsztatdssal” valé rajzoldsa sem.[21]

Azonban a korzét és az egyélli vonalzot sem hasznalhatjuk fel tetszilegesen. Az alabbi 1épések
— az elemi euklideszi szerkesztés alaplépései — alkalmazhatok:

lépés jel
L. két adott (A, B) ponton &t felvehet6 (f) egyenes, f =Egy|A, B]
IT | Felvehet6 két egyenes (e, f) metszéspontja (Q) @ = Mpontle, f]

ITI. | Két adott pont (A,B) tavolsdga korzényilasba veheté | r = Tav[A, B|
IV. | Felvehet6 adott (O) pont koriili

adott (r) tavolsaggal egyenlé sugart kor (k) k = Kor[O, r]
V. | Felveheték (két kiilonboz6 pontban talalkozo)

korok (k,l) metszéspontjai (Q1,Q2) {Q1,Q2} = Mpontlk, ]
VI. | Felveheték (két kiilonboz6 pontban talalkozo)

kor(k) és egyenes (f) metszéspontjai (Q1,Q2) {Q1,Q2} = Mpont|k, f]

Euklideszi szerkesztének neveziink a fenti 1épések véges kombinaciéjabdl allé eljarast.
Az engedélyezett szerkesztési 1épésekbdl szerkesztési eljarasok rakhatok ossze. Pl. adott ponton
koriil (O) rajzolhatunk kort egy adott P ponton at. Ez az eljaras igy irhaté le:

Eljaras neve: Korp
Bemenet: O pont és P pont
Kimenet: k kor

Lépések:
1. r = Tav[O, P];
2. k = Kor[O, r].

Idénként szlikitjik a szerkesztési lehet&ségeket. A csak kirzds szerkesztések esetén értelemsz-
eriien csak a fenti I11., IV. és V. szerkesztési 1épés alkalmazhatd, mig a csak vonalzos szerkesztések
esetén kizardlag az 1., I1. 1épések engedélyezettek.

1.1. Alapszerkesztések

1.1. (M) Felezépont
Adott két pont A, B. Szerkessziik meg az AB szakasz felezOpontjat!

1.2. (M) Kozéppontos tikrozés
Adott két kilonbozé pont A és O. Szerkessziik meg az A pont O-ra vonatkozo tikorképét!

1.3. (M) Szégmdsolds
Adottak az Ay, Ay, As, By, By pontok. Szerkesztendd olyan Bs pont, amelyre AgA1As/ =
= ByB1By /.



1 fejezet. Szerkesztések I. 1.2. Szerkesztések csak korzdvel

1.4. (M) Szdgfelezés
Adott az egymast metszé e és f egyenes. Szerkessziik meg a két egyenes szogfelezdit !

1.5. (M) Merdleges 1.
Adottak az e egyenes és a rd nem illeszked6 P pont. Szerkesztendd a P-n atmend e-re merdleges
egyenes.

1.6. (M) Merdleges II.
Adottak az e egyenes, rajta az E pont és adott még az E-t6l kiillonb6z6 P pont. Szerkesztendd
a P-n dtmend e-re merdleges egyenes.

1.2. Szerkesztések csak korzovel

1.1. Adott az egymastdl kiillonbozé A és O pont. Szerkesztendd az A pont O-ra vonatkozd
kozéppontos tiikorképe csak korzovel.

1.2. Adott hdrom kiilénb6z6 pont, P, Eq és Ey. A P pont nem illeszkedik az E1FEs = e egye-
nesre, de maga az e egyenes nincs berajzolva. Szerkesztend6 a P pont e-re vonatkozé tengelyes
tiikorképe csak korzével.



2. FEJEZET
Mértani helyek 1.

2.1. Tavolsaggal megadott ponthalmazok

2.1. Az A és a B pont tavolsiga 10 cm. Milyen alakzatot alkotnak a sikban illetve a térben
azok a pontok, amelyek 6 cm tavolsdgra vannak

a) az A ponttol; b) az AB egyenestdl;

c) az AB szakasztol; d) az A és a B ponttdl is;

e) az {A, B} ponthalmaztdl?

2.2. Az A és a B pont tévolsdga 10 cm. Szerkessziik meg azon pontok halmazat a sikon, ame-
lyeknek az A ponttdl valdé tavolsaga legalabb a, mig a B ponttdl valdé tdavolsdga pontosan b,
ha

a) a=12 cm, b = 3 cm; b) a =13 cm, b =3 cm; c)a=06cm, b=3cm!

2.3. Az a és a b egyenes szoge 60°. Szerkessziik meg azon pontok halmazat a stkon, amelyeknek
az a egyenestdl vald tavolsaga legaldbb 4 cm, mig a b egyenestél vald tavolsaga pontosan 2 cm!

2.4. A sikban dolgozunk. Vegyiik fel az e egyenest és t6le 5 cm tévolsdgra a P pontot. Sz-
erkessziik meg és jeloljiikk az A, B, C = AN B halmazokat, ha

a) A a P ponttdl legfeljebb 3 cm tévolsdgra 1évé pontok halmaza, mig B az e egyenestol
legfeljebb 4 cm-re taldlhaté pontok halmaza;

b) A a P ponttdl legaldbb 3 cm tavolsdgra 1évé pontok halmaza, mig B az e egyenestol
legfeljebb 9 cm-re taldlhaté pontok halmaza;

c) A a P ponttdl legfeljebb 10 cm tévolsagra 1évé pontok halmaza, mig B az e egyenestél
legaldbb 6 cm-re taldlhaté pontok halmaza!

d)* Kiséreljiik meg leirni a megfelel6 ponthalmazokat a térben!

2.5. Vegyik fel az 5 cm sugart k kort és jeloljiik kiillonb6z6 szinekkel a k-tol

1; 3; 5;7;

cm tévolsigra elhelyezkedd pontok mértani helyét a k kor sikjdban! Irjuk le a megfelel$ pon-
thalmazokat a térben!

2.6. A sikban dolgozunk. Vegyiik fel az 5 cm sugari k kort és kézéppontjatol 4 cm tévolsagra
a P pontot! Hany olyan pont van, amely a k kortol di a P ponttdl dp tavolsagra van, ha
a) dp =2 cm, dp =4 cm; b) dy =2 cm, dp = 3 cm; c) dp =6 cm, dp = 10 cm!
d) Legyen dp = 2 cm és dp értékét futtassuk 0-tél 20 cm-ig! Irjuk le miképp valtozik a
megfelel6 P pontok szdma!

2.2. Erintkezd korok és egyenesek

2.1. Adott egy X sik és benne az A pont és a b egyenes.
Hatarozzuk meg azon 3 cm sugart korok kézéppontjainak mértani helyét a 3 sikban, amelyek
a) dtmennek A-n; b) belsejitkben tartalmazzak A-t!



2 fejezet. Meértani helyek 1. 2.2. Erintkezd korok és egyenesek

Hatarozzuk meg azon 3 cm sugart korok kozéppontjainak mértani helyét a 3 sikban, amelyek
c) érintik b-t; d) metszik b-t!

Hatérozzuk meg azon 3 cm sugart gombok kézéppontjainak mértani helyét a térben, amelyek
e) dtmennek A-n; f) belsejitkkben tartalmazzdk A-t!
Hatarozzuk meg azon 3 cm sugart gobmbok kézéppontjainak mértani helyét a térben, amelyek
g) érintik b-t; h) metszik b-t!

2.2. Adott egy X sik és benne az 5 cm sugaru k kor.
Hatarozzuk meg azon 3 cm sugart korok kozéppontjainak mértani helyét a 3 sikban, amelyek

a) érintik k-t; b) metszik k-t!
Hatérozzuk meg azon 6 cm sugart korck kézéppontjainak mértani helyét a 3 sikban, amelyek
c) érintik k-t; d) metszik k-t!

Ne feledkezziink meg réla és jeloljiik is az a), c) feladatok megolddsaban, hogy két kor tgy
is érintheti egymadst, hogy mindketté a masik kiilsejében van, de tgy is, hogy az egyik a mésik
belsejében van!

2.3. a) Vegyiink fel az A és a B pontot egymdstél 10 cm-re és szerkessziink olyan 7 cm sugari
kort, amely mind a kettén atmegy!

b) Legaldbb illetve legfeljebb mekkora lehet egy olyan kor sugara, amely az A és a B ponton
is atmegy?

c) Hol lehet annak a 7 cm sugaru kornek a kozéppontja, amely a belsejében vagy a hataran
tartalmazza az A és a B pontot is?

d) Hol lehet annak a 7 cm sugart kornek a kozéppontja, amely a belsejében vagy a hataran
tartalmazza az A és a B pontok koziil legalabb az egyiket?

2.4. a) Vegyiik fel az egymdst 45°-ban metsz6 a, b egyeneseket és szerkessziik meg az Gsszes
olyan 3 cm sugaru kort, amely mind a két egyenest érinti!

b) Legaldbb illetve legfeljebb mekkora lehet egy olyan kor sugara, amely az a és a b egyenest
is érinti?

c) Hol lehet annak a 3 cm sugaru kornek a kézéppontja, amelynek van kozos pontja az a és
a b egyenessel is?

d) Hol lehet annak a 3 cm sugari kornek a koézéppontja, amelynek az a és a b egyenesek koziil
legalabb az egyikkel van kozos pontja?

2.5. a) Vegyiik fel az egymdst 45°-ban metsz6 a, b egyeneseket és szerkessziik meg az Gsszes
olyan 3 cm sugaru kort, amely mind a két egyenest érinti!

b) Legaldbb illetve legfeljebb mekkora lehet egy olyan kor sugara, amely az a és a b egyenest
is érinti?

c) Hol lehet annak a 3 cm sugara kornek a kozéppontja, amelynek van kézos pontja az a és
a b egyenessel is?

d) Hol lehet annak a 3 cm sugari kornek a kozéppontja, amelynek az a és a b egyenesek koziil
legaldbb az egyikkel van kozos pontja?

2.6. A sikban dolgozunk. Adott az e egyenes, téle 4 cm tdvolsdgra az O pont és adott még az
O kozéppontt 10 cm sugari k kor.

a) Szerkesztendd az Gsszes olyan 2 cm sugard kor, amely érinti k-t is és e-t is! Hany ilyen kor
van?

b) Irjuk le, hogyan valtozik a k-t és e-t is érint8 r sugari korck széma, ha r értéke 0-tél 20
cm-ig nd!



2.8. Egyenld tdvolsdgok 2 fejezet. Meértani helyek 1.

2.3. Egyenl6 tavolsagok

2.1. Két adott ponttél — A és B — egyenl6 tavolsagra 1évé pontok mértani helyét keressiik a
sikban.

a) Szerkessziink 10 ilyen tulajdonsagi pontot!

b) Fogalmazzuk meg sejtésként, hogy mi lehet a keresett mértani hely!

c) Bizonyitsuk be a sejtést! Miért j6 a b)-ben sejtett ponthalmaz minden pontja, és miért
nem lehet masutt megfelelé pont?

d) Mi lehet a megfelel6 mértani hely a térben?

2.2. Két adott metsz6 egyenestdl — a és b — egyenld tévolsagra 1évé pontok mértani helyét
keressiik a sikban.

a) Szerkessziink 10 ilyen tulajdonsagi pontot!

b) Fogalmazzuk meg sejtésként, hogy mi lehet a keresett mértani hely!

c) Bizonyitsuk be a sejtést! Miért jé6 a b)-ben sejtett ponthalmaz minden pontja, és miért
nem lehet masutt megfelel6 pont? Gondoljunk a két egyenes altal meghatarozott mind a négy
szogtartomanyra !

d) Mi két parhuzamos egyenestdl egyenld tévolsigra 1évé pontok mértani helye a sikban?

2.3. Adott harom pont. Szerkesztendd kor, amely dtmegy mind a harom ponton! Hogyan fiigg
az ilyen korok szama a pontok elhelyezkedésétol?

2.4. Adott harom egyenes, amelyek koziil semelyik ketté sem parhuzamos és nem mennek at
mind egy kozos ponton. Szerkesztendé kor, amely érinti mind a harom egyenest! Hany ilyen kor
van?

2.5. Adott az egymdst metsz6 e és f egyenes és e-n az F, f-en az F' pont (ladsd az 1. 4brét).
Olyan pontot kerestiink, amely az e-t6l ugyanolyan messze van, mint ft6l és E-t6l ugyanolyan
messze van, mint F-t6l.

a) Irjuk le a szerkesztés menetét!

b) Hény ilyen pont van?

c) Fiigg-e a megolddsok szdma az E, F pontok elhelyezkedését6l?

2.5.1. abra.

2.4. Logikai feladatok

2.1. Adott a sikon az A és a B pont, melyek téavolsdga 10 cm. Valasszuk ki az aldbbi dllitasok
koziil az igaz allitasokat!
I. A siknak van olyan P pontja, amelyre PA < 6 cm és PB < 7 cm.



2 fejezet. Mértani helyek I. 2.5. Kutyageometria

I1. Ha a sik valamely P pontjira PA < 6 cm, akkor PB < 7 cm.

III. Ha a sik valamely P pontjira PA < 6 cm, akkor PB < 17 cm.

IV. A siknak van olyan P pontja, amelyre PA < 6 cm és PB < 17 cm.

V. A sik barmely P pontjira teljesiilnek a PA < 6 cm, PB < 17 cm egyenlStlenségek.

VI. A sik barmely P pontjara a PA > 6 cm, PB > 3 cm egyenl6tlenségek koziil legalabb az
egyik teljesiil.

VII. Ha a sik valamely P pontjara PA < 6 cm, akkor PB < 3 cm.

VIII. Nincs a sikon olyan P pont, amelyre PA <6 cm és PB < 4 cm.

IX. Nincs a sikon olyan P pont, amelyre PA < 6 cm és PB < 4 cm.

2.2. Adott a sikon az A és a B pont, melyek tavolsdga 10 cm. Igaz-e az aldbbi allitds?
Ha a sik valamely P pontjdra a PA < 6 c¢m és a PB < 4 cm feltétel is teljesiil, akkor P az
AB szakasz felezépontja.

2.3. Adott a stkon az A és a B pont. Tudjuk, hogy igaz az alabbi allitas:

A sik barmely olyan P pontjdra, amelyre teljesil a PA < 2 cm egyenlétienség, teljesil a
PB <10 cm egyenldtlenség is.

Mit allithatunk az AB tavolsagrol?

2.4. Adott a stkon az A és a B pont. Tudjuk, hogy a kovetkezd allitas nem igaz:

A sik barmely olyan P pontjdra, amelyre teljesil a PA < 2 egyenldtlenséy, teljesiil a PB > 3
egyenlotlenség is.

Mit allithatunk az AB tavolsagrol?

2.5. a) A tandr felvette az A és a B pont a tabldn, felirta a tédvolsigukat is és megkérdezte
Remek Robit:

— Igaz-e, hogy a tabla sikjanak barmely olyan P pontjara, amelyre teljesiil a PA > 1 méter
egyenl6tlenség, teljesiil a PB > 3 dm egyenlGtlenség is?

Robi igennel felelt és a tanar megdicsérte a jo valaszért. Hunyor Hunor a besiité naptél nem
latja a tablat és most hozza fordul a tanar:

— Igaz-e, hogy a tdbla sikjanak barmely olyan P pontjara, amelyre teljesiil a PA < 4 dm
egyenlétlenség, teljesil a PB < 12 dm egyenl6tlenség is?

Tud-e biztos valaszt adni Hunor, anélkiil hogy tovabbi informéciét kapna a két pont elhe-
lyezkedésérél?

b) Moédositsuk a torténetet gy, hogy cseréljitk ki a tanar két ,Igaz-e, hogy...” kezdetii
mondatét! Igy tud-e Hunor biztos vélaszt adni?

2.5. Kutyageometria

2.1. Kutyageometria

Egy hatalmas modern varos utcahélézata olyan mint egy négyzetracs, melyben a négyzetek
oldaldnak hossza 100 m. A kébor kutydk csak az utcdkon, azaz a négyzetracs vonalain kozleked-
hetnek, a hézakba, azaz a négyzetekbe nem mehetnek be. A kutyak vildga tehat a négyzetracs
vonalainak vildga. Két pont tavolsagan a két pont kdzotti racsvonalakon haladé — a racspontok-
ban esetleg megtéré — toréttvonalak hosszanak minimumat értjiik. Ez a kutyageometria. Az 1.
abran a varos egy részének térképét latjuk.

a) Hatarozzuk meg az AB, BC, C'A tévolsagokat!

Szinezziik teli karikdkkal, kiillonb6zé szinekkel az A ponttol

b) 100; c) 150; d) 200; e) 250; f) 300;

méterre taldlhaté pontok halmazat!
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2.5. Kutyageometria 2 fejezet. Mértani helyek I.

2.1.1. abra.

Szinezziik tires karikdkkal, kiillonb6z6 szinekkel a B ponttdl
g) 100; h) 150; i) 200; J) 250; k) 300;

méterre taldlhaté pontok halmazat!

2.2. Ebben a feladatban is a racsvonalak ,kutyageometridjat” vizsgaljuk (lasd a 2.1. feladatot).
Koron, egy adott ponttol adott tavolsagra levé pontok halmazat értjiik. Jelolje kq, ko és ks azt
a kort, amelyeknek kdzéppontja az 1. dbran lathaté Op, O, illetve O3 pont és amelynek sugara
r1 = 100 m, ro = 300 m, r3 = 500 m, ha egy racsszakasz hossza 100 m.

Hény kozos pontja van a

a) kg és ky; b) ki és ks; c) k3 és ky;
koroknek ?
b, o
D>
2.2.1. 4bra.

2.3. Ebben a feladatban is a racsvonalak ,kutyageometridjat” vizsgaljuk (lasd a 2.1. feladatot).
Hatarozzuk meg az 1. 4bran lathaté

a) Aés B; b) B és C; c) C és A,

pontoktodl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmazat!

d) Hany olyan pont van, amely egyforma messze van mind a harom pontto6l?

2.3.1. abra.

2.4. Ebben a feladatban is a rdacsvonalak ,kutyageometridjat” vizsgaljuk (lasd a 2.1. feladatot).
Keressiik harom adott ponttdl egyforma messze taldlhaté pontok halmazat. Van-e harom olyan
pont, amelyre ennek a ponthalmaznak az elemszama
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2 fejezet. Meértani helyek 1. 2.6. Vegyes feladatok

a) 1; b) végtelen; c) 27
2.5. Igaz-e a ,kutyageometridban” (ldsd a 2.1. feladatot) a hdromszog egyenlStlenség?

2.6. [10] Lehet-e a ,kutyageometridban” (ldsd a 2.1. feladatot) két kornek (2.2. feladat) éppen
13 metszéspontja?

2.6. Vegyes feladatok

2.1. [13] Az ABC hegyesszogii haromszog B cstcsara illeszked6 egyenesek koziil melyikt6l van
az AC oldal F felezopontja a legmesszebbre?

2.2. [11] Simi kutyat kikototték. 2 méter hosszi lancanak karikdja két — egymastol 10 méterre
levé — fa kozott kifeszitett drétkotélen csuszkalhat. Bobi kutyat szintén 2 méteres lancra kototték
egy colophoz.

Hovéa tuzhették Bobi kutya c6lopjét, ha a két kutya épp egy félkor alaku teriileten jatszhat
egyiitt?

2.3. A Kecskefy, a Kecsovszky és a Kecsora csaldd is tenyészt kecskét. A harom csaldd méasképp
legelteti a kecskéket. Az allatokat nyakdban taldlhaté ovre egy-egy 10 méter hosszu kotelet
kotnek, de a kotél masik végén talalhatd gyurit kiilonbozoképpen rogzitik.

Kecskefyék a réten egy 40 x 50 méteres téglalap csicsaiban kitliznek egy-egy poznat, a péznak
kozott pedig - a téglalap oldalain - kifeszitenek egy-egy drétot. A gylriik a pdézndkhoz vannak
rogzitve, illetve szabadon futhatnak a drotokon két pézna kozott. A kecskék a téglalapon kivil
és beliil is mozoghatnak.

Kecsovszkyék csak a zoldségeskerten kiviil engedik legelni a kecskéket. A kert haromszog alak,
oldalai 90, 100, 130 méter hosszuak. A kerités mentén végigfutd droton szabadon mozoghatnak
a gyuruk.

Kecsoraék kiilon tartjdk a kecskebakot, melynek gyfiriije egy rogzitett péznahoz van kotve.
A t6bbi kecskén még kotél sincs, azok barhol legelhetnek egy 40 x 80 m-es téglalap alaka zart
telken beliil.

a) Készitstink méretaranyos rajzokat, feltiintetve azokat a részeket, ahol a kecskék legelhetnek!

b) Melyik csalad legelteti a legnagyobb teriileten a kecskéket ?

2.4. Adott a sikon harom pont. Szerkesztendd egyenes. amely ugyanolyan messze van mind a
harom ponttél. Hany ilyen egyenes van?

2.5. Adott a sikon négy pont. Szerkesztendd kor, amely ugyanolyan messze van mind a négy
ponttél. Hany ilyen kor van?

2.6. Indiana Jones a Szent Kelyhet keresi. A Kehely a Titok Varosdnak két sugarutja taldlkozéasa
alatt van elrejtve. Jones éppen most taldlta meg Sir Galahad sirjat, és benne az 1. dbra bal
oldalan lathato térképvazlatot. Feltételezhetd, hogy a vazlat nem ardnyos a valésaggal és nincs
jol tajolva, de az elrendezés kereszt alakja biztosra veheto.

Indiana Jones édesapja fia rendelkezésére bocsatotta Oroszlanszivii Richérd irnokanak je-
gyzeteit, amelybol az deriilt ki, hogy a Palota kapujdnak a Templom el6tti kuttél valé tavolsaga
pontosan 800 méter.

A gonosz célbdl a Titok Varosaban asatasokat folytatd Ellenség éppen most talalt meg egy
kutat, amely feltehetéen a Templom el6tt allhatott.

a) Indiana Jones térképvazlatot készit. Segitsiink neki! Szerkessziik meg a Kehely 6sszes lehet-
séges helyét az 1. dbra jobb oldalan!
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2.6. Vegyes feladatok 2 fejezet. Meértani helyek 1.

Torony
Kap-u 1-(u't °
Sir
Kehely
(o]
Kut
o f————
Sir 0 200 400
meter
7_1 ér kép\’/d.zrlatr Indiana Jones térképe
Sir G. sirjabol
2.6.1. abra.

b) Indiana édesapja szerint a jegyzetben talalt 800-as adat nem méterben értendé, hanem
egy — a keresztes lovagok altal haszndl — mara mar elfeledett mértékegységben. Igy mit lehet
mondani, hol lehet a Kehely?

2.7. Ha megrajzoljuk a sik 6t pontja kéziill mindegyik kett6 felezOmerdlegesét, akkor a kapott
egyenesek maximum hény pontban metszik egymaést?
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2 fejezet. Meértani helyek 1. 2.6. Vegyes feladatok
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3. FEJEZET
Specialis sikidomok

3.1. Egyenld szari haromszog

3.1. Az 1. abran az AB, BC, CD, BE és EC szakaszok mind egyenlé hossziiak. Mekkora az
AED/?

A B C D

3.1.1. abra.

3.2. Egy 10°-0s sz0g szarai k6zé, a szog A cstcsdbdl indulva berajzoltuk az ABC DEF térottvon-
alat, amelynek mindegyik oldala 1 cm (ldsd az 1. abrat).

D
B
A C FE
3.2.1. abra.

a) Mekkora az AEF/?
b) Meddig lehet folytatni a toréttvonalat?
c) Es ha nem 1 cm-rel lépkediink ?

3.3. Mekkordk a szabdalyos hurkolt 6tszog szogei (1. abra)?

D
C
FE
B
A
3.3.1. abra.

3.4. Adott a sikon az ABC szabélyos haromszog. Keressiik meg a stk 6sszes olyan M pontjat,
amelyre az ABM és az AC'M héromszog is egyenld szari!

3.5. Az 1. dbran lathatd egyenld szara haromszoégben a vastagon rajzolt szakaszok is egyenléek.
Mekkorak a hdromszog szogei?
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3 fejezet. Specialis sikidomok 3.2. Félszabdlyos hdromszig

C
F
A B
3.5.1. abra.

3.6. Az ABC egyenl§ szari haromszog BC szardn adott az M, az M C szakaszon pedig az N
pont gy, hogy MN = AN. Tudjuk, hogy a BAM és az NAC szégek egyenl6ek. Hatarozzuk
meg az M AC / szbg nagysdgat!

3.7. Egy paralelogrammat az 1. dbran lathaté mdédon lehet egyenld szart haromszogekre bon-
tani. Mekkorak a paralelogramma szogei?

a4

3.7.1. abra.

3.8. Mely haromszogek oszthatok fel egy egyenessel két egyenlo szari haromszogre?

3.9. (M) Egy téglalap egyik oldala 2 cm hosszi, egyik &tloja pedig 4 cm-es. Mekkora szoget
zarnak be az atlok az oldalakkal?

3.10. (M) Az ABC derékszogl haromszog AB atfogdjahoz tartozé magassagvonala 30°-os szog-
ben hajlik a C'A befogéhoz. Az atfogd felezépontja F'. Mekkora szégben hajlik a C'F' stulyvonal
a C'B befogdhoz?

3.2. Félszabalyos haromszog

3.1. (M) Egy 3 cm sugart kortél 3 cm-re 1év6 pontbdl érintéket hiztunk a korhoz. Melyik a
hosszabb: az érint6 vagy a két érintési pontot egymassal Gsszekoto szakasz?

3.2. Egy 60°-os szog szarai kozé egy 6 cm sugart kort irtunk, tigy hogy a kor érintse a szarakat.
Szeretnénk egy djabb kort irni a szarak kozé, Ggy, hogy az érintse a mar megszerkesztett kort
is. Mekkora lesz ennek az 1j kornek a sugara?

3.3. Egy sik terepen szeretnénk megmérni az 1. dbran lathaté DC tavolsagot, de a C' pont
hozzaférhetetlen. Meg tudtuk mérni az alabbi adatokat:

AB = 240 m, ABCZ = DACZ =90°, BACZ =60°, ADCZ = 30°.
Mekkora a C'D téavolsag?

3.4. Egy hiromszog egyik belso szoge 20,04°. Mekkora szoget zar be egyméssal a masik két
csticsbdl kiinduld

a) magassagvonal ?

b) szogfelez?

c) a koriilirt kor kézéppontjadhoz hizott szakasz (sugér)?
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3.8. Az érintdszakaszok egyenldsége 3 fejezet. Specialis sikidomok

D

3.5. [13] KMBK versenyfeladat 1982.

Az AB szakaszt az X és Y pontokkal harom egyenld részre osztottuk, és az XY folé egyenld
oldali haromszoget szerkesztettiink, melynek harmadik csticsa Z. A Z kortil AZ = BZ sugarral
kort rajzoltunk, ezt X Z meghosszabbitasa C-ben metszi. Mekkorak az ABC haromszog szogei?

3.6. Az ABC haromszog A cstcsdnal tompaszog van és az AB, AC egyenesekre A-ban éllitott
merdélegesek a

a) BAC szoget b) BC oldalt
harom egyenl6 részre osztjak. Hatarozzuk meg az ABC haromszog szogeit !

3.3. Az érintGszakaszok egyenlOsége
3.1. (M) Egy érinténégyszog (azaz olyan négyszog, amelynek van beirt kore) harom oldaldnak

hossza, az oldalak elhelyezkedés szerinti sorrendjében: 20 cm, 25 cm, 31 cm (ldsd az 1. dbrat).
Milyen hosszu a negyedik oldal?

20 25
? 31
3.1.1. abra.

3.2. (M) Milyen &sszefliggés &ll fenn minden érintéhatszog oldalainak hossza kozott ?

3.3. (M) A héromszog beirt kore a haromszog a, b, ¢ oldalait két-két részre osztja. Hatarozzuk
meg ezen részek hosszat

a)a=8,b="7,c=05 esetén!

b) az altaldnos esetben!

3.4. (M) Az érint66tszog beirt kore az 6tsz0g a, b, ¢, d, e oldalait két-két részre osztja. Hatéroz-
zuk meg ezen részek hosszat

a)a=8b=7,¢c=5,d=6,e=2>5 esetén!

b) az altaldnos esetben!

3.5. (M) Az ABC héromszog oldalainak hossza: BC =a, CA=b, BA=c.
a) Szerkessziik meg a haromszoget és beirt korét a =7, b =5, ¢ = 8 esetén!

A beirt kér az AB, BC, C' A oldalakat rendre a T, T4, Ts pontokban érinti. Hatarozzuk meg
az

ATy, ATy, CTg, CTa, BTa, BTc
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3 fejezet. Specialis sikidomok 3.8. Az érintdszakaszok egyenldsége

szakaszok hosszat
b) az a) feladatrészben adott oldalhosszak esetén!
c) az &ltaldnos esetben!

3.6. (M) Az ABC héaromszog oldalainak hossza: BC = a, CA = b, BA = ¢. Az AC oldal-
hoz hozzdirt kor egy olyan kor, amely érinti a haromszdg mindharom oldalegyenesét: az AC
oldalegyenest az AC szakaszon.

a) Szerkesszitk meg a haromszoget és a hozzairt kort a =7, b =5, ¢ = 8 esetén!

Erintse a hozziirt kor az AC szakaszt az Ug, az AB, BC oldalegyeneseket az Ug illetve Uy
pontban. Hatarozzuk meg az

AUq, AU, CUp, CUs, BU4, BUg

szakaszok hosszat
b) az a) feladatrészben adott oldalhosszak esetén!
c) az altaldnos esetben!

3.7. Az ABC derékszogii haromszog atfogdja ¢ = AB, befogdi a = BC és b= AC.
Hatérozzuk meg a haromszog beirt korének sugarat
a) a=5cm, b= 12 cm, ¢ = 13 cm esetén!
b) az altaldnos esetben!
Hatarozzuk meg az a oldalhoz hozzairt kor sugarat
c) az a) eset adataival!
d) az altaldnos esetben!

3.8. A cegyenesen az A, U, B, V pontok ebben a sorrendben helyezkednek el és
AU = 4cm, UB = 6cm, BV = lcm.

Mekkordk a haromszog oldalai?
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4. FEJEZET
A Descartes koordinatarendszer

Az egyenes pontjait gyakran szadmokkal jellemezziik, az egyenest szdmegyenesnek tekintjiik.
Ehhez felvesziik az egyenesen a 0-t, azaz az origdt valamint az 1-et és ezekbd lkiindulva egyen-
letes beosztast készitiink — minden szamnak megfelel egy pont és minden pontnak egy szam. A
szamegyenesen az egyik irdnyban nének a szamok, a mésik irdnyban csokkennek. Amikor abra-
zoljuk a szdmegyenest, akkor csak egy szakaszt rajzolunk le és a noévekedés iranyat a szakasz
megfeleld végére tett nyillal jeloljik.

A sik pontjaihoz gyakran egy-egy szampéart rendeliink és a geometriai feladatok egy részét
szamolassal oldjuk meg. Algebrai ismereteinket igénybe véve akar bizonyitdst is adhatunk a
szamparok megfeleld kezelésével. Tobbféleképpen rendelhetiink szampart a pontokhoz. A legel-
terjedtebb eljaras az alabbi.

Vegytink fel két egymdasra meréleges szamegyenest a sikon, melyek beosztdsa (a 0 és az 1
szamok tavolsiga) egyforma és melyek origbja — azaz a 0 helye — egybeesik. Az egyik szam-
egyenest elsé tengelynek vagy z-tengelynek, a masikat masodik tengelynek vagy y-tengelynek
nevezzilkk. Az abran ezt a szamegyenes végére helyezett nyil mellé irt x, y betilikkel jeloljiik.

Ha P a sik tetszbleges pontja, akkor P-at meroleges egyenest allitunk az z-tengelyre és azt
a szamot, amelynél elmetszi a merdleges az x-tengelyt — mint szdmegyenest — a P pont x-
koordinatajanak vagy maés széval P abszcisszdjanak nevezzik. A P-it az y-tengelyre allitott
meroleges talppontjanak megfelel§ szam a P pont y-koordindtdja vagy més széval P ordindtdja.

A meréleges tengelyekkel, és azonos beosztdssal biré koordinatarendszer a Descartes ko-
ordindtarendszer.

4.1. Tajékozdédas a szamegyenesen
4.2. Transzformacidok a szamegyenesen

4.3. Tajékozddas a koordinatarendszerben

4.1. Jeloljiik be a Descartes koordindtarendszerben a megadott tulajdonsagi pontokat a megadott
szinnel:

a) kékkel, melyek abszcisszdja pozitiv;

b) sargaval, amelyek ordindtdja pozitiv;

c) z6lddel, melyek mindkét koordinataja pozitiv.

d) Hogyan lehetne koordinatéikkal kellemezni azokat a pontokat, amelyek nincsenek beszinezve
semelyik szinre sem?

e) Keressiik meg az z - y > 0 egyenl6tlenség megolddshalmazat a koordindtarendszerben!

4.2. Jeloljiik be a Descartes koordindtarendszerben a megadott tulajdonsagi pontokat a megadott
szinnel :

a) kékkel, melyek abszcisszaja egész;

b) sargéaval, amelyek ordinatadja egész;

c) pirossal, melyek mindkét koordindtéija egész;

d) zolddel, melyeknek valamelyik koordinétédja 3.
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4 fejezet. A Descartes koordinatarendszer 4.4. Transzformdciok a koordindtarendszerben

4.3. Jeloljiik be a Descartes koordinatarendszerben a megadott tulajdonsagi pontokat a megadott
szinnel:

a) kékkel, melyek abszcisszaja legaldbb 3;

b) sargaval, amelyek ordindtdja legalabb 3.

c) Keressiik meg az (x — 3) - (y — 3) > 0 egyenl6tlenség megolddshalmazét a koordindtarend-
szerben !

4.4. Transzformaciok a koordinatarendszerben

4.5. Vegyes feladatok
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5. FEJEZET
Szimmetriak, transzformaciok

5.1. Transzformacidk értelmezése, végrehajtasa
5.1. Vegyik fel az ABC haromszoget az alabbi adatokkal:
AB = 8cm, AB = 10cm, CA = 4cm.

a) Szerkessziik meg a haromszog képét — az Ay B1Cy haromszoget — a C-nél fekvd belsé szog
szogfelezdjére vald tiikrozésnél!

b) Hatarozzuk meg az A1 B és az AB; szakaszok hosszat!

c) Fejezziik ki a b)-ben kérdezett szakaszok hosszat az dltalanos esetben az ABC' haromszog
oldalaival!

5.2. Vegyitink fel egy ABC haromszoget az aldbbi adatokkal:
BAC/ =T75°, CBAZ =60°, BAC/ = 45°.

a) Szerkessziik meg a haromszog képét — az Ay BoCy haromszoget, az AB szakasz felezOmerdlegesére
valé tiikrozésnél!

b) Hatarozzuk meg a CACy/ és CBCy/ szdgek nagysagat!

c) Fejezziik ki a b)-ben kérdezett szogeket az altaldnos esetben az ABC haromszog szogeivel !

5.3. Adottak az A, B, C pontok. Szerkesztendé az A pont BC' egyenesre vonatkozd tiikorképe
csak korzovel (tehdt vonalzét az AB egyenes meghtizaséhoz sem hasznélhatunk).

5.4. Szerkessziink olyan ABC' hiromszoéget, melynek szogei:
CABZ =90°, BCAZ =60°, ABCZ = 30°.

Tiikrozziik a haromszoget egy-egy oldalara és vizsgaljuk az eredeti hdromszog és képe egyesitéseként
létrejott sokszoget. Hany oldald az igy kapott sokszog és mekkorak a szogei? Valaszoljunk a
kérdésre mind a harom esetben (mind a harom oldalra valé tiikrozés esetén)!

5.5. Vegyiik fel az ABC haromszoget az alabbi adatokkal:
AB = 8cm, AB = 10cm, CA = 4cm.

a) Szerkessziik meg a hdromszog képét az AB szakasz F¢ felezépontjara vonatkoz6 kozép-
pontos tiikrozésnél!

b) Milyen alakzatot alkot a haromszog és képének egyesitése? Tegyiink megfigyelést, fogal-
mazzunk meg allitast és bizonyitsuk is be!

c) Tiikrozziikk kozéppontosan az eredeti haromszoget a BC oldal Fy és a C'A oldal Fp
felez6pontjara is!

d) Milyen alakzatot alkot az eredeti haromszog és harom képének egyesitése? Tegyiink meg-
figyelést, fogalmazzunk meg allitast és bizonyitsuk is be!
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5 fejezet. Szimmetridk, transzformaciék 5.2. Szimmetridk felismerése

5.6. Vegyiik fel az ABC haromszoget az alabbi adatokkal:
AB = 8cm, AB = 10cm, CA = 4cm.

a) Szerkessziik meg a haromszog képét — az A3B3Cs3 hiromszoget — az AB vektorral valé
eltolaskor!
b) Milyen kapcsolat van az eredeti és a C' BC3 haromszog kozott ?

5.7. Vegyiik fel (két példanyban) az ABC szabélyos haromszoget, annak O kézéppontjat, az
OB szakaszt és annak F' felezépontjat (a szerkesztést érdemes egy O koézépponti korrel kezdeni
és azon megkeresni az A, B, C pontokat). Az aldbbi szerkesztéseket az dbra egy-egy kiilon
példanyan végezzik el!

a) Forgassunk az O kozéppont koriil 60°-kal!

b) Forgassunk az A csics koril 60°-kal!

5.8. Vegyiik fel (hdrom példanyban) az ABC D négyzetet, annak O kozéppontjit, az OB sza-
kaszt és annak F felez6pontjat (a szerkesztést érdemes egy O kozépponti korrel kezdeni és azon
megkeresni az A, B, C, D pontokat). Az aldbbi szerkesztéseket az dbra egy-egy kiilon példanyan
végezzik el!

a) Forgassunk az O kozéppont koriil 45°-kal!

b) Forgassunk az A csics kortl 90°-kal!

5.2. Szimmetriak felismerése

5.1. Valasszuk ki a nagy nyomtatott magyar ABC betiibdl a
a) tengelyesen szimmetrikusokat;
b) kozéppontosan szimmetrikusokat !

5.2. Szerkessziink olyan hatszoget, amelynek nincs 60°-os forgasi szimmetriaja, de 120°-os forgési
szimmetridja van!

5.3. Ketten jatszanak — Kezd6 és Masodik — felvaltva helyeznek el pontokat a sikon, két menet-
ben Gsszesen négyet, minden menetben egyet-egyet. Miutan valamelyikiik lerak egy pontot, a
masik menetenként egyszer-egyszer mondhatja, hogy ,,ne oda tegyél” és akkor a pontot tevonek
masik helyet kell valasztania. Masodik akkor nyer, ha a legvégiil kapott pontrendszer

a) tengelyesen;; b) kozéppontosan

szimmetrikus lesz, egyébként veszit. Kinek van nyer6 stratégiaja?

5.4. Ebben a feladatban a végtelen sakktdbla (ldsd az 1. 4brat) szimmetridit keressiik.

Valasszuk ki, hogy az alabbi forgasi szimmetridk koziil melyekkel rendelkezik a végtelen sakk-
tabla és jeloljiik az dbran a megadott szinnel a megfelel6 forgasi szimmetriakdzéppontokat!

a) 30°-o0s (sarga) b) 45°-0s (narancssarga) c) 60°-os (z0ld)

d) 90°-os (kék) e) 120°-os (piros) f) 180°-o0s (fekete).

g) Van-e a parkettdzasnak szimmetriatengelye? Ha van jeloljiik a tengelyeket!

h) Van-e olyan eltolds, amely minden parkettalapot egy masikba képez? Ha van jeloljik a
megfeleld eltolasvektorokat!

5.5. Most a végtelen szabalyos haromszogracs (1asd az 1. dbrét) szimmetridit keresstik.
Vialasszuk ki, hogy az aldbbi forgasi szimmetridk koziil melyekkel rendelkezik a végtelen sakk-
tabla és jeloljik az dbran a megadott szinnel a megfeleld forgsi szimmetriakdzéppontokat !
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5.2. Szimmetridk felismerése 5 fejezet. Szimmetriak, transzformaciék

5.4.1. 4bra.
a) 30°-os (sarga) b) 45°-0s (narancssarga) c) 60°-os (z0ld)
d) 90°-os (kék) e) 120°-os (piros) f) 180°-o0s (fekete).

g) Van-e a parkettdazasnak szimmetriatengelye? Ha van jeloljiik a tengelyeket !
h) Van-e olyan eltolds, amely minden parkettalapot egy masikba képez? Ha van jeloljik a
megfeleld eltolasvektorokat!

\VAVAVAVAVAVAN
INONONONIN/N

INONONINONLN/
NAANANNN/N

5.5.1. abra.

5.6. Ebben a feladatban a sik 1. abran lathaté parkettazasdnak szimmetriait keressiik.

Valasszuk ki, hogy az alabbi forgasi szimmetridk kéziil melyekkel rendelkezik a parkettdzds és
jeloljuk a megadott szinnel a megfeleld forgasi szimmetriakdzéppontokat !

a) 30°-os (sarga) b) 45°-0s (narancssirga) c) 60°-os (z6ld)

d) 90°-os (kék) e) 120°-os (piros) f) 180°-o0s (fekete).

g) Van-e a parkettazasnak szimmetriatengelye? Ha van jeloljiik a tengelyeket !

h) Van-e olyan eltolds, amely minden parkettalapot egy masikba képez? Ha van jeldljik a
megfelel6 eltolasvektorokat!

5.6.1. abra.

5.7. Ebben a feladatban a sik 1. 4bran lathaté parkettizasinak szimmetridit keressiik.
Valasszuk ki, hogy az alabbi forgasi szimmetridk koziil melyekkel rendelkezik a parkettézas és
jeloljiuk a megadott szinnel a megfeleld forgasi szimmetriakézéppontokat !
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5 fejezet. Szimmetridk, transzformaciék 5.8. Transzformdcids szerkesztések

a) 30°-os (sarga) b) 45°-0s (narancssarga) c) 60°-os (z6ld)
d) 90°-os (kék) e) 120°-os (piros) f) 180°-o0s (fekete).
g) Van-e a parkettdzasnak szimmetriatengelye? Ha van jeloljiik a tengelyeket!

h) Van-e olyan eltolds, amely minden parkettalapot egy masikba képez? Ha van jeloljik a
megfeleld eltolasvektorokat!

5.7.1. abra.

5.8. Valasszuk ki M. C.Escher mester egyik parkettdzasit (ldsd pl. a [6][gallery /symmetry]
weboldalt) és elemezziik szimmetridit az 5.6-5.7. feladatok mintajara!

5.9. Soroljuk fel az 1. dbra szimmetridit!

5.9.1. abra.

5.10. a) Parkettazzuk szabélyos hatszogekkel a sikot!

b) Helyettesitsiik az egyik szabalyos hatszog egyik oldalat a hatszog koriilirt korének megfeleld
ivével és modositsuk ennek és a tobbi parkettalapnak a tobbi oldalait gy, hogy megmaradjanak
a csucspontok koriili 120°-os szimmetriak!

5.3. Transzformacids szerkesztések

5.1. (S) Adottak az A pont, a b egyenes, a ¢ kor és az « szog. Szerkesztendd egyenld széru
hiromszog, amelynek az alappal szemkozti csicsa A, mig a B csics a b egyenesen, a C' c¢sdcs a
¢ korén van és a BAC/

a) 30°-os;

b) egy elbre adott o szoggel egyenld.

Hény megoldasa lehet a feladatnak?

c) Hény megoldas lehet, ha a b egyenes helyett is egy kor adott, és azon kell elhelyezkednie a
B csticsnak ?
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5.3. Transzformdcids szerkesztések 5 fejezet. Szimmetriak, transzformaciék

5.2. (S) Szerkesztendé rombusz, ha adott két atléjanak egyenese és két
a) szomszédos; b) atellenes

oldalanak egy-egy pontja!

5.3. a) Szerkesztend6 szimmetrikus trapéz (més széval hirtrapéz), ha adott a szimmetriatenge-
lye és mind a négy oldaldnak egy-egy pontja!

b) Hatarozzuk meg a trapéz csicsainak koordinatait, ha szimmetriatengelye az y-tengely, mig
a pontok az oldalain: P(—2;3), Q(3;2), R(2;—4), S(—3;—-1)!

5.4. a) Szerkesztend$ deltoid, ha adott két &tlgjanak egyenese és harom oldaldnak egy-egy
pontja!

Hatéarozzuk meg a deltoid csicsainak koordinatait, ha atldinak egyenese a két koordinatatenge-
ly, mig harom oldalanak egy-egy pontja:

b) P(-6;9), Q(9;6), R(6; —12); c) P(—6;9), Q(9:6), R(6;—3)

Hény ilyen deltoid van?

5.5. Adottak az e, b egyenesek, a ¢ kor és az « sz0g. Szerkesztendd egyenld szarti haromszog,
amelynek e a szimmetriatengelye, B cstcsa a b egyenesen, C csticsa a ¢ korén van és BAC/Z = a.
Hany megoldasa lehet a feladatnak?

5.6. Szerkesztend6 négyzet, ha adott egy b kor és egy d egyenes, amelyre rendre a B illetve a
D cstcs illeszkedik valamint

a) az AC 4tlé egyenese;

b) az A cstcs.

5.7. a) Adott az O pont valamint az a, b, ¢, d egyenesek a sikon. Szerkesztendé ABC D paralel-
ogramma, melynek O a kozéppontja mig az A, B, C, D csticsok rendre a megadott egyenesekre
illeszkednek.

b) Adottak az O, P, Q, R, S pontok a sikon. Szerkesztend$ ABC'D paralelogramma, melynek
O a kozéppontja a tobbi adott pont pedig a felsorolds szerint rendre az AB, BC', C'D, DA oldal
egyenesére illeszkedik.

5.8. Adott az A és a B pont valamint a ¢ és a d kor a sikon. Szerkesztendd olyan ABCD
trapéz, amelynek C'D alapja fele olyan hosszi, mint az AB alap és C', D cstcsai rendre a ¢, d
alakzatokra illeszkednek.

5.9. Adottak a ki, ko korok és az e egyenes. Szerkesztendé olyan e-vel parhuzamos f egyenes,
amelynek a két kor kozé es6 darabja 3 cm hosszu.

5.10. a) Adott az O pont az a egyenes és a b kor. Szerkesztendd szabélyos hdromszog, melynek
kozéppontja O és A, B csicsai rendre az a, b alakzatokra illeszkednek.

b) Adottak az O, P,, P, pontok. Szerkesztendd az ABC' szabéalyos haromszog, melynek kézép-
pontja O, mig P, és P, illeszkednek a haromszog BC illetve C'A oldalegyenesére.

5.11. (S) Szerkesztend6 haromszog, ha adott két oldala és a harmadikhoz tartozé silyvonala.

5.12. (S) Szerkesztend6 haromszog, ha adott c oldala « szoge valamint a és b oldaldanak kiilonb-
sége.

Ide tartoznak a G.I1.3.3.-G.I1.3.5., G.I1.3.1.-G.I1.3.4. feladatok.
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5 fejezet. Szimmetridk, transzformaciék 5.4. Transzformdciok alkalmazdisa

5.4. Transzformacidok alkalmazasa

5.1. Az 1. dbrdn egy snooker (a billidrdhoz hasonlé jaték) asztal kicsinyitett mésa lathato.
Az igazi tabla 3,6m x 1,8m-es. Vegyiik fel az asztal lapjdnak 10-szeresen kicsinyitett képét és
helyezziink el egy-egy pontot a két golyénak megfeleléen: a fehér golyd az asztal széltében és
hosszaban is a negyedelOpontban van az abra szerint, mig a fekete goly6é az asztal hosszanak
felénél, szélességének negyedénél helyezkedik el. Szerkessziik meg a fehér golyd tutjat, ha tudjuk,
hogy

a) az a oldalon val iitkozés utén;

b) a b majd az a oldalon valé iitkozés utan;

c) a ¢ majd az a oldalon valé itkozés utan

telibe talalja a fekete goly6t!

d) Szamitsuk ki, hogy az a oldalon a sarkokt6l milyen messze pattan vissza a fehér golyé az
egyes esetekben !

a

5.1.1. abra.

5.2. Adott egy téglalap (billidrd, snooker vagy pool asztal lapja) és benne két kor (a golydk).
Szerkessziik meg az egyik falon azt a pontot, ahol az egyik golyénak titddnie kell ahhoz, hogy
visszapattands utan ugy lokje meg a masik golyot, hogy az az egyik sarok irdnyaba menjen
tovabb!

5.3. Egy haromszog két oldalara kifelé négyzeteket rajzoltunk. Mutassuk meg, hogy az 1. abran
a DB, AH szakaszok hossza egyenlé egymassal!

H

5.3.1. abra.

5.4. Adott egy négyzet. Mutassuk meg, hogy barmelyik egyenesnek a négyzet két parhuzamos
oldalegyenese kozé esO része és a ra merdleges egyenesnek a négyzet masik két oldalegyenese
kozé esé része azonos hosszisigu!

5.5. Adott a sikon az A, a B és a C pont. Szerkesztendd olyan C' kdzépponti kor, amelynek
(egyik) A-t tartalmazo6 érintGje meréleges az (egyik) B-t tartalmazé érintGjére!
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5.5. Transzformdcidck egymds utdn 5 fejezet. Szimmetriak, transzformaciék

5.5. Transzformacidk egymas utan

5.1. Adjunk meg olyan 10 pontbdl 4ll6 halmazt, amelynek pontosan k darab szimmetriatengelye
van. Mely k nemnegativ egész szam esetén oldhaté meg a feladat? Adjunk mindegyik esetre
példat! (Nem kell 6ket megszerkeszteni.)

5.2. Az 1. abrén lathaté 75°-0s korcikket elforgatjuk 75°-kal az éra jaraséval ellenkezo forgédsirany-
ban. A kapott korcikket 1jbol elforgatjuk 75°-kal, stb. Hanyszor kell a forgatast elvégezni, hogy
visszajussunk az eredeti korcikkhez?

5.2.1. abra.

5.3. (M) Az ABC héromszog AC oldaldn adott a P; pont. Az A pontba szurt korzével, AP,

sugarral kort rajzolunk, ami a P pontban metszi az AB oldalt. Most a B pontba szurjuk a

korzot és P, -n keresztiil hizunk egy kort (BP, sugarral), ami a P3 pontban metszi az C'B

oldalt. Igy haladunk tovabb, legkdzelebb a C, majd jbél az A stb. ... pont koriil korivezve.
Mit tapasztalunk ? Fogalmazzunk meg &llitast és prébaljuk meg igazolni!

5.4. Adott az A és a B pont. Tekintsiink egy B-n atmend b egyenest és legyen az A pont b
egyenesre vonatkozo tiikorképe A’.

a) Hatdrozzuk meg az A’ pont mértani helyét a sikon, ha b felveszi 6sszes lehetséges helyzetét
(azaz forgassuk b-t B kortil és minden helyzetében tiikrozzik ra A-t)!

b) Mi lesz az AA’ szakasz F felezOpontjanak mértani helye?

5.6. Szabalyos sokszogek

5.1. (M) Igaz-e, hogy ha egy hiromszog
a) mindhdrom oldala egyenld;
b) mindhéirom szoge egyenld;
c) két kiillonboz6 tengelyre is szimmetrikus,
akkor szabalyos?

5.2. (M) Igaz-e, hogy ha egy négyszog
a) mind a négy oldala egyenld;
b) mind a négy szoge egyenls;
c) két kiilonbo6z6 tengelyre is szimmetrikus,
akkor szabalyos?

5.3. (M) Igaz-e, hogy ha egy
a) négyszog b) 6tszog c) hatszog
egy atldjara és egy oldalfelezd merdlegesére is szimmetrikus, akkor szabalyos?
5.4. Az ABC szabélyos hdromszog AB oldalanak A fel6li harmadolépontja C1, mig a BC, CA

oldalak B illetve C' felli harmadolépontjai A; illetve By. Igaz-e, hogy az A1 B1C1 haromszog is
szabalyos?
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5 fejezet. Szimmetridk, transzformaciék 5.7. Vegyes feladatok

5.5. Igaz-e, hogy ha egy szabalyos haromszog oldalain gy vesziink fel egy-egy pontot, hogy
azok is szabalyos haromszoget alkossanak, akkor ezek a pontok egyenlé ardanyban osztjak fel az
eredeti szabalyos haromszog oldalait ?

5.7. Vegyes feladatok

5.1. Piros kék és sarga négyzetlapjaink vannak, mindegyikbdl sok. Ezeket a négyzetlapokat a
egymashoz ragaszthatjuk tugy, hogy az egyik négyzet egyik teljes oldala egy masik négyzet teljes
oldalaval ragadjon 6ssze. Hanyféle

a) harom; b) négy

négyzetlapbol all6 alakzat rakhaté igy Ossze, ha a sikban egyméasba mozgathatbéakat nem
kiilléonboztetjiik meg egyméstol?

c) Hogyan médosul az a), b) feladatok eredménye ha a térben egymésba mozgathaté idomokat
sem kiilonboztetjiik meg egymastol?

5.2. [11] Kbossiik 6ssze a szabélyos hdromszog tetszoleges belsé pontjat a csicsokkal. Igazoljuk,
hogy a kapott harom szakaszbo6l haromszog szerkeszthetd!

5.3. Szerkesszilk meg és osszuk fel egyetlen vonallal az 1. dbran lathaté korivekkel hatarolt
alakzatot két egybevigd részre!

5.3.1. abra.

5.4. (M) Feldarabolhat6-e a kor véges sok egymadssal egybevagd részre tigy, hogy legyen olyan
rész, amely sem a belsejében sem a hataran nem tartalmazza a kor kozéppontjat?

5.5. Parkettakat készitlink a négyzetracsbdl kiindulva, amelyet a koordindtarendszer racsvon-
alai alkotnak. Cseréljik ki az 0 origd és az A(0; 1) rdcspont kozti szakaszt egy F (%, %) pont koriili
negyedkorivvel. A tobbi rdcsvonaldarab médositasaval készitsiik el a sik egybevagd idomokkal
torténd olyan parkettazasat, amely szimmetrikus

a) a minden racspont koriili 90°-os forgatasra;

b) az origd koriili 90°-os forgatasra és az AF egyenesre val tiikrozésre!

c) Milyen egyéb szimmetridi vannak ezeknek a parkettédzasoknak ?

5.6. Szerkessziik meg az 1. dbran lathat6 korivekkel hatarolt alakzatot! Kiparkettazhato-e vele
és egybevagd példanyaival a sik? Csak egyféleképpen végezhet6 el a parkettazds vagy tébb le-
het6ség is van?

5.7. Vegyiink fel egy négyszoget, amelynek mindegyik oldala kiilonb6z6 hossztuségi (lehet a
négyszog konkav is) és szerkessziik meg a felez6pontjait !

Tiukrozzik kozéppontosan a négyszoget mindegyik felezOpontjara, majd az igy kapott né-
gyszogeket is tiikkrozziik a felezOpontjaikra végiil az igy kapott négyszogeket is tiikrozzik a
felez8pontjaikra. Igy dsszesen hany négyszoget kaptunk?
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5.7. Vegyes feladatok 5 fejezet. Szimmetriak, transzformaciék

N/

2N

/

|

5.6.1. abra.
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5 fejezet. Szimmetridk, transzformaciék 5.7. Vegyes feladatok
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6. FEJEZET
Teriilet 1.

Ebben a témaban ajanlott még a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotet[24] ,, Teriiletszamités,
teriiletatalakitas és alkalmazédsai” fejezetében talalhaté feladatok feldolgozasa.

6.1. Négyzetek, téglalapok, paralelogrammak

6.1. Az 1. a), b) dbran ldthaté paralelogrammaékat daraboljuk 4t olyan téglalapba, amelynek
oldalai a paralelogramma jelolt a alapjaval és m, magassidgéaval egyenldk!

a) b)

a a

6.1.1. abra.

6.2. (M) Igaz-e, hogy ha két paralelogramma egy-egy oldala és egy-egy magassiga egyenld
egymassal, akkor a két paralelogramma atdarabolhaté egymasba?

6.3. Hanyad része az 1. a) illetve b) dbran a négyzet tertiletének a satirozott haromszog teriilete ?
(A pontok minden kérdéses esetben az adott szakasz felezOpontjai.)
a) b)

6.3.1. abra.

6.4. Egy paralelogramma egyik atldjanak egy pontjan &t parhuzamost huztunk a paralelo-
gramma oldalaival (14sd az 1. abrat). Igy négy kisebb paralelogrammaéra osztottuk az eredeti
négyszoget. A négy kis paralelogramma teriiletei kozott legfeljebb héany kilénbo6z6 lehet ?

=

6.4.1. abra.

6.5. Szerkesztendo két négyzet gy, hogy az egyik épp kétszer akkora teriileti legyen, mint a
mésik!
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6 fejezet. Teriilet 1. 6.2. Hdromszogek

6.6. Egy 10 cm oldali négyzet oldalanak harmadolépontjait és csticsait az 1. dbra szerint
Osszekotottiik. Hatdrozzuk meg a keletkezett részek teriiletét!

6.6.1. abra.

6.7. Hogyan lehetne egy négyzetet egyenes vagasokkal ugy feldarabolni, hogy a keletkezett
stkidomokbdl 50 egybevigd négyzetet lehessen Gsszeallitani?

6.2. Haromszogek

6.1. Mutassuk meg, hogy ha egy haromszog egyik oldala a, az ehhez tartozé magassaga mg,
akkor a haromszog két példanya atdarabolhaté egy olyan téglalapba, melynek két szomszédos
oldaldanak hossza a és m,!

6.2. Adottak az A, B, C pontok a sikon.

a) Szerkesztendd 6t kilonbo6zé pont, Cq, Co, Cs3, Cy és Cy, melyekre az ABCy, ABCy, ABCs,
ABCjy, ABCjy héromszogek teriilete mind egyenld az ABC haromszog teriiletével.

b) Mi azon C pontok mértani helye a sikban, amelyekre az ABC haromszog teriilete mege-
gyezik az ABC haromszog teriiletével 7

6.3. Adott a sikon az A és a B pont, melyek tdvolsdga 5 cm. Szerkesztendd a C pont, ha az
ABC héaromszog teriilete megegyezik az AB oldali szabdlyos haromszog teriiletével és

a) BC =6 cm; b) BC =4 cm.

c) Hény ilyen C pont van az a) illetve a b) esetben?

d) Az ABC héromszog hényféle lehet, ha az egymaéssal egybevigékat nem kiilonboztetjik
meg?

6.4. Adott a sikon az A és a B pont, melyek tavolsdga 5 cm. Szerkesztend6 a C pont, ha az ABC
héromszog teriilete megegyezik az AB atfogdju egyenld szari derékszogli hdromszog teriiletével
és

a) BC =6 cm; b) BC =4 cm.

c) Melyek azok a BC' értékek, amelyekre nem lenne megoldasa a feladatnak?

d) Mely BC érték esetén lenne az 6sszes lehetséges C pontra az ABC hiromszog egybevag)?

6.5. A haromszog a oldala, hozzd tartozd m, magassaga és a haromszog T tertilete kozul kettd
adott. Szdmoljuk ki az ismeretlen mennyiséget !
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6.2. Haromszogek 6 fejezet. Teriilet I.

a (cm) | mg (em) | T (cm?)

4 6

8 6

8 3

) 3

4 10

8 10

4 20
4 10
4 )
2 )

6.6. A hiromszog a oldala, hozza tartozé m, magassiaga és a haromszog T teriilete koziil kettd
adott. Szamoljuk ki az ismeretlen mennyiséget !

a (cm) | mg (em) | T (cm?)
43 11,2
7,95 3.2
44 11,3
8,05 20,125
4.32 12,96
13.4 53

6.7. Adjuk meg az 1. dbrdn lathaté haromszogek teriiletét egységnégyzetben!

L | |F
\\ § \\\\
/ ™ N AN
D/ > h N\ /
[l | T N\ /
~ J N |/
/ pd
BJ | / N\
D iy \ID
|\
N
6.7.1. abra.

6.8. Adott egy végtelen négyzetracs. Hany olyan egymadssal nem egybevidgd hdromszog van,
amelynek minden csicsa racspont és teriilete (a racs egységnégyzetében mérve)
a) 2; b) 0,5; c) 1,257

6.9. Egy haromszogben adott az ABC/ = (8 sz0g , és a haromszog BC' = a, AB = c oldalai és
T teriilete koziil még kett adott. Szamoljuk ki a harmadik mennyiséget !

B | a(em)|c(ecm)|T (cm?)
30° 2 6

30° 4 9
30° 8 9
150° 2 6
150° 4 9
150° 8 9
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6 fejezet. Teriilet I. 6.3. A hdromszdg sulyvonala

6.10. Az a oldali négyzetet az AN, BK, CL, DM egyenesekkel részekre bontottuk (ldsd az 1.
abrat). Bizonyitsuk be, hogy ha a sotét négyszog teriilete megegyezik a halvanyabban satirozott
haromszogek tertiletének Osszegével, akkor AM + BN + CK + DL = 2a!

N
B C
K
M
A D
L
6.10.1. abra.

6.11. Szerkesztendd két szabdlyos haromszog tgy, hogy az egyik haromszor akkora teriiletii
legyen, mint a masik!

6.3. A haromszog silyvonala

6.1. Igazoljuk, hogy a haromszog sulyvonala (az egyik cstcsot a szemkozti oldal felezépontjaval
0sszekot6 szakasz) a haromszoget két egyenld teriiletii részre osztjal

6.2. (M) [22] Nevezetes, hogy a hdromszog silyvonala (az egyik csicsot a szemkozti oldal
felezOpontjéval Osszekoté szakasz) a haromszoget két egyenld teriiletii részre osztja. Ha két
sulyvonalat is berajzolunk, akkor négy részt kapunk. Hogyan aranylik a négy rész terilete
egymashoz?

6.3. (M) Jeldlje rendre F4, Fp és Fo az ABC héaromszog BC, C'A, AB oldalainak felez&pontjat
és legyen S az AF4, BFp silyvonalak metszéspontja! Mutassuk meg, hogy

a) az SF¢ szakasz megfelezi a BSA haromszog teriiletét!

b) az SFp szakasz megfelezi a C'SA haromszog teriiletét!

c) az SC szakasz megfelezi a C'SAB négyszog teriiletét!

d) az FcSC ,torottvonal” megfelezi az ABC haromszog tertiletét!

e) az FoC szakasz megfelezi az ABC héromszog teriiletét!

f) az FoC sulyvonal is atmegy az S ponton!

6.4. (M) Igazoljuk, hogy a hdromszog sulyvonalainak metszéspontja 1 : 2 ardnyban osztja fel
mindegyik sulyvonalat (a révidebb rész az oldal felé van)!

6.5. Igazoljuk, hogy a haromszog két oldaldnak felezépontjat osszekotd szakasz (a haromszog
kozépvonala)

a) parhuzamos a harmadik oldallal!

b) fele akkora, mint a harmadik oldal!

6.6. A Nagy Szerkeszt§ feljegyzései kozott talaltuk a kovetkezot:

. Ugyes médszert taldltam ki, hogyan lehet megszerkeszteni egy tetszéleges hdromszog keriiletének
barmely pontjdn dt a hdromszdg teriletét felezd egyenest. A szerkesztés menete a kovetkezd:”

Sajnos a kovetkez6 oldalra raborult a tintasiiveg, igy olvashatatlanna valt. Taldljuk ki mi
lehetett a mddszer!
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6.4. Trapézok 6 fejezet. Teriilet I.

6.4. Trapézok

6.1. Egy trapéz két atloja és a két szar két kis haromszoget alkot (lasd az 1. 4brét). Melyiknek
nagyobb a tertilete?

6.1.1. abra.

6.2. Bizonyitsuk be, hogy az 1. dbran lathaté trapézban sotétebben satirozott haromszogek
tertletének Gsszege megegyezik a halvanyabban satirozott négyszog teriiletével!

6.2.1. abra.

6.3. Egy altalanos trapézban az egyik szar két végpontja és a szemkozti szar felezbpontja
héromszoget alkot (lasd az 1. 4brét). Kifejezhet6-e ennek a haromszognek a teriilete a trapéz T'
teriiletével 7

6.3.1. abra.

6.4. Hany korong alkotja az 1. dbra a), b), ¢), d), e) részén lathat6 alakzatot?
Altalénosftsunk!

6.5. a) Tikrozzik a trapézt egyik szaranak felezOpontjara és mutassuk meg, hogy a kapott
négyszog az eredetivel egyiitt paralelogrammaét alkot!
b) Igazoljuk a trapéz teriiletére vonatkozé aldbbi formuldkat:

a—+c
2

T:

m=k-m,

ahol a és c a trapéz két parhuzamos oldaldnak hossza, m a két parhuzamos oldal egyenesének
tavolsaga, k pedig a trapéz kozépvonalanak hossza, azaz a szarak felezpontjanak egymastdl
mért tavolsaga.

6.6. Egy konvex négyszoget az atléi négy haromszdgre bontanak. A négy haromszog koziil két
szomszédosnak a teriilete 600 és 360 cm?, mig a négyszog teljes teriilete 2004 cm?. Hatdrozzuk
meg a méasik két haromszog teriiletét!
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6 fejezet. Teriilet I. 6.5. Négyszogek és dtloik

000
PRI

00000000

90000

6.7. Egy trapézt 4tléi négy haromszogre bontanak. A négy haromszog koziil két
a) szomszédosnak a) atellenesnek

a teriilete 600 és 360 cm?. Hatarozzuk meg a masik két haromszog teriiletét!

6.5. Négyszogek és atloik

6.1. (M)

a) Berajzoltuk egy konvex négyszog két kozépvonaldt (a szemkozti oldalak felezOpontjat
osszekotd szakaszokat). Bizonyitsuk be, hogy a létrejové négy kisebb négyszog koziil a szemkoztiek
Osszege egyenl6 egymassal (14sd az 1. dbra a) részét).

b) Mutassuk meg, hogy a konvex négyszog oldalfelezGpontjai altal alkotott négyszog teriilete

az eredeti négyszog teriiletének fel()e (lasd az 1. dbra b) részét)!
a

6.1.1. abra.

6.2. Egy négyszog atloi egymassal 30°-os szoget zarnak be és metszéspontjuk az egyik atlot 5
és 7 cm-es, a masik atlot pedig

a)2és6 b) 3és5 c)4dés4

cm-es részekre osztja. Hatarozzuk meg a négyszog teriiletét!

6.3. Mekkora lehet annak a négyszognek a teriilete, amely atloinak hossza e és f, az atlok szoge
pedig
a) 90° b) 30° c) 45°7
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6.6. Vegyes feladatok 6 fejezet. Teriilet I.

6.4. (M) Melyek azok a négyszogek, amelyek teriilete a két atlojuk szorzatanak fele?

6.5. Jeldlje egy rombusz oldalainak hosszat a, atléinak hosszat e és f két szomszédos oldalanak
szOgét a. Hatarozzuk meg a rombusz tertiletét, ha

a) a =10 cm, a = 30°;

b) a =6 cm, a = 45°;

c)e=6cm, f=5cm.

6.6. Hatarozzuk meg a deltoid teriiletét, ha atléinak hossza
a) e=10 cm, f =5 cm; b) e=3cm, f =5 cm.

6.6. Vegyes feladatok

6.1. (M) Egy téglalap oldalainak hossza a és b. Mekkora tertiletli négyszoget zdrnak kozre a
téglalap szbgeinek szogfelez6i?

Oldjuk meg a feladatot

a) a=5cm, b =2 cm esetén!

b) éltaldnosan!

6.2. (M) [20] H&arom bardt egy tortét szeretne igazsidgosan elosztani egymads kozott, amely
foliilnézetbdl 15 cm oldalt négyzetnek latszik. Az elsé vagds a négyzet kdzéppontjabdl indul

az 1. Abran lathaté médon.
3 cm

6.2.1. abra.

Készitsiik el a négyzetet valodi nagysagaban és jeloljiik a kézéppontbdl induld masik két vagast
ugy, hogy az ily médon keletkezett ,szeletek” egyenld teriiletliek legyenek! Igazoljuk az eljaras
helyességét !

6.3. (M) A 6.2. feladat, illetve az arra adott megoldds milyen sokszogekre altaldanosithaté?
Tehat mely sokszog, és mely hozza tartozé O pont esetén lehet konnyen” felosztani a sokszoget
az O pontbdl indulé vigasokkal egyenld részekre, barhogyan is hizzuk az els6 vagast, és barhany
részre is akarunk vagni?

6.4. Az 1 &bran lathat6 téglalap oldalai 1 ill. 2 dm hossztak. Ugy szeretnénk felmérni A-bél
az (egyenld hosszi) x szakaszokat, hogy az ABCD négyszog teriilete fele legyen a téglalap
teriiletének. Mekkora legyen az x hossziség?

C

D
x

A = B
6.4.1. abra.
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6 fejezet. Teriilet I. 6.6. Vegyes feladatok

38



7. FEJEZET
Teriilet 1. (teszt)

7.1. (M) Az 1. abréan ldthat6 haromszogeket szeretnénk tertiletiik szerint csokkené sorrendben
felsorolni. Melyik a helyes sorrend ?

A7 :: ¢
7 \ \ \\
~— BN\ [T~
7.1.1. abra.
A) ABC B) BAC C) CAB D) BCA E) egyik sem

7.2. (M) Az 1. dbran egy véges négyzetracs lathat6 és benne az ABC' rdcsharomszog. Olyan
C-t6l kiilonbozé D racspontot keresiink, amelyre az ABD haromszog teriilete megegyezik az
ABC héaromszog teriiletével. Hany ilyen D récspont van az dbran lathaté 8 x 15 = 120 racspont
kozott (a C-n kiviil)?

— ¢
41 \\ \
\
N\
N
vi
7.2.1. 4bra.
A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 0 vagy legaldbb 5

7.3. (M) Az 1. dbran az ABC haromszog lathat6. A T pont az AC szakaszon, mig T az AB
szakaszon helyezkedik el és BTgA/ = CTcAZ = 90°. Hany cm? az ABC héaromszog teriilete,
ha AB=5cm, BIg=4cm és CTc =3 cm?

B
Tc

C Ty
7.3.1. abra.

A) 75 B) 15 C) 20 D) 10 E) egyik sem
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7 fejezet. Teriilet I. (teszt)

7.4. (M) Egy haromszog két stlyvonala hdrom haromszogre és egy négyszogre vigja az eredeti
héromszoget. A hirom haromszogdarab koziil az egyik teriilete 21 cm?. Adjuk meg az eredeti
haromszog teriiletének Osszes lehetséges értékét cm?-ben!

A) 63 B) 84 C) 126 D) 63 vagy 126
E) egyik sem

7.5. (M) Egy konvex négyszoget a két atléja négy olyan haromszogre bontja, amelyek koziil
két szemkozt fekvé teriilete 20 és 30 cm?, mig egy tovabbi rész teriilete 24 cm?. Hany cm? a
negyedik haromszog teriilete?

A) 18 B) 25 C) 28
D) egyik sem E) nem meghatarozott

7.6. (M) Egy trapéz alapjai 10 és 35 cm hossztak, az egyik szdra 15 cm-es, a mésik hossza 20
cm, mig a két alap egyenesének tavolsiaga 12 cm. Hatdrozzuk meg a trapéz teriiletét!
A) 350 cm? B) 420 cm? C) 270 cm? D) mas érték;
E) kevés az adat;

7.7. (M)

Bdarmely ______ teriiletének dupldja a két dtlo hosszanak szorzata.

A négyzet”, ,trapéz”, ,rombusz”, ,deltoid”, ,téglalap” szavak kdzott van olyan, amelyet az
iires helyre beirva igaz allitdst kapunk. A felsorolt négyszogtipusok koziil hédny esetén igaz az
allitas?

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5

7.8. (M) Hatédrozzuk meg annak a rombusznak a teriiletét, amelyben az oldalak hossza 8 cm,
a belsd szogek pedig 30° és 150°!
A) 32 cm? B) 120 cm? C) 64 cm? D) mas érték;
E) kevés az adat;

7.9. (M) Adott az ABCD konvex négyszog, és a k kor. A négyszog mindegyik oldala érinti a
k kort, melynek sugara r, = 5 cm. A négyszog AB, BC, C'D oldalainak hossza 8, 6 és 5 cm.
Milyen hosszi a DA oldal (cm-ben)?
A) 6 B) 7 C) 8 D) mas érték;
E) kevés az adat;

7.10. (M) Adott az ABCD konvex négyszog, és a k kor. A négyszog mindegyik oldala érinti
a k kort, melynek sugara rp, = 5 cm. A négyszog AB, BC, CD oldalainak hossza 8, 6 és 5 cm.
Becsiiljiik meg a négyszog T teriiletét cm?-ben!

A) T <60 B) 60<T <70 C) 70<T<380 D) 80<T

E) kevés az adat;
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8. FEJEZET
Hasonlosag

A kozéppontos hasonlosdg mas széval nagyitds vagy kicsinyités a stk dnmagara vald leképezése
tehdt geometriai transzformécié. A kozéppontos hasonlésdg megaddasdhoz rogziteni kell annak
kozéppontjat és aranyat. A kézéppont a sik barmely pontja, az arany barmely 0-tél kiilonb6z6
szam lehet. Az O kozépponti (masképp: O centrumi) A ardanyu kozéppontos hasonlosdgnél a
stk P pontjanak képe:

— P =0 esetén O,

— P # O esetén az a P’ pont, amelyre %_1;' = |A| és amely

* A > 0 esetén az OP félegyenesen van;

* A < 0 esetén az O bdl induld, P irdanyédval ellentétes iranyba allitott félegyenesen
van;

A X elBjele szerinti esetszétvalasztas nélkiil is értelmezhetjiik a transzforméciét: ha az O P egyen-
est szdmegyenesnek tekintjik, amelynek origbja O, akkor a P pont képe a P-nek megfelel6 szam
A-szorosdnak megfelel pont.

A sik két alakzatat hasonlé-nak mondjuk ha az egyiket 4t tudjuk transzformdlni a maésikba
egybevagosagi transzforméaciok és kozéppontos hasonldsiagok egymads utani alkalmazasaival.

Bevezet6 feladatok a Geometriai feladatok gytjteménye I. kotetbél[24]: 1097-1101.

8.1. Mi a masik neve az O kézéppontu (—1) ardnyt kézéppontos nagyitdsnak ?
8.2. Vegyiik fel az ABC haromszoget az alabbi adatokkal:
AB = 8cm, AB = 10cm, CA = 4cm.

Jelolje Fo az AB szakasz felezGpontjat és szerkessziik meg az ABC haromszog képét

a) — az A1 B1Cq haromszoget — a C' kozéppontu 2 ardnyu kozéppontos hasonlosdgnal!

b) — az A3 ByC5 haromszoget — az F kozépponti kozéppontos tiikrozésnél!

c) — az A3B3C3 hdromszoget — az C' A vektorral valé eltolasnal!

d) — az A4B,Cy hiromszoget — az C'B vektorral val6 eltolasnél!

e) A, B, C, Ay, By, C1, As, Bs, Oy, Az, Bs, Cs, Ay, By, C4 Osszesen hany pont? Minden
egybeesést igazoljunk!

f) Fiigg-e az egybeesések szama az ABC haromszog méreteitél?

8.3. Fogalmazzuk meg a kozéppontos hasonldosig tulajdonsigait!

8.4. Vegyik fel az ABC haromszoget tetszlegesen. Legyen CA = a és CB = b.
Szerkessziik meg az ABC haromszog képét
a) az alabbi vektorokkal valé eltoldsoknél:
a b 2a a+b 2b.
b) a C kozépponti A = 3 ardnyu kozéppontos hasonlosdgnal!
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8 fejezet. Hasonlésag

8.5. Bizonyitsuk be a kozéppontos hasonlésag tulajdonsigait az alabbi ardnyok esetén:

A=—1 A=2 A=3 A eNT NEZ A EQ.

Gyakorl6 feladatok a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotetb&l[24]: 1102-1248.
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9. FEJEZET
Terilet 11.

A téméban ajanlott még a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotet[24] ,,Pitagorasz tételének
alkalmazasa” fejezetében taldlhato alabbi feladatok feldolgozasa: 1559-1603., 1625-1630., 1633-
1635.

9.1. A kor teriilete

9.1. a) Szerkessziink négyzetet és vegyiink fel egy O pontot. Szerkessziik meg a négyzet képét
az O koézépponti A = 2 ardnyd kézéppontos nagyitasnal!

b) Jelolje az eredeti négyzet keriiletét k, teriiletét ¢! Hatarozzuk meg a nagyités eredményeként
kapott négyzet keriiletét és teriiletét!

Hogyan véltozik a b) feladatrészre kapott eredmény, ha

c) valtoztatjuk az O pont helyzetét?

d) véltoztatjuk a A ardnyt?

9.2. a) Szerkessziink szabdlyos hdromszoget és vegyiink fel egy O pontot. Szerkessziik meg a
haromszog képét az O kdzéppontit A = 2 ardnyu kézéppontos nagyitasnal!

b) Jelolje az eredeti hdromszog keriiletét k, teriiletét ¢! Hatérozzuk meg a nagyitds ered-
ményeként kapott alakzat keriiletét és tertiletét!

Hogyan véltozik a b) feladatrészre kapott eredmény, ha

c) valtoztatjuk az O pont helyzetét?

d) valtoztatjuk a A\ ardnyt?

e) nem szabdalyos haromszogb6l indulunk ki?

9.3. (M) Az 1. dbran egy egységoldali négyzet lathatd, aminek két oldaldra, mint dtmérdre,
egy-egy félkort rajzoltunk. Hatdrozzuk meg a satirozott rész teriiletét!

9.3.1. abra.

9.4. [18] Mutassuk meg, hogy az 1. a-c) dbrdkon az egyik irdnyban csikozott alakzat teriilete
megegyezik a masik iranyban csikozottéval!

Az a) dbran egy negyedkor két szérdra egy-egy félkort allitottunk; a b) dbrdn egy negyedkor-
cikk {vének harmadolépontjain at hiztunk parhuzamosokat az egyik szarral, a ¢) dbran pedig egy
egyenlo szari derékszogi haromszog teriiletét kell 6sszehasonlitani a cstcsa koré irt negyedkor
és az atfogéra irt félkér hatarolta holdacska teriiletével.

9.5. a) Mutassuk meg, hogy a korbe irt szabalyos nyolcszog keriilete kisebb, mint az ugyanakko-
ra kor koré irt négyzet keriilete!
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9 fejezet. Teriilet II. 9.1. A kor teriilete

ANE

9.4.1. abra.

b) Igazoljuk, hogy a korbe irt szabdlyos tizenhatszog keriilete nagyobb az ugyanabba a korbe
irt szabalyos nyolcszog keriileténél, mig a kor koré irt szabalyos tizenhatszog keriilete kisebb a
kor koré irt szabdlyos nyolcszog keriileténél!

9.6. Jeldlje az egységnyi atmérojl korbe irt szabalyos n-szog teriiletét t,,, az ugyanezen kor koré
irt m-szog kertiletét pedig T, (n,m > 2 egészek).

a) Mutassuk meg, hogy ¢, < T}, !

b) Igazoljuk, hogy t,.., >ty és Tpp < Ty, ha n > 2, m > 1 egészek!

c) Mutassuk meg, hogy legfeljebb egy olyan ¢ szdm van, amelyre t,, < ¢ < T,, minden n > 2
pozitiv egészre teljesiil!

9.7. Jeldlje az egységnyi atmér6jli korbe irt szabalyos n-szog keriiletét k,, az ugyanezen kor
koré irt n-szog keriiletét pedig K.

a) Mutassuk meg, hogy k, < K,!

b) Igazoljuk, hogy k., > ky és Kp.p < Kp, han > 2, m > 1 egészek!

c) Mutassuk meg, hogy legfeljebb egy olyan d szam van, amelyre k, < d < K,, minden n > 2
pozitiv egészre teljesiil!

9.8. Milyen Gsszefiiggés 4ll fenn a 9.6., 9.7. feladatokban szerepld ¢, d szdmok kozott ?

9.9. Jeldlje az egységnyi atmérdjli kor keriiletét 7! Hatarozzuk meg annak a kornek a keriiletét,
amelynek sugara

a) 1; b) 2; c) 3,7; d) r

egység!
9.10. Ha az egységnyi sugaru kor teriilete m egységnégyzet, akkor mennyi annak a koérnek a
teriilete, melynek sugara

a) 2; b) 3; c) 3,7; d) r

egység!

9.11. Hogyan aranylik egymashoz két kor keriilete illetve teriilete, ha sugaraik aranya
a) 1:3; b) 2:3; c)ry:rg?

9.12. Egy autd kerekének atmérGje d = 60 cm, a kerék percenként 100-at fordul. Mekkora az
autd sebessége?

9.13. Az 1. dbran lathaté kotéldobos emelével 500 kg tomeget szeretnénk mozgatni v = 2
m/s egyenletes sebességgel. A kétéldobot egy hajtémiives villanymotor hajtja meg. A kotéldob
atmérdje d = 500 mm. Mekkora a motor percenkénti fordulatszdama?

9.14. (M) Eva 1000 Ft-ért vett egy
a) négyzet; b) kor

alakd milanyag lapot, amibél egy (szabélyos nyolcszog alaki) stoptablat készit (lasd az 1.
abrat). Mennyit koltott a veszend6be mend részre?
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9.2. Pitagorasz tétele 9 fejezet. Teriilet II.

9.13.1. abra.

(P

9.14.1. abra.

9.15. [14] Hatéarozzuk meg, hogy a négyzetek tertiletének hanyad részét teszik ki a vonalkézott
sikidomok tertiletei!

a) b) ¢)

9.15.1. abra.

9.16. [20] A satirozott szirmokat egy négyzet oldalai, mint atméré folé rajzolt négy félkor
segitségével kaptuk meg (ldsd az 1. dbrédt). Hogyan kell megvédlasztani a négyzet oldaldnak
hosszat ahhoz, hogy a satirozott rész teriilete 1 dm? legyen?

9.2. Pitagorasz tétele

9.1. Egy haromszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzoltunk. Mutassuk meg, hogy az 1. abran
jelolt AIC, DBC haromszogek teriilete egyenld!

9.2. Egy haromszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzoltunk. Az 1. 4brén lathatd négy haromszog
(ABC, DCI, FAE, HBQG) teriilete 6sszesen hanyféle érték?

9.3. Az ABC héaromszog oldalaira kifelé négyzeteket rajzoltunk és berajzoltuk a haromszog
magassagvonalainak egyeneseit is (1asd az 1. abrat). Mutassuk meg, hogy az azonosan szinezett
téglalapok teriilete egyenlé!

9.4. Mutassuk meg, hogy derékszogli haromszdghen a befogdkra emelt négyzetek teriiletének
Osszege megegyezik az atfogéra emelt négyzet teriiletével, azaz a® + b? = ¢2, ha ¢ az atfogé!

2

9.5. Mutassuk meg, hogy ha valamely haromszog a,b, ¢ oldalaira teljesiil az a? + b* = ¢? Gssze-

fliggés, akkor a c oldallal szemkozti belsé szog derékszog!

9.6. Egy haromszog a és b oldala kozti szog
a) v =60°; b) v = 120°.

Allitsuk el8 a harmadik oldalt a és b algebrai kifejezéseként !
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9 fejezet. Teriilet II. 9.2. Pitagorasz tétele

9.16.1. abra.
I
D C o
E
A B
9.1.1. abra.

9.7. [7] Az ABC héaromszogben a C csicsndl derékszog. A haromszog oldalaira kifelé né-
gyzeteket rajzoltunk és az atfogéra emelt négyzetre még feltettiikk az eredeti hdromszog egy
koézéppontosan tiikrozott példinyat az 1. dbra szerint.

a) Mutassuk meg, hogy az BCADJE, BFGHIA hatszogek egybevagdak!

b) Bizonyitsuk be ennek segitségével a Pitagorasz tételt!

9.8. [7] Az ABC haromszogben a C cstcsndl derékszog van. A haromszog két befogbjara kifelé
négyzeteket rajzoltunk.

a) Mutassuk meg, hogy az 1. dbra szerinti jelolésben az EB egyenesre A-bol és az AF' egye-
nesre B-bdl bocsdtott merélegesek az ABC haromszog C-hez tartozd magassigvonaldn metszik
egymast !

b) Igazoljuk, hogy az ACH héromszog teriilete az ACDE tertiletének felével egyenld, mig
BCH teriilete a BFGC' négyzet teriiletének fele!

c) Mutassuk meg, hogy az ACBH deltoid teriilete egy AB oldali négyzet teriiletének felével
egyenld.

d) Mindezek alapjan bizonyitsuk be a Pitagorasz tételt!

9.9. Egy derékszogii haromszog két befogdja a és b, atfogdja c. Az 1. dbra mindkét felén egy-egy
(a + b) oldali négyzet lathaté. Mindkét négyzet mindegyik oldalat felosztottuk egy-egy a és b
hossziisdgu részre, de az egyes részek elrendezése a két abran mas.

a) Igazoljuk, hogy a jobb oldali &bran a nagy négyzet belsejében egy c oldali négyzet jott
létre!

b) A két abrarész Osszehasonlitdsdval igazoljuk a Pitagorasz tételt!

9.10. Az 1. &bran levé holdacskakat (Hippokratész holdacskéi) a derékszogii haromszog oldalai
folé szerkesztett félkorok hataroljak. Mutassuk meg, hogy a két holdacska teriiletének Gsszege a
hiromszog teriiletével egyenld!

9.11. Hatarozzuk meg az a oldali szabalyos haromszog

a) magassagat; b) teriiletét;

illetve

c) beirt korének; d) kortlirt korének;
sugarat!
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9.2. Pitagorasz tétele 9 fejezet. Teriilet II.

F G
9.2.1. abra.

9.3.1. abra.

9.12. Hatarozzuk meg az m magassagu szabalyos haromszog
a) oldalanak hosszat; b) teriiletét!

9.13. Hatarozzuk meg az a befogdju egyenld szara derékszogli haromszog

a) teriiletét; b) dtfogdjanak hosszat;
illetve

c) beirt korének; d) koriilirt korének;
sugarat!

9.14. Hatarozzuk meg az a atfogdjua egyenld szaru derékszogl haromszog

a) teriiletét; b) befogbjanak hosszét;
illetve

c) beirt korének; d) koriilirt korének;
sugarat!

9.15. Egy haromszoghen adott az ABC/ = 8 sz6g , és a haromszég BC = a, AB = ¢ oldalai
és T teriilete koziil még ketté adott. Szamoljuk ki a harmadik mennyiséget!

B | a(em)|c(cm) | T (cm?)

45° 2 6

45° 4 9
45° 8 9
60° 2 6

60° 4 9
60° 8 9
120° 2 6

120° 4 9
120° 8 9
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9 fejezet. Teriilet II. 9.2. Pitagorasz tétele

F
B E
G /7
\\ //
AN C /,
\\ /
\\ A D
H
1

Al B
9.8.1. abra.

9.16. a) Egy hdromszog oldalai a, b és c a beirt kor sugara r. Fejezziik ki a hdromszog teriiletét
ezekkel az adatokkal!

b) Fejezziik ki a haromszog teriiletét az oldalak és az a oldalhoz hozzéirt kor sugaranak
segitségével !

9.17. Az ABC haromszog oldalainak hossza: AB = 13 cm, BC' =5 cm, CA = 12 cm. Tudjuk,
hogy ACB/ = 90°. Mekkora teriiletli részekre osztja a haromszoget a C' csticsbél induld
a) sulyvonal; b) szogfelezd?
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9.2. Pitagorasz tétele

9 fejezet

. Teriilet II.

a b
b b b “
a a a b
a p b @
9.9.1. abra.

\\\\\\\\\. &K \\

9.10.1. abra.
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10. FEJEZET
Teriilet II. (teszt)

10.1. (M) Az 1. dbran egy téglalap lathat6, amelynek hosszabbik, 2 egység hossztisédgu oldalaira,
mint atmérékre egy-egy félkort rajzoltuk a téglalap belseje felé. Hany egység hosszusigu a
téglalap révidebb (a) oldala, ha a két félkorlap kozos részének teriilete (csikozott tartoméany)
megegyezik a téglalap félkorokon kiviili két részének (sziirke tartomanyok) teriiletosszegével ?

10.1.1. 4bra.

A) a<13 B) 13<a<14 C) 1l4<a<1p D) 15<a<16
E) 16<a
10.2. (M) Jeldlje T egy szabalyos héromszog koriilirt korének teriiletét, ¢ pedig ugyanezen

haromszog beirt korének teriiletét! Mennyi a T/t ardny értéke?
A) 4 B) 3 C) 2 D) 9/4 E) egyik sem

10.3. (M) Ha az egyenlé szart derékszogli haromszog atfogéja 10 dm, akkor milyen hosszi
dm-ben a haromszog a befogbja?

A) a<65 B) 65<a<T7 C) 7T<a<T7p) D) 75<a<8
E) 8<a

10.4. (M) Melyik képlet adja meg az a oldalhossztisdgu szabdalyos haromszog teriiletét ?
A) %a B) % C) @aQ D) \“/—25 E) egyik sem

10.5. (M) Egyenlé szérd hdromszog alapja 10 cm, szérai pedig 13 cm hosszuak. Hatdrozzuk
meg a haromszog T teriiletét cm?-ben!
A) T <60 B) 60<T <380 C) 80<T <100 D) 100<T <120

E) 120<T

10.6. (M) Mekkora annak a kornek az r sugara (cm-ben), amelyhez a kézéppontjatdl 29 cm-re
levé pontbdl hiizott érinté hossza 20 cm?
A) r<15 B) 15<r<175 C) 175<r <20 D) 20<r<225

E) 225<r

10.7. (M) Az 1. dbrén egy kort, a korbe és a kor koré irt négyzetet lathatjuk, berajzoltuk a beirt
négyzet atloit és a kor kozéppontjat Osszekotottiik a beirt négyzet egyik oldalanak felezépontja-
val. Az abran lathaté vildgos sziirke tartoméany teriilete V', a sotétsziirkéé S, a csikozotté C'. Mi
a harom érték nagysag szerinti sorrendje?
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10 fejezet. Teriilet II. (teszt)

A)
E)

10.8. (M)

C>V>8

egyik sem

B) C=V

N\

\
Z

10.7.1. 4bra.

=S

C) S>V>cC

kozott, ha az a, b oldalak kozti szog értéke: ACB/ = 45°7
A =a?+b—2ab

egyik sem

A)
D)

2 _ a?4b?
="

2 =a®>+b>—2ab

B)
E)
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C)

D) S=C>V

Milyen &sszefiiggés all fenn az ABC haromszog AC = b, BC' = a, AB = ¢ oldalai

A =a’+b>—ab



11. FEJEZET
Sikgeometriai szamitasok

11.1. Az ABCD trapéz AB alapja 10 cm-es, a C'D alap pedig 6 cm hosszi. Tudjuk még,
hogy a trapéz AB alapon fekvl két belsd szogének osszege 90°. Jeldlje az AB, BC,CD,DA
oldalak felezépontjait rendre Fap, Fpco, Fop és Fpa. A megadott informéciék alapjan az
FapFpcFopFpa négyszog oldalai és atloi kozil melyek hossza hatarozhaté meg teljes pon-
tossaggal ?

11.2. (M) Adott az ABC héromszog. Egy AC-vel parhuzamos egyenes az AB oldalt P-ben,
az AM silyvonalat T-ben, a BC oldalt K-ban metszi. Hatdrozzuk meg az AC oldal hosszat, ha
tudjuk, hogy PT =3, TK = 5.

11.3. Adott az ABC haromszog. Egy AC-vel parhuzamos egyenes az AB oldalt P-ben, az AM
silyvonalat T-ben, a BC oldalt K-ban metszi. Hatdrozzuk meg az AC oldal hosszat, ha tudjuk,
hogy PT' =3, TK =5.

11.4. a) Az 1. abra bal oldaldn lathatd kg, k1, ko korok érintik egymaést és az e egyenest.
Hatéarozzuk meg ko sugarét, ha kg, k1 sugara egyardnt 1 méter.

a) b)
ko k1 ko k1
) )
(& k3 &

11.4.1. 4bra.

b) Az el6z8 dbraba belehelyeztiik a ki, ko koroket és az e egyenest érint6 ks kort (1dsd az 1.
abra jobb oldalat). Hatdrozzuk meg ks sugarat!
c) Folytassuk a feladatot!

11.5. a) Egy trapéz alapjai 6 és 10, szérai 3 és 5 egység hosszuiak. Milyen hosszii részekre
osztjék az atlok a trapéz kozépvonalat? (A trapéz kozépvonala a szarak felezOpontjait 6sszekoto
szakasz.)

b) Oldjuk meg a feladatot paraméteresen is!
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11 fejezet. Sikgeometriai szamitasok
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12. FEJEZET
Kockak

Az alabbi feladatokkal valé foglalkozas eltt, mellett nagyon ajanljuk Andrasfai Béla: Verseny-
matek gyerekeknek[4] konyvébdl a ,, Térszemlélettel” fejezet példainak megoldasat. Sok érdekes
kérdésre akadhatunk kockakrél, gulakrél, poliéderekrél a Matematika Hatarok Nélkiil verseny
feladatai kozott([20, 16]).

12.1. A kocka térfogata, felszine
12.1. H&any csicsa, hany éle és hany lapja van a kockanak?

12.2. (M)
a) Egy kocka éle 5 cm. Hatarozzuk meg a kocka térfogatat és felszinét!
b) Adjuk meg az a cm éli kocka térfogatat és felszinét!

12.3. (M) Hatarozzuk meg a kocka élének hosszat, ha tudjuk, hogy
a) felszine 294 cm?! b) térfogata 729 cm?!

12.4. (M) Hatérozzuk meg a kocka élének hosszat, ha tudjuk, hogy
a) felszine A cm?! b) térfogata V cm?!

12.5. a) Fejezziik ki a V cm? térfogati kocka felszinét!
b) Fejezziik ki az A cm? felszinti kocka térfogatét !

12.6. a) Adjuk meg cm®-ben a 2 m oldalélii kocka térfogatat!
b) Adjuk meg cm?-ben a 2 m oldalélii kocka felszinét !
c) Adjuk meg az el6bbi mennyiségeket mm3-ben illetve mm?-ben!

12.7. (M)
a) Hany liter tej fér el egy 1,5 méter élhosszisagu kocka alaku tartdlyban?
b) Hany kg lenne egy 1 dm oldalélii tomor kocka aranybdl (az arany stirtisége: 19,3 g/cm3)?
c) Mekkora a felszine egy 10,3818 kg tomegli vaskockdnak (a vas stirtisége 7,8 g/cm3)?

12.2. Farjuk a kockat

12.1. Egy 3 cm éli kocka mindegyik lapjat 9 egybevago kis négyzetre osztottuk fel. Mindegyik
lapon kivalasztjuk a kozéps6 kis négyzetet és erre merdlegesen a szemkozti lapig egy négyzetes
oszlopot furunk ki a kockabdl. Mennyi lesz az igy kapott ,lyukas” test térfogata és felszine?

12.2. Egy 5 cm éli kocka mindegyik lapjat 25 egybevagd kis négyzetre osztottuk fel. Mindegyik
lapon kivalasztjuk az 1. dbran lathaté négy kis négyzetet és ezekre merdlegesen a szemkozti
lapig egy-egy négyzetes oszlopot furunk ki a kockabdl. Mennyi lesz az igy kapott ,lyukas” test
térfogata?
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12 fejezet. Kockak 12.83. Daraboljuk a kockdt

12.2.1. 4bra.

12.3. Daraboljuk a kockat

12.1. Egy 105 cm élhosszusdgu kocka egyik sarkdban egy 5 cm oldalu kis kocka taldlhat6 (a kis
kocka a nagy kocka része, egyik csticsuk és harom lapsikjuk kozos). A kis kocka teljes lapsikjai
milyen részekre osztjak a nagy kockat?

12.2. (M) Egy kockat egyik lapjaval parhuzamos sikokkal felszeleteliink. Hany sikkal kell
szétvagni a kockat, ha azt akarjuk, hogy a keletkezett testek egytittes felszine a kocka felszinének
a kétszerese legyen?

12.3. 1 x 1 x 1-es fehér kis kockdkbdl egy 5 x 5 x 5-6s tomor nagy kockat allitottunk ossze.
a) Hany kis kockéra volt sziikség?
A nagy kocka mind a hat lapjat befestettiik zoldre. A kis kockdk koziil hanynak lett igy
b) 6 c)b d) 4 e) 3 f) 2 g) 1l

h) 0
oldala zold ?

12.4. Van 8 kis kockdnk, mindegyiknek 1 cm az éle.

a) Hogyan szinezziik ki a kis kockdk lapjait, hogy azokbdl akar egy teljesen kék, akér egy
teljesen zOld 2 cm éli kocka is Osszedllithato legyen?

b) Meg tudunk-e szinezni 27 kis kockat gy, hogy azokbdl akér kék, akar zold 3 cm éli kocka
is Osszerakhato legyen?

c) Meg tudunk-e szinezni 27 kis kockat gy, hogy azokbdl akéar kék, akar piros, akéar zold 3
cm éli kockat Gssze lehessen allitani?

12.5. Egy kocka alaki sajtot 3 x 3 x 3 egyforma méreti kisebb kockéira vagtak az oldalaival
parhuzamos vagasokkal. A darabokat tgy kell elosztani 9 gyerek koézott, hogy mindenkinek
ugyanannyi jusson, és mindenki adagjan ugyanakkora héjas rész legyen.

12.6. (M) Két darab 1 cm3-es fakocka koziil az egyiket szétvagtuk 125 kis kockara. Ezutén
ugyanolyan vastagon befestettiik az Gsszes kockat. Hanyszor tobb festék kell a kis kockak be-
festéséhez, mint a nagyéhoz?

12.7. Egy téglatest élei egész szami centiméter hosszisigiak, a felszine 100 cm?. Egyik lapjanak

a teriilete az egész felszinnek a %—6d része. Mekkora a test térfogata?

12.8. Hany olyan téglatest van, amelynek térfogata 2004 cm? és
a) oldalélei cm-ben mérve egész szdmok ?
b) mindegyik oldallapjanak teriilete cm?-ben mérve paros egész szam? (Két kiilon feladat)
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12.4. Kiteritjiik a kockadt 12 fejezet. Kockak

12.9. (M) Bence sok kis fehér egybevigd (ugyanakkora) kockabdél egy nagy tomor kockat allitott
Ossze, és annak mind a 6 oldalat pirosra festette.

Huncut Hugb szétszedte a nagy kockat kis kockakra és eltette azokat a kis kockakat, melyeknek
harom lapja is piros volt. Bence a megmaradt kockakbol egy nagy tomor téglatestet allitott dssze
és annak mind a 6 lapjat kékre festette.

Huncut Hugo a téglatestet is szétszedte kis kockakra és eltette azokat a kis kockakat, amelynek
legalabb az egyik oldala kék volt. Bencének igy 11 kis kockdja maradt.

Hany kis kockabdl allt Bence nagy piros kockdja? Ebbdl hanynak volt piros lapja?

12.4. Kiteritjitkk a kockat

12.1. Az 1. 4bréan egy kocka haldja, egy kiteritett kocka lathatd. A képen Osszesen 14 csics
és 19 €l kiilonboztethetd meg. Mely csicsok tartoznak a kocka ugyanazon cstcsahoz? Mely
élek felelnek meg a kocka egyazon élének? Csoportositsuk a cstcsokhoz irt rémai szamokat!
Csoportositsuk az élek arab szamait is!

12.1.1. abra.

12.2. Az 1. abran egy kocka hélojanak egy része lathat6. Egészitsiik ki! (Hanyféleképpen lehet 7)
Héany éle mentén vagtuk szét a kockéat?

12.2.1. bra.

12.3. Vélasszuk ki az 1. dbran, hogy az A, B, C, D jelii kockdk koziill melyiknek a paldstja
lathaté a bal oldalon!
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12 fejezet. Kockak 12.5. Szakaszok és szogek

) [@[oK] |
b) %
e

12.4. Egy 1 dm élii kockdt 6 darab 1 dm? teriilet(i négyzet alaki papirral be tudunk burkolni
egyrétiien és hézagtalanul gy, hogy a papirdarabokat nem kell elvigni. Be lehet-e ugyanigy
burkolni az 1 dm élii kockat 12 darab négyzet alakt 0,5 dm? teriiletii papirlappal gy, hogy itt
sem kell vagni?

(@)

Y

& SRS
& W<
K & &

O &

12.3.1. 4bra.

12.5. (S) Be lehet-e burkolni egy kocka feliiletét hézagtalanul és egyrétiien 6 olyan egybevagd
kereszt alaki papirral, amelyik mindegyike 5 egybevagd négyzetbdl all, és egy , kereszt” teriilete
egyenld egy kockalap teriiletével? A papirlapokat szétvagni nem lehet, csak behajtani.

12.6. Egy 10 mx10 mx10m-es kocka alakt tartaly egyik sarkdban lakik egy pok. Felesége az
ellenkez6 sarokban lakik. Gyerekeik az apupdktol a falon haladva 16 m-re, az anyupoktdl 7 m-re
laknak.

a) Készitsink méretardnyos abrat (pl. 1 : 200-as ardnyban), szerkessziikk meg a kicsinyitett
kocka paldstjan a gyerekek lehetséges helyét!

b) Hany gyerek lehet a pdkcsaladban ?

12.7. Szerkessziik meg egy kocka felszinén azokat a pontokat, amelyek a kocka két atellenes
csticsatol a kocka felszinén haladva egyenld tavolsagra vannak!

12.8. (M) Egy kocka élei 2 cm hossziiak. A kocka fehér, de rendelkezéstinkre all sok
a) lemx 3cm-es; b) lem x 4cm-es; c) lem X 5Sem-es; d) lem x 6em-es

piros papirszalag, amelyeket a kockdra ragaszthatunk. Melyik tipusa szalagokkal lehet ugy
befedni a kockat, hogy minden lapja piros legyen, de sehol se legyen egynél toébb rétegben piros
papir? (A papirokat behajtani szabad, de elvigni nem!)

12.5. Szakaszok és szogek

12.1. (M) Az 1. abrén egy kocka lathaté. Hatarozzuk meg az alabbi szogeket!
a) EBC/ b) EBD/ a) EBA/

12.2. Az 1. dbran egy kocka lathaté. A P, Q, R, S pontok rendre az AB, CD, HG, CG élek
felezépontjai. Hatarozzuk meg az
a) PQR/ b) PQGZ c) PQSZ/ d) PQCZ
szO0gek nagysigat!
12.3. Adott a sikon az a szakasz. Szerkessziink olyan b szakaszt, amely az a oldali kocka
testatlojaval egyenld hosszi!
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12.6. Szimmetridk 12 fejezet. Kockak

H G
D= c
A B
12.1.1. 4bra.
R
H/ G
E | ! //
148
i II
' 1,7
D----"3-1--) C
A P B
12.2.1. 4bra.

12.6. Szimmetridk

12.1. (M) Ha&ny szimmetriasikja van a kockdnak? Azaz hany olyan sik van, amelyre tiikkrozve
a kockat onmagat kapjuk?

12.2. (M) Az 1. dbrdn megbetliztiik egy kocka csicsait. Az ABCD és EFGH oldallapok
kozéppontjait 6sszekotd t1 egyenes, az AFE, CG oldalélek felezépontjait 6sszekdtd to egyenes és
az AG = t3 testatld egyenese a kocka egy-egy forgastengelye (szimmetriatengelye).

A kocka melyik mésik cstiicsaba keriilhet at a B cstics, ha

a) tl b) t2 C) t3

koril forgatjuk?

Mekkora szoggel kell forgatni

d) tl e) t2 f) t3

koril, hogy a kocka énmagara képzodjék?

g) Osszesen hany szimmetriatengelye van a kockdnak, azaz hany olyan egyenes van, ami koriil
(360° és annak egész szamu tobbszoroseitdl kiilonbozé szoggel) a kocka 6nmagéaba forgathat6?

h) Osszesen hany olyan forgatés van, amely a kockat dSnmagara képezi (de nem minden pontot
képez 6nmagara)?

i) A h)-ban szerepl6 forgatdasok kozott hany olyan van, amely az A cstcsot a

i1) B i) C i) G

csucsba viszi?

Jj) Szeretnénk a H B tengely koriil 6nmagéba forgatni a kockat, de csak a t; és t3 tengelyek
korili forgatdsokra van lehetéségiink. Elvégezhetd-e ezekkel a kivant forgatas?

12.3. Készitsiik el a kockat énmagdara képezé forgatasok (lasd a 12.2. feladatot) szorzétablajat!
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12 fejezet. Kockak 12.7. Szinezések, kiralitds

t1
~— 213
| //
|
Hy : of
ya T/
: T P2 A
S b eun U
D
L=
QT
D s L
9
/,51 i B
it !
Ve |
12.2.1. abra.

12.7. Szinezések, kiralitas

12.1. Hényféleképpen festhetiink be egy kockat feketére és fehérre (egy-egy lapon beliil csak az
egyik szint hasznalhatjuk és az egymadsba forgathat6 szinezéseket nem kiilonboztetjiik meg)?

12.2. (M) Dobdkockanak neveziink egy kockat, ha lapjain az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmok vagy az
azokat jelképezo6 pottyok talalhatok, minden lapon egy szam és az egymassal szemkoztes lapokon
talalhaté szamok Osszege minden lap-parnél 7.

Két dobdkockan egyformanak tekintiink, ha letehetdk egy téglalap alaki asztalra gy, hogy a
két kockan alul talalhaté szamok azonosak legyenek, a felil lathato szamok is egyformak és az
asztal barmelyik oldalardl nézziik is mindig egyforma szamot latunk a két kockan.

Héany kiilonb6z6 (nem egyforma) dobdkocka létezik ?

12.3. (M) Van négy
a) egyforma; b) kiilonb6zé (pld piros, kék, zold és sérga)
kockank. Ezeket oldallapjaik mentén egymashoz ragaszthatjuk. Minden ragasztasndl az egyik
kocka teljes oldallapja egy masik kocka teljes oldallapjahoz illeszkedik. Hanyféle 1, 2, 3 illetve 4
kockabol allé6 idomot tudunk igy 1étrehozni?

12.4. (M) Rendelkezésiinkre 4ll sok lecm x lem X lem-es piros és kék kocka, amelyeket lapjaik
mentén egymashoz ragaszthatunk. Igy hany kiilonb6z6 mintazati 2cm x 2cm x 2cm-es kockat
készithetiink, ha nem tekintjiik kiillonbozének azokat, amelyek a térben egymésba mozgathatdk?

12.5. Van néhany egyforma kockank, amelyek csticsaira egy-egy pottyot tesziink: pirosat vagy
kéket. Mindegyik cstcsra keriil egy potty. [gy hany kiillonb6z6 mintaju kocka készithet6, ha nem
tekintjiik kiilonbo6zének azokat, amelyek a térben egymésba mozgathatdk ?

12.8. Szamitasok Pitagorasz tételével

12.1. (M) Adjuk meg az
a)l b) 5 c)a

cm oldalélii kocka testaléjanak hosszét!
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12.8. Szdmitdsok Pitagorasz tételével 12 fejezet. Kockak

12.2. (M) Mekkora az oldaléle annak a kockdnak, melynek testatléja

a)l b) 5 c)a
egység?

12.3. (M) Mekkora a testdtlgja annak a kockanak, melynek lapétléja
a)l b) 5 c)a
egység?

12.4. Mekkora a testatléja annak a kockanak, melynek lapatldja
a)l b) 5 c)a
egység?

12.5. Az 1. dbrdn a P és az S pont a kocka AB illetve CG élének felez6pontja. Hatdrozzuk
meg az két pont tavolsagat
a) a térben; b) a kocka feliiletén,

ha a kocka éle 18 cm!

Hy G
E &
5 s
D)---eemo] C
A P B
12.5.1. 4bra.

12.6. (M) Adjuk meg az
a)l b) 5 c)a

cm oldalélii kocka beirt gombjének (az oldallapok mindegyikét érinté gombnek a) sugarat!
12.7. (M) Adjuk meg az

a)l b) 5 c)a

cm oldalélii kocka koriilirt gombjének (a cstcsok mindegyikén dthaladé gombnek a) sugarat!
12.8. (M) Adjuk meg az

a)l b) 5 c)a

cm oldaléli kocka élérinté gombjének (az oldalélek mindegyikét érinté gombnek a) sugarat!
12.9. Imx1mx1lm-es kocka alaku kutyadl egyik alsé sarkaban figyel egy pok. Egy légy a kutydl

plafonjanak koézepén pihen. Elkaphatja-e a pok a legyet, ha a pék 0,25 m/s sebességgel szalad a
falon, de a pdk els6 mozdulata utdan 4 s-mal a légy elropiil ?

12.10. (M) Hatédrozzuk meg annak a kockdnak az élhosszét, amelynek a beirt gémbje 7 cm-rel
kisebb sugard, mint a koriilirt gémbje!
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13. FEJEZET
Kockak (teszt)

13.1. (M) Hatdrozzuk meg annak a kocka alakd rézdarabnak a témegét, amelynek feliilete
181,5 cm?! (A réz siirisége 8,960 g/cm?. Figyeljiink a mértékegységekre!)
A) 100 g alatt B) 100 g és 1 kg kozott C) 1és 1,5 kg kozott
D) 1,5 és 3 kg kozott E) tobb mint 3 kg

13.2. (M) Hogyan viltozik a 7cmxT7cmx7cm-es kocka felszine, ha minden sarkandl, minde-
gyik éle kozepénél és minden lapjanak kozepénél kivagunk beldle egy-egy lemxlemx lecm-es kis
kockat?

A) nem né B) 20 cm?mnél kevesebbel né C) 20 cm?-nél tobbel, de 40 cm2-nél
kevesebbel né D) 40 cm?nél tobbel, de 60 cm?-nél kevesebbel né E) 60 cm?nél
tobbel né

13.3. (M) Az 1. dbrén egy kocka lathaté egyszerii diszitéssel: két zart vonallal. Az dbrén van
még harom kocka palédstja is vonaldarabokkal. Melyik palast hajtogathaté Ossze gy kockava,
hogy a vonaldarabok a megadott diszitéssé alljanak Gssze?

I I1 I11
N
N
AN / AN
N
/ AN
13.3.1. 4bra.
A) egyik sem B) azl C) all D) alIlL E) t6bb is

13.4. (M) Egy kocka lapjait zoldre festettiik, majd a befestett kockat feldaraboltuk egybevagd
kis kockdkra. Ezek kozott van olyan, amelyiknek két festett (z6ld) lapja van, méghozza épp
ugyanannyi, mint amennyinek egy zold lapja van. Hany kis kockara daraboltuk fel az eredeti
kockét?

A darabok szdma az aldbbi két érték kozé esik:

A) 7és56 B) 57 vagy 106 C) 107 és 206 D) t6bb

E) egyik sem

13.5. (M) Legyen a kocka egyik éle a, egy mésik éle b. Hany olyan mozgatas van, amely a kockat
onmagara képezi és az a élt a b élbe viszi? (Hany olyan szimmetridja van a kockdnak, amely a-t
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13 fejezet. Kockak (teszt)

b-be viszi?) A) ez attdl fiigg, hogy melyik két élr6l van sz6 B) egy C) ketté
D) hirom  E) tébb

13.6. (M) Adott néhany egyforma méretii kocka, mindegyiknek két oldala piros, ketté kék,
a maradék kett6 pedig z6ld. Legfeljebb hany kiilonb6z6 mintazati kocka lehet kozottitk? (Két
kockat nem tekintiink kiilonb6z6 mintazatinak, ha az egyiket térbeli mozgatassal a masikba
vihetjiik ugy, hogy szineik is megfeleljenek egymasnak.)

A) legfeljebb kett6 B) harom vagy négy C) ot

D) hat E) tdbb

13.7. (M) Mekkora lehet a kocka éle, ha 10 cm-rel révidebb a testétljanal?
Ha a a kérdezett hossz centiméterben, akkor

A) a<6 B) 6<a<10 C) 10<a<125 D) 125<a<15

E) 15<a
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14. FEJEZET
Gula

14.1. (MS) Irjuk be az 1,2,3,...,16 szdmokat az 1. Abran ldthat6 tizenhat gombbe tigy, hogy
a tetraéder (hdromszog alapt gila) élein taldlhaté négy-négy szadm 6sszege mindeniitt 30 legyen !

14.1.1. bra.

14.2. (M) Megadunk két halmazt. Dontsiik el, hogy megegyeznek-e (,="), egyik része-e a
mésiknak (,C”, ,,D”) vagy diszjunktak vagy egyik reldcié sem teljesiil rdjuk.

a) tetraéderek haromoldala guilak;
b) szabdalyos tetraéderek szabélyos haromoldalu guldk;
c) tetraéderek négyoldali guldk

14.3. (M) Az 1. dbran megszerkesztettiik az ABC haromszoget, majd A, B és C kozépponttal
rajzoltuk egy-egy kort. E korok egy-egy paronkénti metszéspontja D,, Dy és D.. Felhajthatok-e
az oldals6 haromszogek, hogy tetraédert kapjunk?
C
a) Da b) Da,

Dy Dy

14.3.1. abra. De

14.4. (M) Az aldbbi tablazat soraiban megadtuk az élhosszakat. Tippeljiik meg minden egyes
sor esetén, hogy van-e az adatoknak megfelel§ tetraéder, majd szerkessziik meg a megfelel6
tetraéderek kiteritett haléjat és készitsiik is el a tetraédereket!

AB | BC | CA| AD | BD | CD | Van-e (I/N)?
1|12 12 8 | 5| 6 | 5
2. 8 | 5 | 8 | 5 | 12 | 12
3.0 12| 5 | 8 | 5 | 8 | 12
4. 121285 [ 8|5
5.1 8 | 5 | 12| 5 | 8 | 12
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14 fejezet. Gula

14.5. Van-e olyan tetraéder, amelyben a lapok teriilete cm?-ben:
15, 30, 45, 1007

14.6. (M) 1. Berangesz fara6 olyan hdromszog alapt piramist szeretne épittetni csaladja 6rok
nyughelyéiil, amelynek alapja, és egyik oldallapja egymaéssal egybevigd szabdlyos haromszog
alakd, magassdga pedig a leheté legnagyobb. Készitsiik el papirb6l a piramis makettjét! Sz-
erkesszitk meg hélojat a sikon! (A szabélyos haromszogek oldalai legyenek 6 cm hossziak, a
piramist pedig tekintsiik hdromszog alapu gildnak.)

14.7. (M) II. Berangesz faradé négyszog alapu piramist tervez magénak. Eredetileg tigy képzelte,
hogy a piramis alapja 100 cvimedli oldalhossztisagi négyzet lesz, oldallapjai pedig egybevagd
szabalyos haromszog alakiak, de a foldmérdk szerint az épitmény igy épp nem férne el a farad
kedvenc szigetén. Berangesz mddositotta a tervet: a négyzet alapot olyan 100 cvimedli oldal-
hosszisagui rombuszra cserélte, amelynek két szemkozti csiicsdnal 105°-0s szoge van, és az egyik
ilyen csiicsnal talalkozo két oldallap szabalyos haromszog alak.

Készitsiik el papirbdl a piramis makettjét! Jeloljitk a méretardnyt! Irjuk le a szerkesztés 1épé-
seit is!

14.8. (M) III. Berangesz fara6 négyzet alapi piramist tervez maganak. A csticsa az alap egyik
cstcsa felett lesz, és legrovidebb oldaléle (ami egyben a testmagassdga) egyenld hosszi lesz az
alapél hosszaval.

a) Készitsiik el papirbdl a piramis makettjét! Trjuk le a szerkesztés 1épéseit is!

b) Berangesz két fia az apjukéval és egyméaséval egyforma alaki, de a térben esetleg masképpen
elrendezett emlékmiivet épitene maganak, és ezeket tigy illesztenék egymaés mellé, hogy a kdzos
nagy emlékmiinek kiviilr6l mindegyik oldallapja ugyanolyan legyen. Lehetséges-e ez?

14.9. (M) V. Berangesz faraé piramisa négyzet alapu, oldallapjai szabalyos haromszogek, ma-
gassiga pedig 70 cvimedli. A piramis belsejébe csak a kozéppontja alatt furt fiiggbleges kitbdl
félmaszva lehet eljutni. A kutba egyenes alagit vezet le, melynek irdnya a vizszintessel 60°-ot
zar be, fels6 bejarata pedig a piramis egyik sarkatol 77 cvimedli tavolsagra taldlhato a szemkozti
sarokkal épp ellenkez6 irdnyban (ldsd az 1. abrét).

14.9.1. abra.
Milyen hosszt az alagat?

14.10. VI. Berangesz faraé piramisa olyan szabdlyos hatoldali gila , amelynek szomszédos
oldallapjai 1500-0s szbget zarnak be egymassal. Készitsiik el papirbdl a piramis makettjét! Irjuk
le a szerkesztés 1épéseit, és indokoljuk a szerkesztés helyességét!

14.11. VIII. Berangesz farad piramisa olyan szabdlyos nyolcoldali gila, amelynek oldalélei
80 cvimedli hossztiak, mig az alap két szemkoztes csiicsa kozott a piramis felilletére fektetett
legrévidebb kotél hossza 140 cvimedli.
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14 fejezet. Gula

a) Készitsiik el papirbdl a piramis makettjét! Legyen az dbrdn 1 cm = 10 cvimedli. Irjuk le a
szerkesztés 1épéseit, és indokoljuk a szerkesztés helyességét!
b) Szerkessztimk a piramis testmagassagéaval egyenl6 hosszu szakaszt !

14.12. (M) Kornis Kristdf feladata
Egy négyzet alapti gtla mind a nyolc éle egyenld. Ossze lehet-e 4llitani hat ilyen gilabdl egy
kockat, gy hogy Osszeérjenek az alappal szemkéztes cstcsukndl ?

14.13. (M) Az ABCDE négyszog alapi gula ABCD alapjanak adatai (a tavolsdgok cm-ben
értenddk): AB = /2, BC = 22, CD =6, DA =2, ABC/ = CDAZ = 90°, BCD/ = 45°,
DAB/ = 135°.

Adott még harom oldalél hossza: AE = 3, BE = 4, CE = 5. Szerkessziink a DFE oldaléllel
egyenl® hossziisdgu szakaszt!

14.14. Nagy Szerkeszté a kovetkezOképpen bizonyitja, hogy barmely haromszégben a harom
magassagvonal egy kozos ponton halad at.

Bizonyitas: tekintsiik a tetszOleges DaDpDc haromszoget, errél fogjuk megmutatni, hogy
magassagvonalai egy ponton mennek &t.

1. 1épés Rajzoljuk be a haromszog AB, BC, C' A kézépvonalait: AB parhuzamos D 4D g-vel,
D 4C = CDp és hasonlo Osszefiiggések igazak a BC', C'A kézépvonalakra és a DD ill. Do Dy
oldalakra.

2. 1épés Képzeljiik el, hogy az ABC, ABD¢, BCD 4, CADp haromszogek egy ABCD gula
kiteritett halojat alkotjak.

3. 1épés Hajtsuk fel az ABD¢, BCD 4, C ADp oldallapokat (forgatéds AB, BC, ill. C' A koriil),
hogy a Do, D4, Dp pontok a tér valamely D pontjaban egyesiiljenek.

4. 1épés A forgatas kozben a forgd Do pontnak az alapsikon valo vetiilete az eredeti Do pont-
bél az AB-re bocsajtott merdleges egyenesen mozog. Mivel AB || DoDp igy ez ez egyenes épp
a D DpDc hiaromszog Do-b6l indulé magassdgvonala. A tobbi cstcs is egy-egy magassagvonal
felett forog.

5. lépés Ezek szerint a magassigvonalak mind atmennek a gala D csicsanak a DaDpgD¢
sikra valé merdleges vetiiletén. Az allitast bizonyitottuk.

Helyes-e a bizonyitas?

14.15. Guldt felezé sik

Egy hdromszogalapt gila csticsa A, az A-bdél az alapra bocsajtott meréleges egyenes talppontja
T (tehdt AT a gila testmagassaga). Az AT szakasz M pontjan at a gila BC'D alapsikjéval
parhuzamos sik a gila AB, AC, AD éleit rendre a B’, C’, D' pontokban metszi. Hatdrozzuk
meg az ’?4]\7{ arany értékét, ha

a) AB’ _ 1. b) Tgicrpr _ 1. C) Vaprerpr 1

AB 20 TscD 2 VascpD 2°

d) AB' _ 1., e) Tpigrpr 1, f) Vapiorpr 1
AB T 64> Teecp ~ 640 Vapcp ~ 64°

g) Ertelmezzitk és vélaszoljuk meg az a)-f) kérdéssel analdg problémakat négyszogalapu gula
esetén !

14.16. Az 1. abran egy szabalyos négyoldalu gula kiteritett hal6éjat lathatjuk. A gila oldallap-
jain felvettiik bizonyos pontokat és vonalakat. Ha az oldallapokat felhajtjuk, hogy igazi gulava
alljanak Ossze, akkor ezek a vonalak és pontok kikeriilnek a térbe. Szerkessziik meg ezen térbeli
vonalak és pontok alapsikon valé merdéleges vetiiletét egy megfeleléen nagyitott abran.

Az ABE oldallapon két silyvonalat, a BC'E oldalon egy kozépvonalat, a CDFE oldallapon
egy-egy C-bolill. D-bél induld és a szemkoztes oldalélig futéd szakaszt rajzoltunk be, mig DAE-n
egy tetszOleges pontot vettiink fel.
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Epc
B c
P
EAB EC’D
Q
A o R D
Epa

14.16.1. abra.

14.17. Az 1. dbran egy szabdlyos négyoldalu gula kiteritett halojat lathatjuk. Bele szeretnénk
rakni egy kockat a gulaba tgy, hogy a kocka egyik lapja a gila alapjan fekiidjon, a kocka
szemkozti lapjanak csicsai pedig a gula oldaléleire illeszkedjenek. Szerkessziik meg a kocka
alapsikra illeszkedd cstcsait egy megfeleléen nagyitott abran!

Epc

Eap ECD

Epa
14.17.1. abra.

14.18. Adott egy szabalyos tetraéder éle. Szerkessziik meg a gila
a) testmagassigat;
b) koriilit gombjének sugarat;
c) beirt gombjének sugarat;
d) éleit érinté gombjének sugarat!

14.19. Adott egy szabdlyos hdromoldalt gula alapéle és oldaléle. Szerkessziik meg a gila
a) testmagassigat;
b) koriilit gombjének sugardt;
c) beirt gémbjének sugarat;
d) éleit érinté gombjének sugarat!

14.20. Adott egy szabalyos négyoldala gila alapéle és oldaléle. Szerkessziik meg a gila
a) testmagassigat;
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b) koriilit gombjének sugardt;
c) beirt gémbjének sugarat;
d) éleit érinté gombjének sugarat!

14.21. A gizai Kheopsz piramis kézelitleg olyan négyzet alapu gula alaki, melynek magassaga
146,6 méter, alapéle pedig 230,6 méter. Hatdrozzuk meg a piramis

a) oldalélének hosszét;

b) térfogatat!

14.22. Egy szabdlyos tatraéder élének hossza 10 cm. Szamitsuk ki a guila
a) testmagassagat;
b) térfogatét;
c) korilit gombjének sugarat;
d) beirt gombjének sugarat;
e) éleit érinté gombjének sugarat!

14.23. Egy szabalyos haromoldala gila alapélének hossza 10 cm, mig az oldaléle 13 cm-es.
Szamitsuk ki a gila

a) testmagassagat;

b) térfogatét;

c) koriilit gobmbjének sugarat;

d) beirt gombjének sugarat;

e) éleit érinté gdmbjének sugarat!

14.24. Egy szabalyos négyoldalu gula alapélének hossza 10 cm, mig az oldaléle 13 cm-es. Szamit-
suk ki a gula

a) testmagassigat;

b) térfogatat;

c) korilit gombjének sugarat;

d) beirt gombjének sugarat;

e) éleit érinté gombjének sugarat!

14.25. Hatarozzuk meg a szabalyos tatraéder élének hosszat, ha tudjuk, hogy a tetraéder
a) testmagassiga
b) korilit gombjének sugara;
c) beirt gombjének sugara;
d) éleit érinté gombjének sugara
10 cm hossz!

14.26. Hatérozzuk meg az 1000 cm? térfogatii szabélyos tatraéder élének hosszat!
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15. FEJEZET
Gula (teszt)

15.1. (M)
Hany igaz allitas van az alabbiak kozott?

— A tetraéder barmelyik éle rovidebb barmelyik két méasik él hosszanak Osszegénél.
— A tetraéder barmelyik éle révidebb valamelyik két masik él hosszdnak 6sszegénél.

— A tetraéder barmelyik lapjanak teriilete kisebb, mint a ma&sik harom lap teriiletének
Osszege.

— A tetraéder barmelyik lapjanak teriilete kisebb, mint valamelyik mésik két tertiletének
Osszege.

A) 0 B) 1 Cc) 2 D) 3 E) 4

15.2. (M)

Az ABCDE gula alapja az ABCD téglalap, melynek oldalai: AB = CD = 8 cm, BC =
= DA =5 cm. Adott még a gila harom oldalélének hossza: AE =4 cm, CE =6 cm, DE =7
cm. Szerkessziink a BE éllel egyenld hosszt szakaszt! Milyen hosszti a BE ¢l (cm-ben) ?

A) BE <45 B) 45<BE <5, C) 51<BE<5,7

D) 57<BE<6,3 E) 6,3<BFE
15.3. (M) Adott egy négyszogalapu gila. Hirom, a gila alapjaval parhuzamos sikot vizsgdlunk:
— Yy a gulat két egyenld térfogati részre osztja;
— Y7 a guldt egy olyan sikidomban metszi, amely feleakkora teriiletii, mint a gila alapja;
— X a gula egyik oldalélét két egyenld részre osztja;

Milyen sorrendben kdvetkeznek ezek a sikok a gula cstcsatdl az aladja felé?
A) YXg, X, Xy B) Xy, ¥7,3g
C) mas sorrend D) van koztiik egybeesé sik
E) fugg a gila alakjatol

15.4. (M) Hatérozzuk meg annak a szabdlyos tetraédernek a V térfogatat cm3-ben, amelynek
mindegyik éle 12 cm hosszi! Melyik relacio teljesiil?
A) V <150 B) 150 <V <200 C) 200<V <250 D) 250 <V <300
E) 300<V

15.5. (M) Egy szabalyos négyoldalui gila testmagassdga 24 cm, mig az oldaléle 25 cm-es. Melyik
egyenlStlenség teljesiil a giila alapjanak cm?-ben mért T teriiletére?
A) T<20 B) 20<T <50 C) 50<T <9 D) 90<T < 140

E) 140<7T
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16. FEJEZET
Poliéder

A feladatokhoz segédeszkoznek ajanljuk a Polydron[17] készletet.

16.1. Testhalo

16.1. (M) az 1. 4bréan egy kiteritett poliéder, azaz egy poliéder hdldja lathaté. Hany éle és hany
cstcsa van ennek a poliédernek ?

16.1.1. &bra.

16.2. (M) Az 1. dbra sotétsziirke haromszogei egy oktaéder hél6jat alkotjak. Az egyik hérom-
sz0g azonban még hianyzik. Melyik fehér haromszoggel egészithetjiik ki a halét ? Hany megoldas
van?

16.2.1. 4bra.

16.3. (M) Az 1. dbra sotétsziirke haromszogei egy oktaéder hélojat alkotjak. Két harom-
sz6g azonban még hidnyzik. Melyik két fehér haromszoggel kell kiegésziteniink a halét? Hany
megoldas van?

16.3.1. &bra.

16.4. (M) Az 1. dbran egy ,ikozaéder-kigyé” lathaté. A 20 haromszoglapbdl &ll6 lanc egy
szabdlyos poliéderré hajtogathatd Ossze, amelynek minden csiicsaban 6t egybevagd szabalyos
héromszog taldlkozik. Az ikozaédernek csak 12 csiicsa van, mig a kigyénak 22. Melyik , kigyoc-
stucs” melyik masikkal ragad Ossze, mikor a kigy6bol ikozaédert hajtogatunk ?
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16 fejezet. Poliéder 16.2. Dualitds

A7 As A3 Ay

16.4.1. abra.
16.5. (M) Az 1. dbra sotétsziirke haromszogei egy oktaéder haléjat alkotjak. Két hérom-

szOg azonban még hianyzik. Melyik két fehér haromszoggel kell kiegésziteniink a halét? Hany
megoldas van?

16.5.1. 4bra.

16.2. Dualitas

16.1. (M) Adott egy kocka. A kocka lapjainak kozéppontjai egy masik poliéder csticsai. A
poliéder két csicsat él koti Ossze, ha a kocka megfelel$ lapjai élben szomszédosak. Ezt a poliéder
a kocka dudlisa).

a) Hany cstcsa, lapja és éle van a kocka dudlisdnak?

b) Hanyadrésze a kockdba igy beirt poliéder térfogata a a kockdénak?

c) Készitsiink a kocka dudlisabdl a fent leirt médon Gjabb poliédert! Ez lesz a kocka duélisanak
dualisa.Tehat legyenek az 1j cstcsok elébb kapott poliéderink lapjainak kézéppontjai és kossiik
ossze éllel azoknak a lapoknak a kozéppontjat, amelyek élben szomszédosak voltak. Igy milyen
poliéderhez jutunk?

d) Hanyadrésze a kocka dudlisdba beirt poliéder térfogata a kocka duélisinak?

16.3. Csonkolas

16.1. A tomor oktaéder minden egyes csticsandl, a csticsbdl indulé mind a négy élbe belevagva
levagunk az oktaéderbol egy-egy kis négyzet alapu gulat, gy, hogy a megmaradt test minden
éle egyenlo legyen.

Ha az éleket a felezOpontjukndl vagjuk el (az 1. dbran I. vagas), akkor a kuboktaéder (cuboc-
tahedron) nevezetii testhez jutunk, mig ha ennél kisebb guildkat vagunk le, akkor a csonkolt
oktaédert (truncated octahedrod) kapjuk. Mindkét test lapjai szabalyos sokszogek.
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16.4. Leszamldldsi feladatok 16 fejezet. Poliéder

AN~
T <D

16.1.1. 4bra.

a) Milyen (hany oldali) szabélyos sokszogek alkotjak a kuboktaédert illetve a csonkolt ok-
taédert?

b) Melyik tipusu lapbdl hany van az egyik illetve a méasik testen?

c) Hény éle és csicsa van az egyes poliédereknek ?

d) Szerkessziik meg a kuboktaéder és a csonkolt oktaéder kiteritett hal6jat!

e) Készitsiik is el a testeket!

f) Ha egységnyi térfogati oktaéderbél indulunk ki, akkor mekkora térfogati kuboktaédert
kapunk? Prébaljuk meg kiszdmolni a kapott csonkolt oktaéder térfogatat!

16.2. A kocka minden egyes csuicsandl levagunk a kockabdl egy haromszog alapu gulat gy,
hogy a kocka lapjaibdl egy-egy szabélyos hatszog maradjon meg (ldsd az 1. dbrat). Az igy
kapott testet csonkolt kockdnak nevezik.

16.2.1. 4bra.

a) Hany cstcsa, éle és lapja van a csonkolt kockdnak?

b) Igaz-e, hogy a levigott guldk szabalyos tetraéderek?

c) Szerkessziik meg a csonkolt kocka kiteritett haléjat!

d) Készitsiik el a csonkolt kockat!

e) Hanyad része a csonkolt kocka térfogata annak a kockéénak, amelyikbdl csonkoltuk ?

16.4. Leszamlalasi feladatok

16.1. (M) Proébaljuk meg kitaldlni a poliéder éleinek és cstcsainak szamét, ha lapjainak szdma
az aldbbi tabldzatban megadott érték, és tudjuk, hogy minden lapja szabalyos haromszog!

El6szor fejben szamoljunk és toltsiik ki a tablazatot, utdna készitsiik el a poliédereket. Melyik
esetben van tébb megoldas?

Lapok szama | Elek szama | Cstcsok szama
6

7
8
9

16.2. A hires professzor érdekes éllitasokat fogalmazott meg a sokszoglapt testekrdl:

Butusz Maximusz poliédertétele
Ha egy poliéder lapjai ly, lo, ...l oldaliak (L a poliéder lapjainak szdma), akkor a poliéder

éleinek szdama
b+t 4l

E ;
2

75



16 fejezet. Poliéder 16.4. Leszdmldldsi feladatok

mig a csucsok szdma
A+ g

3

Helyes-e a professzor két formuldja? Probaljuk igazolni vagy céfolni!

C

16.3. Egy poliéder minden lapja haromszog és minden cstcsédnal 6t haromszog taldlkozik.
Legyen a lapok szama L.

a) Fejezziik ki az élek szamat L-lel!

b) Fejezziik ki a cstcsok szamat L-lel!

c) Igazoljuk, hogy 10|L.

d) Készitsiik el a poliédert! Mennyi L értéke?

16.4. Vetélkeds
Készitstink minél tobbféle
a) hét-, b) nyolc-

lapt poliédert. Irjuk fel cstcsaik, éleik, lapjaik szdmét!
16.5. (M) Az alabbi adatokbdl melyikhez létezik poliéder?

Lapok szdma | Elek szdma | Csticsok széma
a) 7 10 5
b) 7 11 5

16.6. Készitslink a megadott feltételeknek megfelel$ poliédert! Keressiink tébb megoldast! Tolt-
siik ki a tabldzat hidnyossagait! Adjunk ol hasonld rejtvényt a tobbieknek!

Lapok szdma | Elek szdma | Cstcsok széma
5
6

10 =8A + 20

16.7. (M) [8] Négylaptu poliéderbél egyféle van, a tetraéder. Négy haromszog lapja van, négy
csucsa, melyeknél harom-harom lap talalkozik és 6sszesen hat éle. Természetesen sok kiillonb6z6
alakud tetraéder van, a lapok és az élek nagysaga, egymassal bezart szoge kiilonb6z6 lehet, de
ebben a feladatban ezektdl eltekintiink. ,, Topologiai” néz6pontbdl csak az szamit, hogy hany
lap, €l és cstics van és ezek koziil melyik melyikhez kapcsolodik.

a) Topoldgiai nézépontbdl hany kiilonbozé 6tlapu poliéder 1étezik ?

b) Soroljunk fel minél tobb topoldgiai értelemben kiilonb6zé hatlapi poliédert!

16.8. Keressiink osszefiiggést az eddig osszegylijtott adatok alapjan (lasd a 16.1., 16.4., 16.6.
feladatokat) a poliéderek lapjainak, éleinek és csucsainak szama kozott!

16.9. Készitstink szabalyos poliédereket!
A poliéder legyen konvex, lapjai legyenek egymassal egybevago szabalyos sokszogek és minden
csucsban ugyanannyi lap fusson Ossze.

16.10. Feltételezziik, hogy a konvex poliéder lapjai
a) haromszogek, b) négyszogek, c) Otszogek, d) hatszogek,
e) hétszogek.

Hény ilyen sokszog taldlkozhat egy csticsnal? Adjuk meg az Gsszes lehetOséget !
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16.5. A poliédertétel bizonyitdsa és alkalmazdsai 16 fejezet. Poliéder

16.11. a) Szamitsuk ki, hogy hany lapja, éle, cstcsa van az egyes szabdlyos poliédereknek
(hasznalhat6 az Euler-féle poliéder-tétel)
b) Készitsiik is el Sket! Adataikat gytijtsiik ossze a 16.1. 16.6. feladatokban latott tdblazatba!
c) A téblazat alapjan megfigyelheté-e ,,rokonsag” a szabdlyos poliéderek kozott ?

16.5. A poliédertétel bizonyitasa és alkalmazasai

16.1. (M) [5] A Descartes-féle szogdsszeg és a poliédertétel
Legyen egy poliéder csicsainak, éleinek, lapjainak szdma rendre C, F és L, mig jelolje X, a
poliéder 6sszes oldallapja Osszes bels6 szogének Osszegét! Tegyiik fel, hogy a haromszoglapok, a

négyszoglapok, ..., a k-szoglapok szama rendre Ls, Ly, ..., Ly (L3 + Ly+ ...+ Ly = L).
a) Fejezziik ki Lg, Ly, ..., L segitségével X, értékét!
b) Fejezzik ki Ls, Ly, ..., Ly segitségével E értékét!

c) Fejezziik ki F és L segitségével 3, értékét!

KA FR AA =

16.1.1. 4bra.

d) Mutassuk meg, hogy 3, értéke nem véltozik, ha a poliédert gy deforméljuk (lasd az 1.
abrat), hogy minden lapja ugyanannyi oldald maradjon, mint eredetileg volt!

e) ,Nyomjuk rd” a poliédert az egyik oldallapjara (1. abra utols6 képe)! Igazoljuk, hogy ¥,
értéke egyenld a bennfoglalé sokszog(1l. dbra utolsé képén a kiils6 6tszog) bels6 szogeinek és a
sokszoget feloszto Osszes ki sokszog szogeinek Osszegével !

f) Legyen a bennfoglalé sokszog csticsainak szama Cp. Fejezziik ki C' és Cp segitségével X,
értékét! Mutassuk meg, hogy az igy kapott kifejezésb6l 6sszevonas utén kiesik Cp.

g) Bizonyitsuk be Euler poliéder-tételét!

16.2. (M) A focilabdat szabdlyos hatszog és szabalyos 6tszog alaki bérlapokbdl varrjédk ossze.
Minden ,,csticsnal” két hatszoglap és egy otszoglap taldlkozik. Jelolje a teljes poliéder 6tszoglap-
jainak szamat Ls, a hatszoglapokét Lg.

a) Fejezziik ki a poliéder csicsainak C' szamat Ls segitségével !

b) Fejezziik ki C-t Lg segitségével !

c) Fejezziik ki a poliéder éleinek E szamat Ls és Lg segitségével!

d) Irjuk fel Euler poliédertételét és hatdrozzuk meg az Ls, Lg, C, E mennyiségeket !

e) Készitsiik el a poliédert!

16.3. (MS) Képzeljiik el azt a konvex poliédert, amelynek minden éle egységnyi hosszii, minden
lapja szabélyos sokszog és a poliéder minden csiicsa egyforma (egybevagd egymassal). Barmelyik
csucsot korbejarva rendre az alabbi sokszogekkel talalkozunk:

a) négyzet, haromszog, négyzet, hiromszog.

b) négyzet, haromszog, négyzet, négyzet.

Fejezziik ki a poliéder négyzet és haromszoglapjainak szamat, valamint a poliéder éleinek és
csiicsainak szamat!

c) Készitsiik el a poliédereket !
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16 fejezet. Poliéder 16.6. Félig szabdlyos parkettak és poliéderek

16.6. Félig szabalyos parkettak és poliéderek

16.1. (MS) Mely ni, ny és ng esetén lehet egy-egy szabdlyos nj-szoget, szabélyos na-szoget
és egy szabalyos ns-szoget egy kozos cstcsukndl egyméas mellé helyezni a sikban tgy, hogy ne
fedjék egymaést, de ne is maradjon a csics mellett szabadon hely ?

a) Irjunk fel egyenletet az nq,ng, ng szémokra!

b) Keressiik meg az egyenlet Gsszes megoldasat!

c) A fenti megolddsok koziil melyik terjesztheté gy tovabb, hogy az egyenlé oldalhosszisagi
szabélyos sokszogek kiparkettazzak a teljes sikot és mindegyik sokszog mindegyik csiicsanal
Osszesen 3 szabalyos sokszog talalkozzék, mindeniitt egymaéassal egybevagd elrendezésben ?

16.2. (M)

a) Mely ny, na, n3 és ny esetén lehet egy-egy szabdlyos nj-szoget, szabélyos no-szoget, szabé-
lyos ng-szoget és egy szabalyos ng-szoget egy kozos csucsuknal egymas mellé helyezni a sikban
agy, hogy ne fedjék egymast, de ne is maradjon a csiics mellett szabadon hely ?

b) A fenti megoldasok koziil melyik terjeszthet6 gy tovabb, hogy az egyenld oldalhosszisdgu
szabalyos sokszogek kiparkettazzak a teljes sikot és mindegyik sokszog mindegyik csticsanél
Osszesen 4 szabalyos sokszog talalkozzék, mindeniitt egymassal egybevagd elrendezésben?

c) Folytassuk a fenti a)-b) feladatokat, illetve a 16.1 példat! Lehet-e 6t, hat vagy anndl t6bb
szabdlyos sokszoget egymas mellé illeszteni, hogy épp lefedjenek egy teljes szoget 7 Mely esetkhez
tartozik parkettazas?

16.3. Olyan konvex poliédert szeretnénk késziteni, amelynek mindegyik lapja egységnyi oldali
szabdlyos sokszog és mindegyik cstcsanal ugyanolyan sokszoglapok taldlkoznak.

a) Eloszor keressiink olyan poliédereket, amelyek csicsaindl harom lap taldlkozik, egy-egy
szabélyos ni—, no— és nz—szdg. Mely nq, no, n3 szamharmas esetén lehetséges ez?

b) Mely k£ > 3 esetén lehetséges, hogy minden cstcsnél k lap taldlkozzék? Mely szabélyos
ni—, na—, ..., np— sokszogek alkotnak ilyen poliédert?
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17. FEJEZET
Poliéderek (teszt)

17.1. (M) A nagy rombikozaéder 30 négyzetlapbdl, 20 szabalyos hatszoglapbdl és 12 szabélyos
tizszoglapbdl all. Méas lapja nincs. Minden csticsanal harom lap talalkozik, mind a harom fajta
sokszogbdl egy-egy-egy.

A nagy rombikozaéder éleinek E szama mely értékek kozés esik?

A) E <120 B) 120< E < 145 C) 145 <E<170 D) 170< E <19

E) 195<FE

17.2. (M) A nagy rombikozaéder (ldsd a 17.1. feladatot) csicsainak C' szama mely értékek
kozés esik?
A) C<120 B) 120 < C < 145 C) 145 < C < 170 D) 170 < C <195
E) 195<C

17.3. (M) A kocka minden egyes cstucsandl levigunk a kockdbdl egy haromszog alapi gulat
ugy, hogy a metsz6 sik &tmenjen a csiicsbdl indulé harom él felezOpontjan. Hany csticsa, éle és
lapja van az igy kapott testnek? E harom szdm n Osszege melyik értékek kozé esik?

A) n<30 B) 30<n<40 C) 40<n <50 D) 50<n <60

E) 60<n

17.4. (M) Melyik poliéder az 1. abran lathaté test dudlisa?
&2
\V
17.4.1. abra.

A) tetraéder B) kocka C) oktaéder D) dodekaéder
E) ikozaéder

17.5. (M) Az 1. dbran egy dodekaéder (tizenkét 6tszogbdl 4116 szabélyos test kiteritett paldstjabol
11 6tszog lathat6. Melyik élhez csatlakozhat a tizenkettedik otszog? Alabb tizenkét élpart adunk
meg, valasszuk ki azt a part, amelyikbdl az egyik j6, a masik nem megfelel!

A) Ao, AzsAzg B) Aj7Ais, Az As C) AzAu, AisAse

D) A1Ay, AiyAss E) AgA7, ApAss

17.6. (M) Képzeljik el azt a konvex poliédert, amelynek minden éle egységnyi hosszi, minden
lapja szabélyos sokszog és a poliéder minden csticsa egyforma (egybevagd egymassal). Barmelyik
csticsndl egy Otszog és négy haromszog taldlkozik egymassal. Hatarozzuk meg az igy kapott test
éleinek E szdmét!
A) 30<E<60 B) 60<FE <90 C) 90<E<I120 D) 120< E <150
E) 150<FE
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17.5.1. 4bra.
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18. FEJEZET
Vegyes feladatok

18.1. Az ABCD téglalap belsejében tigy helyezkednek el a k,, k, korok, hogy k, érinti az AB,
BC, CD oldalakat, mig k, érinti a CD, DA, AB oldalakat. A két kor kézéppontjat 6sszekotés
szakasz az egyik kort a P, a masik kort a () pontban metszi.

a) Készitsiink vazlatot!

b) Hatdrozzuk meg a PQ szakasz hosszat, ha tudjuk, hogy a két kor sugara 3 cm és a téglalap
keriilete 32 cm!

c) Hatarozzuk meg a PQ szakasz hosszat, ha tudjuk, hogy a két kor sugara 3 cm és a téglalap
teriilete 69 cm?!

d) A b)-c) kérdések koziil melyikre adhaté vélasz, ha az ABCD négyszogrol csak annyit
tudunk, hogy paralelogramma?

18.2. Ketten jatszanak. Egy kockat kell eljuttatni a startrdl a célba. A kezdo a kockat tetszéleges
helyzetben a startra allitja. Ezutan a kévetkez6 jatékos egy él koriili 90°-os elforditassal gorditheti
a kockat egy szomszédos mezére. (Legfeljebb négy ilyen van.) A gordités el6tt szabad forgatni a
kockat a tdblara merdleges tengely koriil. Az nyer, aki a célba gorditi a kockat gy, hogy a hatos
van felil. Elemezziik a jatékot kiillonbo6z6 hossztusagn péalydkon!

18.3. Az 1. dbrdn lathaté halékbol kockakat allitunk ossze. A kapott hdrom kockdt egymaés
tetejére rakva négyzetes oszlopot épitiink. Ennek négy oldalan feliilrdl lefelé olvasva a szamje-
gyeket, egy-egy haromjegyli szamot kapunk. A kapott szamokat 6sszeadjuk. Legfeljebb mekkora
lehet az Gsszeg?

|»—\l\'>CD|

2] 2]
3]5]6]| 6]3]0]4] 1[3]6]5]
9] 4]

18.3.1. 4bra.

18.4. (M) Kockédkat ragaszthatunk egy vizszintes lapra és oldallapjaik mentén egymadshoz.
Minimum hény kockara van sziikség, hogy az 1. a4bran lathat6 oldalnézetet és eldlnézetet kapjuk?

oldalnézet elolnézet

18.4.1. 4bra.

18.5. (M)

a) Legfeljebb hény bastya helyezhet6 el a térbeli 3 x 3 x 3-as ,sakktabldan” ugy, hogy seme-
lyik kettd se lisse egymést (azaz semelyik kettd se legyen egy — a kocka valamelyik oldalélével
parhuzamos — egyenesen)?

b) Hényféle maximélis elhelyezés van?
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18 fejezet. Vegyes feladatok

18.6. Hény olyan téglatest van, amelynek térfogata 2007 cm? és
a) oldalélei cm-ben mérve egész szadmok ?
b) mindegyik oldallapjinak teriilete cm?-ben mérve egész szam ?

18.7. Egy hiromszogrél annyit tudunk, hogy egyik szoge 30°-o0s, és valamelyik

a) magassagvonala; b) szogfelez&je

két olyan haromszogre osztja, amelyek kozt van az eredeti haromszoghoz hasonlé is. Mekkorak
lehetnek a haromszog szogei? Adjuk meg az Osszes lehetéséget !

18.8. 27 egységkockabdl Gsszeraktunk egy 3 x 3 x 3-as kockat. Legfeljebb hany kis kockat lehet
elvenni az épitménybdl gy, hogy a maradék olyan 6sszefliggd test legyen, amelynek felszine nem
kisebb a nagy kocka felszinénél ? Osszefiiggdségen laposszefiiggést értiink, vagyis hogy a maradék
testben barmely kiskockatol barmelyik masikig eljuthatunk lapszomszédos kockakon keresztiil.

18.9. Egy egér ragcsal egy 3 egység oldald, kocka alakt sajtot, amely 27 egységkockabdl van
Osszerakva. Amikor egy egységkocka sajtot megevett, atmegy a szomszédos, vele k6zos lappal
rendelkez6 egységkockaba és azt eszi. Eléfordulhat-e, hogy az egér a kozépso kocka kivételével a
tobbi 26 egységkockat megeszi?

18.10. [2] a) Egységnyi élii kockakbol egységnyi alapélii négyzetes oszlopokat készitiink, melyeknek
a felszine egy egységnyi éli kocka felszinének egész szamu t6bbszorose. Hanyféle ilyen négyzetes
oszlop készithetd, ha legfeljebb 1997 darab egységnyi élii kocka &ll rendelkezésiinkre egy né-
gyzetes oszlop eléallitasahoz?

A fenti tipusi négyzetes oszlopok koziil harom darab alkot egy készletet. Hanyféle készlet
épithetd, ha Gsszesen legfeljebb 1997 darab egységnyi élii kocka &all a rendelkezésiinkre és

b) a készlet elemei kozott lehet egyforma is;

c) a készlet elemei mind kiillonbozdek.

18.11. [12] Egy orszagnak az Eszaki féltekén nagyobb a teriilete, mint a Délin és a Nyugatin
nagyobb, mint a Keletin. Kévetkezik-e ebbdl, hogy

a) Az Eszaknyugati rész a legnagyobb?

b) A Délkeleti rész a legkisebb?

c) Az Eszaknyugati rész nagyobb, mint a Délkeleti?

18.12. Egy négyzet belsejébe egy kisebb négyzetet rajzoltunk gy, hogy a két négyzet megfeleld
oldalai parhuzamosak. Ezutdn 6sszekotottitk a két négyzet csicsait az 1. dbran lathaté médon.
Mutassuk meg, hogy a két satirozott trapéz teriiletének Osszege megegyezik a satirozatlan trapé-
zok tertiletosszegével !

18.12.1. abra.

18.13. (M) Szabdlyos hatszogben egy-egy csticsot Gsszekotottiink a szemkoztes oldalak felez&pon-
tjaval (lasd az 1. abrat). Melyik satirozott alakzat teriilete nagyobb, a négyszogé vagy a harom-
s70gé?
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18 fejezet. Vegyes feladatok

18.13.1. abra.

18.14. [9]
a) Igazoljuk a 3. szdzadban Alexandridban élt Pappus aldbbi tételét:

ha a hdromszdéget a sikban eltoljuk, a hdromszog két oldala dltal surolt paralelogrammadk teriletének
osszege eqyenld lesz a harmadik oldal dltal sirolt paralelogramma teriiletével.

Az 1. 4brén pl az ABB'A’ paralelogramma teriilete megegyezik a C BB'C’, ACC'A’ paralel-
ogrammak teriiletének Osszegével.

18.14.1. abra.
b) Igazoljuk Pappus tételének segitségével a Pitagérasz tételt!

18.15. Egy téglalap oldalai 18 és 8 egység. Bontsuk fel a téglalapot egyenes szakaszokkal két
részre gy, hogy a kapott részekbdl négyzetet lehessen osszedllitani!

18.16. Az 1. dbran egy szabalyos haromszog lathatd, amelynek egy belsé pontjabdl merdlegest
allitottunk mindharom oldalra, és a pontot Gsszekotottiik a haromszog csicsaival. Bizonyitsuk
be, hogy a satirozott haromszogek teriiletének Gsszege megegyezik a satirozatlan haromszogek
Osszteriiletével !

18.16.1. abra.

18.17. Az ABC haromszoghen ACBZ = 90°, BACZ = 15° és AB = 12 cm. Hatarozzuk meg
a hdromszog tertiletét!

18.18. Egy paralelogramma oldalai 11 és 13 cm hossztak, teriilete 132 cm?. Hatarozzuk meg a
paralelogramma hosszabbik atléjanak hosszat!

18.19. [3] Egy konvex négyszoget atloéi négy olyan haromszogre bontanak, amelyek teriiletei
(cm?-ben mérve) egymastél kiilonbozd 1-nél nagyobb egész szamok. Egyikiik teriilete épp
a) 13 cm?; b) 14 cm?.

Biztosak lehetiink-e benne, hogy ez a haromszog a legkisebb teriileti a négy koziil?
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18 fejezet. Vegyes feladatok

18.20. (MS) Hatarozzuk meg az atfogo és a hozza tartozé magassag aranyat abban a derékszogii
hééromszogben, amelynek egyik szbge 15°!

18.21. (M)

a) Adott négyzetbe szerkessziink olyan szabédlyos haromszoget, melynek egyik csticsa meg-
egyezik a négyzet egyik csicsaval, mig a négyzet nem ebben a cstcsban végzodd oldalaira
illeszkedik a szabdlyos haromszog mésik két csicsa (ldsd az 1. abrét).

18.21.1. abra.

b) Hatdrozzuk meg a szabdlyos haromszog oldaldnak hosszét, ha a kiinduldsul vett négyzet
egységnyi oldali!

18.22. Egy adott AB szakasz hosszat jelolje d. B-n at hiizunk e egyenest, és B-bdl felmérjiik ra a
d tévolsagot. Igy megkapjuk a C' pontot. C-n 4t parhuzamost hizunk AB-vel, és C-bél felmérjiik
r4 d-t. Igy kapjuk a D pontot. A szerkesztést megismételjiik minden (AB-t6l kiilonbozé) e
egyenesre. Mi a BD szakaszok F felezOpontjanak a halmaza?

18.23. [15] Berajzoltuk egy kor néhany (véges sok) hurjat gy, hogy mindegyik hiur Atmenjen
valamelyik masik hur felez6pontjan. Bizonyitsuk be, hogy ez csak ugy lehetséges, hogy mindegyik
hir atméré!

18.24. [19] Van-e két olyan konvex négyszog, amelyek barmelyikének barmelyik oldala rajta
van a masik négyszog valamelyik oldaldnak felezGmerélegesén ?

18.25. Az ABC szabélyos haromszog oldalai 16 cm hossziak. Az AB, BC', C A oldalak felez6pon-
tja rendre Fy, Fy, Fy, az AF,, F.B szakaszok felezOpontjai U és V. Az Fjp, V pontok merdleges
vetiilete az U Fy4 szakaszon Tj, és Ty (lasd az 1. dbrat).

T,
A U 4 B

18.25.1. abra.

Igaz-e, hogy ha az ABC haromszoget feldaraboljuk az UF,, Fy1,, V1 szakaszokkal, akkor
a kapott négy darabbdl négyzet allithatoé Gssze?
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18 fejezet. Vegyes feladatok

18.26. [15] Az ABC egyenl§ szart derékszogii hdromszog AC atfogdjan ugy vettiik fel az M
és K pontokat, hogy K az M és C kozé essék és, hogy az M BK Z 45°-0s legyen. Bizonyitsuk
be, hogy MK? = AM? + KC?!

18.27. [15] Az ABCDE torottvonal minden cstucsa illeszkedik egy elére adott korre. Az ABC,
BCD és CDE szbgek mind 45°-osak (lasd az 1. dbrat). Bizonyitsuk be, hogy AB? 4+ CD? =
= BC? + DE?!
E
D

A
18.27.1. abra.

18.28. Egy haromszog beirt korének az oldalakkal val6 érintési pontjain 4t parhuzamost hiz-
tunk a szemkozti szog szogfelezdjével. Mutassuk meg, hogy az igy kapott harom egyenes egy
ponton megy at!

18.29. Egy-egy egységnyi oldalt négyzet, szabalyos hatszog és szabdlyos tizenkétszog elhe-
lyezhet6 egymas mellé gy, hogy egy csticsukndl Gsszeérjenek és koriilotte atfedés és hézag nélkiil
lefedjék a sik cstucs koriili tartomanyat, egy fél egységnyi sugart korlapot.

18.29.1. abra.

Mely harom kiilonb6zd oldalszamu szabélyos sokszoggel teheté meg még ugyanez? Adjuk meg
az Osszes megoldést !

18.30. [22] A Nagy Szerkeszt6 feljegyzései kozott taldltam a kovetkez6t :

,Ugyes mddszert taldltam ki, hogyan lehet megszerkeszteni egy tetszéleges haromszog keriiletének

barmely pontjan at a haromszog teriiletét felezd egyenest. A szerkesztés menete a kovetkezd:”

Sajnos a kovetkez6 oldalra raborult a tintasiiveg, igy olvashatatlanna valt. Taldljuk ki mi
lehetett a modszer!

18.31. Butusz Maximusz professzor nevezetes felfedezése az alabbi tétel:
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18 fejezet. Vegyes feladatok

Szogfelez6darabok tétele Ha egy hdromszégben két belsé szdgfelezének a beirt kor kézép-
pontjatol az oldalig terjedd része (az dbran OE és OD) egyenld egymdssal, akkor a hdromszog
eqyenld szdri.

18.31.1. abra.

Bizonyitas:

I. Jelolje az ABC haromszog B-bdl induld bels6 szogfelez6jének az AC' oldallal valé met-
széspontjat D, a C-bél indulé belsé szogfelezd és AB metszéspontjat E, a két szogfelez6 k6zos
pontjat, azaz a beirt kor kdzéppontjat O, az ABC haromszog bels6 szogeinek felét o, 3, !

I1. Az ABC haromszog szogeinek 6sszege:

2a 420 + 2y = 180°. (1)

Az ADB haromszogben DAB/ = 2o, DBAZ = 23, igy (1) alapjan ADBZ =2y + 3. Az AEC
héromszdgben ehhez hasonléan AEC/ =26 + .

ITI. A hiromszog belsé szogfelez6i egy ponton mennek at, igy az AO szakasz is felezi az A-nal
fekvé szoget: OAE/ = OAD/ = a.

IV. Az AOE, AOD héromszogek egybevigdak, hiszen megegyezik benniik két oldal és egy
sz0g: OA = 0OA, OE = 0D és OAE/Z = 0OAD/ = a.

V. Az egybevagésagnal D és E az egymasnak megfelel6 cstcsok, igy az itt fekvé belsé szogek
is egyenlék: 26 + v = 2y + 5, amibdl g = .

VI. Ha 8 = ~, akkor 28 = 2v, azaz ABC/ = ACB/, tehat a haromszog egyenld szaru.

a) Helyes-e Butusz Maximusz bizonyitésa?
b) Igaz-e a ,,Szogfelez6darabok tétele”?

18.32. Alabb négyszogekre vonatkozé allitasokat sorolunk fol:

a) A négyszog oldalfelezOpontjai egy koron vannak;

b) A négyszog atléi merdlegesek egymasra;

c) A négyszog két szemkozti oldala négyzetének Gsszege egyenlé a mésik két oldal né-
gyzetosszegével ;

d) A négyszog deltoid.

A négy allitas kozil melyikbol melyik masik kévetkezik ?
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Segitség, utmutatas

1. Szerkesztések 1.

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

2. Mértani helyek 1.

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

3. Specialis sikidomok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

4. A Descartes koordinatarendszer

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

5. Szimmetriak, transzformaciok

5.1. El6szor feledkezziink meg arrdl, hogy a C' pontnak c-re kell illeszkednie. Vegyiink fel 6t
prébapontot b-n: By, By, Bs, By és Bs. Szerkessziik meg a hozzajuk tartozd Cip, Csy, Cs, Cy,
Cs pontokat gy, hogy AB;C; olyan egyenl6 szari haromszog legyen, amelyben a szarak szoge
A-nal 60° (ill. «). Tegytlink megfigyelést a C; pontok elhelyezkedésére vonatkozolag!

5.2. Hogyan tudndnk megszerkeszteni ugyanannak az oldalnak két kiilonb6z6 pontjat? A szim-
metriatengely illetve a szimmetriakézéppont segit.

5.11. Lasd az 5.5. feladatot!

5.12. Lasd az 5.1. feladatot!

6. Teriilet I.

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

7. Teriilet 1. (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

8. Hasonl6sag

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.
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Segitség, atmutatas 9. Terdilet II.

9. Teriilet II.

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

10. Teriilet II. (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatiasokat.

11. Sikgeometriai szamitasok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

12. Kockak

12.5. Be lehet.

13. Kockak (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdasokat.

14. Gula

14.1. Az egy élen taldlhat6 szamok sszege 30, ami a tetraéder hat élére 6sszesen 180-at ad ki.
FEz hogyan viszonyul az 1 + 2 4+ 3 + ... 4 16 Osszeghez?

15. Gaula (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatiasokat.

16. Poliéder
16.3. Lasd a 16.2. feladatot!

16.1. a) Fejezziik ki a szabdlyos n-szog bels6 szogeinek nagysagat!
b) Tegyiik fel, hogy n1 < ny < ns, és becsiiljik ny értékét!

17. Poliéderek (teszt)

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

18. Vegyes feladatok

18.20. Rajzoljuk meg a haromszog koriilirt korének a csticsokhoz mend sugarait, hatarozzuk
meg ezek hosszat, az oldalakkal bezart szogét!
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Megoldasok

1. Szerkesztések 1.

1.1. Elemzés: A két adott ponttdl (A és B) egyenl6 tévolsagban 1évé pontok mértani helye a
sikban egy egyenes, a két pont felezOmerolegese. Konnyen tudunk szerkeszteni olyan pontokat,
amelyek egyforma messze vannak A-t6l és B-tél (aldbb Q1 és Q2) és ezek Osszekotd egyenesén
lesz a felez6pont is.

El6szor megszerkesztjiik ezt a felezémerdlegest, mert erre késébb is sziikségiink lehet:

Szerkesztés:

Eljaras neve: Felezbmeroleges
Bemenet: A pont és B pont
Kimenet: f egyenes
Lépések:

1. k4 = Korp|A, B];

2. kp = Korp[B, A];

3. {Q1,Q2} = Mpont[ka, kp];
4. f = BEgy[Q1, Q2];

Bizonyitds: A QQ1, Q2 pontokat gy szerkesztettiik meg, hogy egyforma messze legyenek A-tdl
és B-t6l, nevezetesen AB tavolsdgra. A felezOmerdleges egy egyenes, amelyet meghatdroz két
pontja, tehat tényleg a QQ1Q2 egyenest kellett megszerkeszteni.

Diszkusszio: Q1 és Q2 a szerkesztésben valéban két kiilonb6z6 pont.

J6jjon ezutan e felezépont!

Szerkesztés:

Eljaras neve: Felezépont
Bemenet: A pont és B pont
Kimenet: F' pont

Lépések:
1. f = Felez6émeroleges[A, B];
2. e = Egy[A, BJ;

3. F = Mpontle, f];

Bizonyitds: A felezOpont is egyenl6 tavolsdgra van A-tél és B-t6l, tehat az AB egyenesen és
az A, B pontpar felezbmerdlegesén is rajta van, tehat azok metszéspontja.

Diszkusszio: Az A, B pontpar felezémerolegese és az AB egyenes nem is parhuzamosak nem
is egybeesOk tehat a szerkesztett pont létezik és egyértelmii.

1.2. Szerkesztés::
Eljaras neve: Kptikrozés
Bemenet: A pont (amit tiikroziink) és O pont (amire titkroziink)
Kimenet: A’ pont
Lépések:
L. f =Egy[A,OJ;
2. k = Korp|O, Al;
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Megoldasok 1. Szerkesztések I.

3. {A, A’} = Mpontlk, f];

Bizonyitds: A" # A, A € OA és OA = OA', igy A’ valéban az A pont O-ra vonatkozd
tiikorképe.

Diszkusszié: Nincs specidlis elrendez6dés. Sét, a kizart O = A esetben is jé az eljards, de az
FEuklideszi szerkesztés kovetelményeit nem teljesiti.

1.3. Elemzés: Egyenl$ szogeket egybevagd haromszdgekkel tudunk csinalni. Az AgA1 As harom-
szoget ,,masoljuk” a By ponthoz.

Szerkesztés::

Eljaras neve: Szogmasolas

Bemenet: Ay, Ay, As, By, B1 pontok (az elsé harom nem kollineéris);

Kimenet: e, es egyenesek;

Lépések:

1. b= Egy[Bo, B1];

2. Tol — TéV[A(], Al], Tro2 = TéV[AQ, AQ], T12 = TéV[Al, AQ];
3. k01 = K('jr[Bl, 7“01];

4. {Af), A%} = Mpontb, ko1];

5. k‘oz = KOI‘[A&, 7“12] )

6. klg = K('jr[Bl, 7“12];

7. {43, A7} = Mpont[koz, k12];

8. e1 = Egy[Bi, Ay], e = Egy[B1, A7),

Bizonyitds: Az AyB1A%, AjB1A”s haromszogek egybevagdk az AgA; As hdromszoggel, hiszen
oldalaik paronként egyenlok. Ebbdl kovetkezden szogeik is egyenlok, az AygAyAs haromszog Ai-
nél fekvé szog megegyezik a AjBy Ab, AyB1A”s haromszogek Bi-nél fekvd szogével.

Diszkusszid: A szerkesztés eredményét nem befolydsolja, hogy ha az Aj pont helyett a téle
a szerkesztésben megkiilonboztethetetlen szerepti A”g ponttal dolgozunk tovabb, mert a kapott
{e1,e2} egyenespar szimmetrikus a b egyenesre Bj-ben allitott merdlegesre és ennél a szim-
metridnal az Af,, A”g pontok is egymasnak felelnek meg.

1.4. Eljaras neve: Szogfelezés
Bemenet: az egymast metsz6 e, f egyenesek;
Kimenet: g1, g2 egyenesek;

Lépések:

1. O = Mpontle, f];

2. Tol — Té,V[AQ, Al], ro2 = TéV[AQ, AQ], T12 = Té,V[Al, AQ];
3. k‘()l == Kf)I‘[Bl, TOI];

4. {A}), A0} = Mpontlb, ko1];

5. k‘oz = KOI‘[AIO, 7“12] N

6. klg = K('jr[Bl, 7“12];

7. {A/Q, A”Q} = Mpont[kog, klg] ;

8. e1 = Egy[Bi, Ay], e2 = Egy[Bi1, A7),

Bizonyitds: Az AyB1 A, AyB1 A’ hdromszogek egybevagdk az AgA; Az hdromszoggel, hiszen
oldalaik paronként egyenlék. Ebbél kivetkezen szogeik is egyenldk, az AgA1 A hdromszog Aq-
nél fekvd szog megegyezik a AjBy Ay, AyB1 A’ hiromszogek Bi-nél fekv szogével.

Diszkusszid: A szerkesztés eredményét nem befolydsolja, hogy ha az A} pont helyett a téle
a szerkesztésben megkiilonboztethetetlen szerepli A”y ponttal dolgozunk tovabb, mert a kapott
{e1,e2} egyenespar szimmetrikus a b egyenesre Bj-ben allitott merdlegesre és ennél a szim-
metridndl az Aj, A7y pontok is egymdasnak felelnek meg.
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2. Mértani helyek I. Megoldasok

1.5. A szerkesztés nem végezhet6 el, mert el sem tudunk indulni. Nem tudunk kegyenest hizni,
mert csak egy pont van, nem tudjuk a koérzét kinyitni, mert nincs mire.

1.6.

1. megoldas. Eljaras neve: Mer6legesegyenes(
Bemenet: az e egyenesek, az F € e és a P # E pontok.
Kimenet: f egyenes;

Lépések:
1. r = Tav[P, E];
2. k = Kor[P, r|;

3. {F', E} = Mpontlk,e];
4. f = FelezOmer6leges|[E, E']; (ldsd 1.1M)

Bizonyitdis: A PE = PFE’, hiszen E és E' egy P kozéppontu koron vannak. Mivel EE’
felezObmerdlegese az E-t6l és E’-t6] egyenld tévolsidgra levd pontok mértani helye, igy P € f.
Az f felezémerSleges merdleges az E'E’ egyenesre, azaz e-re, igy f valdban a szerkesztendd
egyenes.

Diszkusszié: A szerkesztéshez azt kellene biztositani, hogy E és E’ az e egyenes kiilonbozd
pontjai, azaz a k kor két pontban metszi az e egyenest. Sajnos ez nem mindig teljesiil, akkor van
gond, ha a PE egyenes mer6leges e-re. Igy ez a megoldds nem teljes, a szerkesztés nem mindig
jb.

2. megoldas. az 1.6M1. megoldasban szerkesztett k kor érinthette e-t, ezt kell kizdrnunk. A P
koézéppontt és E helyett a P pont E-re vonatkozé kdzéppontos tiikorképén atmend koér megfeleld
lesz.

Eljarés neve: Merdlegesegyenes

Bemenet: az e egyenesek, az F € e és a P # E pontok.
Kimenet: f egyenes;

Lépések:
1. F = Kptiikrozés[P, E] (lasd 1.2M.)
2. k = Kor[P, F];

3. {G,G'} = Mpontlk,e];
4. f = Felez6merdleges|G, G']; (lasd 1.1M)

Bizonyitds: Lasd 1.6M1.
Diszkusszio: Mivel P # E, igy P # F. Most k két mindig pontban metszi e-t. Ha P # e,
akkor azért, mert P és I az e egyenes kiillonb6z06 oldalan vannak, mig P € e esetén azért, mert

P+F.

2. Mértani helyek 1.

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

3. Specialis sikidomok

3.9. Tiikrozziik a téglalapot az atldjaval egyiitt a hosszabbik (nem 2 cm-es) oldaléra (lasd az 1.
abrat). Az atl, a tiikkrozott képe és a 2 cm-es oldal a titkkrozott képével szabalyos hdromszoget
alkot, hoiszen mind a hirom oldala egyenl6. Ezért az atl6 és az oldal szoge 60° ill. 30°.
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Megoldasok 3. Specidlis sikidomok

2 2
3.9M.1. abra.

3.10. FCBZ = 30°. Legyen T a C-bdl induldé magassag talppontja.
TAC/Z =30° = CABZ =60° = AB = 2AC =

= AC = AF = ACF/ =60° = FCB/ = 30°.

3.1. Egyenl6ek.

3.1. A bizonyitds az aldbbi egyszerii lemman mulik (ldsd a 2. dbrat):

3.1M.2. 4bra.

Lemma (,,Az érintészakaszok egyenlésége”)
Kiils6 pontbdl a kérhoz két érinté hiuzhatd, és a két érintonek a kézos pontjuktdl a kéron vald
érintési pontig terjedé szakasza egyenl6 hosszu.

A lemmaét itt nem bizonyitjuk, de felhasznaljuk. Kovetkezik bel6le, hogy a 3. 4bran egyforma
betiivel jelolt szakaszok hossza egyenlé. Tehdt ¢t +x 4+ y + 2 = 20 4+ 31, mig x + y = 25, igy a
keresett oldal hossza t + z = 20 + 31 — 25 = 26.

20 x ~x 25

3.1M.3. abra.

Megjegyzés
Hasonlbéan bizonyithatd, hogy ha egy érinténégyszog oldalai elhelyezkedési sorrendjiik szerint
a,b,c,d, akkor a4+ c=0b+d.

Tanari megjegyzés

Az is igaz — de sokkal nehezebb igazolni —, hogy ha egy négyszog oldalaira teljesiil az a +
+ ¢ = b+ d 6sszefliggés, akkor van olyan kor, amely mind a négy oldalegyenest érinti, ha még
konvex is a négyszog, akkor az is igaz, hogy van olyan kor, amely mind a négy oldalt érinti. Ez
azért is érdekes, mert a négy oldal hossza nem hatarozza meg egyértelmiien a négyszoget. Ha
agy adott az a, b, ¢, d oldalak hossza, hogy teljesiil rajuk az a + ¢ = b+ d relacid, akkor az a oldal
rogzitése mellett is a b, ¢, d oldalak még tudnak mozogni, de a négyszog barmely elrendezédése
esetén talalhaté hozzd beirt kor.
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3. Specialis sikidomok Megoldasok

3.2. Az 1. 4dbra alapjan
a+ct+e=b+d+ f,

hiszen mindkét kifejezés egyenl6 az
r+y+z+t+utv

Osszeggel.

3.2M.1. abra.

Megjegyzés
Hasonléan igazolhat, hogy barmely péaros oldalszamu érintésokszégben minden masodik oldal
Osszege egyenld a tobbi oldal 6sszegével.

3.3. Az érintGszakaszok Osszege (1dsd az 1. abrat):
a 23 b

O

X c y

3.3M.1. abra.

r+y+z=(a+b+c)/2=s.

s tehat a keriilet felét (semiparameter) roviditi. Most
r=(x+y+z2)—(y+z2)=s—0>b,
y=(x+y+2z2)—(z2+2)=s—a,

z=5—c,

tehat az oldalak hosszanak ismeretében egyszeriien megadhatd, hogy hol érinti a beirt kor az
oldalakat.

3.4.
r+y+z+t+u=(a+b+c+d+e)/2=s,

(lasd az 1. abrat) igy pld

r=c4+y+z+t+u—(y+z2)—(t+u)=s—c—e.
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Megoldasok 3. Specidlis sikidomok

3.4M.1. abra.

3.5. b) Az érintOszakaszok egyenldsége szerint (ldsd az 1. dbrat illetve a 3.1M. megoldést)
ATp = ATo = x4, BTc = BTy = xp, CTy =C1Tp =zc,
ahol
TA+ TR =C, rp+xc = a, xc+xa=Dh. (1)
Az ut6bbi harom egyenlet 6sszegének fele:

a+b+c

. 2)

rAa+axp+xc =

Az a+3+c mennyiséget — a hdromszog kertiletének felét — szokas s-sel jelolni (angolul a félkeriilet :

semiperimeter). A (2) egyenletbdl kivonva (1) egyenleteit kapjuk rendre, hogy

a+b—c —a+b+c a—b+c
xCZT:S—C, xA:fZS—a, szizs_b' (3)

rB

L ]
A TA T LB B

3.5M.1. abra.

3.6. b) Az érintdszakaszok egyenldsége szerint (lasd az 1. dbrat illetve a 3.1M. megoldést)
AU = AU¢p = ya4, BUc = BUy = yp, CU,=CUp =yc,

ahol
Y —Ya = ¢, YB — Yc = a, yC+yA:b (1)

Az ut6bbi harom egyenlet 6sszegének fele:

a+b+c
Yyp=——F5— =5

Innen
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4. A Descartes koordindtarendszer Megoldasok

U YA A B
YB

3.6M.1. abra.

4. A Descartes koordinatarendszer

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

5. Szimmetriak, transzformaciok
5.3. Lasd [22][60. fel]
5.1. a) Igaz b) Igaz c) Igaz

5.2. a) Hamis, ldsd a rombuszt.
b) Hamis, lasd a téglalapot.
c) Hamis, lasd a téglalapot vagy a rombuszt.

5.3. a) Igaz;

b) Ez nem is lehetséges;

c) Hamis, 14sd az 1. 4brén lathaté hatszoget, amely az AD atléjara és a BC,EF oldalak kozos
felezémerdlegesére is szimmetrikus.

F E

5.3M.1. abra.

5.4. Igen, feldarabolhat6. Lasd pl. az 1. abrat!

5.4M.1. abra.
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Megoldasok 6. Teriilet I

6. Teriilet I.

6.2. Nem igaz. Egy ellenpélda lathaté az 1. dbran.

6.2M.1. abra.

A helyes allitds: ha két paralelogramma egy-egy oldala egyenld eqgymdssal és az egyenld oldalakhoz
tartozo magassdgaik is eqyenldk, akkor a két paralelogramma dtdarabolhato egymdsba.

6.2. Lasd a Bergengéc példatar[22] 67. feladatét és megoldasat a 129. oldalon.
6.3. Lasd a Bergengéc példatar[22] 67. feladatdt koveté Tanari megjegyzést a 130. oldalon.

6.4. A 6.3. feladat megoldasabdl kideriil, hogy a harom silyvonal hat egyenld teriiletli részre
osztja a haromszoget.

6.4M.1. abra.

Hasonlitsuk 6ssze a ?7?. dbrén lathaté ASC és SF4C haromszoget! Az el6bbi kétszer akkora
teriilet, mint az utébbi. A C csicshoz tartozé magassaguk kozos, hiszen a C-vel szemkozti
oldaluk egyenese is kozos. Igy a hdromszog teriiletképlete szerint teriiletiik ardnya megegyezik a
C-vel szemkozti oldaluk ardanyéval, azaz % = 2. Hasonléan igazolhaté a tobbi silyvonalra is
az Osszefliggés.

6.1. Kossiik ssze a kozépvonalak metszéspontjat s csicsokkal. Igy négy haromszoget kapunk,
a sulyvonalaikkal.

6.4. Ezek pontosan azok a négyszogek, amelyek atléi merdlegesek egymaésra.

6.4M.1. abra.

Az ilyen négyszogek téglalapba foglalhaték az 1. dbran lathaté mdédon. A téglalap oldalai
egyenl6 hosszusaguak az atlokkal, és a négy széls6 ,,folosleges” rész épp megegyezik az eredeti
négyszog egyik olyan részével, amelyet a két atl6 kivag beldle, igy az eredeti négyszog teriilete fele
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6. Terilet I. Megoldasok

a téglalap tertletének, azaz az atlok szorzatanak felével egyenld. Ha az atlok nem merdlegesek
egymasra, akkor is parhuzamosokat hiizhatunk a csiicsokon 4t az atlokkal. Ilyenkor téglalaptol
kiilonb6z6 paralelogrammat kapunk, de annak oldalai is egyenlék lesznek az atlékkal. Mivel
a téglalaptol kiilonbo6zé paralelogramma oldaldhoz tartozé magassaga kisebb a masik oldalnal,
igy tertilete kisebb az oldalak szorzatandl. Ebbol kovetkezik, hogy ha a négyszog atléi nem
derékszogek, akkor tertilete kisebb az atloi szorzatanak felénél.

Megjegyzés
A megoldés kihasznélja, hogy a négyszog konvex. Konkav négyszognél érdemesebb igy okoskod-
ni (14sd a 2. abrat):

6.4M.2. abra.

Legyen BD a bels6 atl6. Az ABC D négyszog teriilete megegyezik az ABD, C' BD hiromszogek

teriiletének osszegével, azaz & 12) L+ %—Vel. Kiemelve kapjuk a teriilet egyszert képletét:

BD-(x+y) BD-AC
2 o 2 ’

Ha az atlok szoge nem derékszog, akkor % és B—l;'y nagyobb az ABD és a C'BD haromszog
teriileténél, igy nem lesz j6 a képlet.

6.1. b) A létrejott I K JL négyszog (1asd az 1. 4bréat) négyzet, hiszen szogei derékszogek (a CID,
AJB, BKC, ALD) héromszogeknek két 45°-0s szoge van, igy a harmadik mindig derékszog), és
szimmetrikus az atléira (az eredeti téglalap oldalfelez6 merélegeseire). A négyzet teriilete %

Az dbran IJ = FapFop — (IFop + JFap). Mivel IFop = JFap és az AJB egyenld szaru
2
derékszogli haromszogben JFap = ATB, igy IJ = AD — AB, amibdl a keresett teriilet @

L
C PN B
F(‘I) """ ] ““?"“J """ FAB
D N 4
K
6.1M.1. abra.

6.2.

1. megoldas. A négyzet teljes teriilete 152 = 225 cm?, a harmada 75 cm?. A 2. dbran jelolt
t1,t,t4 teriiletek a haromszog és a trapéz teriiletképletével szamolhaték (cm?-ben):

2

7575 1275

t = =39375; i = 28125 t3=-— 45.

A kezdd vagés egyik irdnyaban t1 +ty = 67,5 cm?, amit még t3 = 7,5 cm?-rel kellene megnével-
ni. A jelolt hdromszog magassdga 7,5 cm, igy teriilete akkor lesz a kivant érték, ha alapja x = 2
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Megoldasok 7. Terilet I. (teszt)

3cm 12 em
|
l,
75cm| . y
! t
s
i |
7,5 cm : 1
I
i |

7,5 cm 7,5 cm

6.2M1.2. 4bra.

cm. A mésik irdnyban t4-et még t5 = 30 cm?-nel kell novelni, a jelolt haromszog magassaga 7,5
cm, igy alapnak az y = 8 cm értéket kell vilasztani.

Tehat az abran x-szel, illetve y-nal jelolt szakasznak a sarokkal ellenkezd végpontjahoz kellene
vagni, ahol x = 2 cm, y = 8 cm.

Megjegyzés Felmeriil az igény, hogy arra is kellene torekedni, hogy a torta szélére vastagon
keriil6 krémbdl is mindenkinek egyforma adag jusson.

Megfigyelhetd, hogy szerencsénk volt(?), mindenkinek ugyanakkora kertiletrész jutott (3 +
+15+2 = 1248 = 20, a kimaradt kertilet 60 —2-20 = 20 cm), igy ha kérben azonos magassagu
a torta, akkor a krém mennyisége is egyenl6é a harom részben.

2. megoldas. Osszuk fel a tortat olyan kis részekre, amelyek haromszog alakiak és egyik
csucsuk a négyzet O kozéppontja! A 1étrejove kis haromszogek mindegyikében az O-hoz tartozé
magassag m = 7,5 cm lesz, igy a teriilet csakis az O-val szemkozti, tehdt a négyzet keriiletére es6
rész hosszatdl fugg. Mivel a teljes keriilet 60 cm, igy a jelolt ponttél mindkét irdnyban 20 — 20
cm-t kell ,haladni”, és a kozéppontbdl odaig kell vagni.

6.2M2.2. abra.

A megoldast szemlélteti a 2. dbra. A valtakozd szinnel jelolt haromszogeknek a négyzet
keriiletére es6 oldala 1 — 1 cm hosszd, az ehhez tartozé magassig minden esetben a négyzet
oldalanak fele, igy ezek egyenld teriileti haromszogek. A 60 haromszogbdél 20 — 20 — 20-at kell
venni mindegyik részhez.

6.3. Az a lényeg, hogy a sokszognek legyen beirt kore, azaz olyan O pont, amely mindegyik
oldalegyenestél egyenld tévolsdgra van, és a sokszog belsejében helyezkedik el. Igy azoknak a
hiromszodgeknek a teriilete, amelyeknek egyik cstcsa O, az ezzel szemkozti oldala pedig a sokszog
keriiletén van, ardnyos a keriiletrész hosszaval.

7. Teriilet I. (teszt)

7.1. D
A, B,C,E — 6.7
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7. Terilet I. (teszt) Megoldasok

7.2. D A 4 megoldés leolvashatd a 2. dbrardl.

L
N
NN

d
4/ 1/
g

]

7.2M.2. abra.
A B, C E — 6.7, 6.2.

7.3. A Az adott AB oldalhoz tartozé magassag CT¢, igy a haromszog teriilete
2

ABCTG _ 75

cm-.
B, C, D, E — 6.5, 6.6.

74. D
A, B, C,E — 6.3.

7.5. B
Az 1. abra jeloléseit hasznéljuk, ahol Ty illetve T4 a C-bdl illetve az A-bdl a BD atlora
bocsajtott merdleges talppontja és az ismert teriiletek:

tpag = 30, tcpe = 24, tpcr = 20.
A BCE, CDE héaromszogek teriiletének aranya:

lpcE EB-CT¢/2 _EB
tcpg DE-CTg/2 DE’

az ABE, DAFE haromszogek teriiletének aranya ugyanennyi:

tABE EB-ATy/2 _ EB

tpap DE-ATs/2 DE’

sz tpag -tce  30-20
tABE = icoe 21 = 25.
D v ¢
B
A
7.5M.1. abra.

A, C D, E — 6.6.

7.6. C A trapéz teriilete az alapok atlaganak az alapegyenesek tdvolsagdval vett szorzata.
A, B, D, E — 6.5.
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Megoldasok 8. Hasonldsdg

7.7. C
Pontosan azokra a négyszogekre igaz az allitds, amelyek atléi merdlegesek egymasra (lasd
a 6.4. feladatot). Az 6t tipus koziil tehat a deltoid, a négyzet, és a rombusz (mindegyik deltoid)

megfeleld.
A B, D E— 64.

7.8. A

Ha behtizzuk az egyik csticsb6l a rombusz magassigvonalat (1dsd az 1. dbréan a BT'p szakaszt),
akkor létrejon egy félszabalyos hdromszog (ABTg), amelybdl szamithaté a magassidg (BTp = 4
cm), majd a teriilet: 8 - 4 = 32 cm?.

A

B “C
7.8M.1. abra.
B,C,D,E — 6.5.

7.9. B
A C, D E— 3.1.

7.10. B
A teriilet értéke
A, C, D, E — 6.2, 6.3.

AB+BC+OD+DA) Ty _ ¢
5 = 65.

8. Hasonlésag

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

9. Teriilet II.
9.3. Lasd [22][37. fel.]

9.14. a) Lésd [23][134. fel]

10. Teriilet II. (teszt)

10.1. D A feltétel azzal egyenértékli, hogy a téglalap teriilete megegyezik a két félkorlap
tartiletének osszegével, azaz m-vel. Innen a = § ~ 1,57,

A, B, C, E — 6.10, 9.3.

10.2. A
B, C, D, E — 6.4, 9.10, 9.11.

10.3. C v/2a =10, azaz a = % =5v2 ~ 7,071
A, B, D, E — 9.14.

10.4. ET = a2,
A,B,C,D — 9.11.
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11. Sikgeometriai szdmitdsok Megoldasok

10.5. B A haromszog alaphoz tartozé m magassagara m? + 52 = 132, amib6l m = 12, T =

_ 10;2 — 60.
A,C, D, E—.
10.6. D A kor sugara 21 cm.
A B, CE—.
10.7. A
Ha a kor sugara r, akkor
S = 74:217‘27; = (4 — W)% 0,86%
C == = (r-2)F ~ 14y
V =7 =17 =1c

B,C, D, E — 9.15.
10.8. B
A,C,D,E—.
11. Sikgeometriai szamitasok

11.2. Rajzoljuk meg a haromszog AC-vel parhuzamos M N kézépvonalat. Legyen AC = z, igy
MN =%, AP =v, PN =u, igy NB = u+v (lasd az 1. abrat).

11.2M.1. &bra.

Az APT, AN M héaromszogek hasonlésdgabdl

ERE:
/2 u+v’

mig az MTK, M AC haromszogek hasonlésigabdl
) U

r u4v

A két egyenlet 0sszegébdl

ahonnan z = 11.

12. Kockak

12.2. a) Térfogat: 5-5-5 = 53 = 125 cm?; felszin: 6 - (5 - 5) = 150 cm?.

b) Térfogat: a® cm?; felszin 6a% cm?.
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Megoldasok 12. Kockdk

12.3. a) Egy lap teriilete 294/6 = 49 cm?. Az oldalél: v/49 = 7 cm.
b) Az él: v/729 =9 cm.

12.4. a) \/% cm; b) vV cm.

12.7. a) 1,5 m= 15 dm. A kocka térfogata 15% = 3375 dm?® = 3375 liter.
b) 1 dm = 10 cm, igy a kocka térfogata 1000 cm?, témege 19,3 - 1000 = 19300 g = 19,3 kg.
c) 10,3818 kg = 10381,8 g. Ennyi vas térfogata 10381,8 : 7,8 = 1331 cm®. A vaskocka éle
/1331 = 11 cm. A kocka felszine 6 - 112 = 726 cm?.

12.2. A kockdnak hat lapja van. Egy vigas két j lapot hoz létre. Ezért harom vagésra van
sziikség.

12.6.

1. megoldas. A nagy kocka felszine 6 cm?, egy kis kockaé % cm?, igy a kiskockdk befestésekor

125 - %, azaz 30 cm? feliiletet festiink be. Ez az érték 6tszor nagyobb az eredetinél.

2. megoldas. Tekintsiik a kocka két parhuzamos lapjat. Ezekkel parhuzamosan 4 vagassik
helyezkedik el, azaz nyolc lapnyi befestend6 feliilet. Mivel minden oldallal parhuzamosan 2 lap
helyett (8+42)-t kell befesteni, igy 6tszor annyi festék kell a kis kockdk befestéséhez, mint a
nagyéhoz.

12.9. Az eredeti nagy kockédban 8 olyan kis kocka volt (a 8 sarokkocka), amelynek 3 oldala
piros. A Bence altal Osszedllitott téglatestben azok a kis kockdk, amelyeknek nincs kék oldala
egy kisebb téglatestet alkotnak. Ez 11 kis kockabdl all, ezért mérete csak 1 x 1 x 11 lehetett. A
téglatest méretei minden irdnyban 2 kis kockéval nagyobbak, tehat 3 x 3 x 13-as lehetett. Igy az
eredeti nagy kockdban 84 3 x 3 x 13 = 125 kis kocka lehetett. Ennyi kis kockabol valéban 6ssze
lehetett allitani egy 5 x 5 x 5-0s nagy kockat. Ha a nagy piros kockdbdl ,lehamozzuk” azokat
a kis kockakat, amelyeknek van piros oldala, akkor egy 3 x 3 x 3-as kocka, azaz 27 kis kocka
maradt. A ,lehdmozott” kis kockdk szdma 125 — 27 = 98. Tehat Bence nagy kockajaban 98 kis
kockanak volt piros oldala.

12.8. Hajtsuk ki a kockat tgy, hogy a feliiletét lassuk (ldsd az 1. abrét)!

c) Ottel nem lehet meg csinalni, mert huszonnégy 1 x 1-es négyzetbdl all a kocka feliilete, ami
nem oszthaté ottel.

d) 24 oszthat6 hattal ezért nincs eleve kizdrva. Meg is lehet csindlni! Elészor rakjunk kettot
keresztbe és utana kettét vizszintesen gy, hogy az egyik oldalrél &tmenjen a maésik oldalra.

a) Héarommal tgy kell megesindlni, hogy a d) kérdésben levs hatosokat két részre vagjuk.

b) El6szor rakjunk négyet (2x2) vizszintesen és kett6t fiiggélegesen gy, hogy az egyik oldalrél
atmenjen a masik oldalra.

d)

12.8M.1. 4bra.
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12. Kockdk Megoldasok

12.1. a) 90°: a C'B és mer6leges az ABF'E sikra, igy EB-re is.
b) 60°: az EBD haromszog minden oldala egyenld, tehat szabalyos.
c) 45°: az EBA haromszog egyenld szart és derékszogii.

12.1. Kétféle szimmetriasik van: egyrészt az élek felezbmerdleges sikjai, masrészt a lapatlok
felezémeréleges sikjai. Az el6bbibél 3 van (12 éle van a kockdnak, de 4-4-4 élnek ugyanaz a
felez6merd6leges sikja), az utébbibdl 6 (6 lapja, 12 lapatldja van a kockanak, de a felez6meréleges
sikok paronként megegyeznek). Osszesen tehat 9 szimmetriasik van.

12.2. a) Az ABCD lap csticsaiba.

b) H-ba.

c) Az A-val szomszédos csticsokba: D-be és E-be

d) 90°-kal vagy annak tobbszoroseivel.

e) 180°-kal.

f) Az ADFE hiaromszog szabdlyos, ezt kell onmagédba forgatni a kézéppontjan dtmend, a sikjara
merdleges tengely koriil. A forgatds szdge £120°.

g) 13.
h) 23.

12.2. Vilasz: 2.

Vegylink pl. azokat az oldalakat, amelyeken az 1, 2, 3 szamok vannak. Ezek koziil semelyik
ketto sincs ellenkez6 oldalon, azaz barmelyik ketté szomszédos. Tehat e hdrom oldal egy cstics
mellett taldlkozik. Elrendezésiik meghatarozza a dobdkocka teljes elrendezését: a 4, 5, 6-0s oldal
helyét.

Tegyiik a kockat az egyik kezlinkbe, hogy az emlitett csiics legyen a tenyertinkén. Forditsuk
hiivelykujjunkat az 1-es oldal felé, Mutatéujjunkat a 2-es oldal felé. Kézépsoujjunkat nem biztos,
hogy a 3-as oldal felé tudjuk forditani. Ez figg a keztinkt6l (ill. a kocka szdmozédsétol). Ennek
megfeleléen vannak balkezes és jobbkezes dobdkockak. Ezek nem egyformak a feladat szévegének
megfelel§ értelemben. Szamozasuk sikra vald tiikrozéssel feleltetheté meg egymdésnak, térbeli
mozgatassal nem.

12.3. a)

1, 2, 3 ill. 4 kockabél all6 idombdl rendre 1, 1, 2, 8 van (ldsd az 1. dbrat). Messzemen&en
nem nyilvanvald, hogy az utols6 ketté (az dbrdn I'V.g és I'V.h) nem mozgathaté egymadsba. El
kell késziteni. Ez a két idom sikra vald tiikrozéssel egymasba vihetd, de mozgatassal nem. A
kémiaban is el6fordul hasonld jelenség: két molekula szerkezete szerint lehet teljesen azonos, de
egymas tiikkorképeik (kiralitds).

b) Kiszamoljuk az 1. dbran lathat6 egyes idomok kiilonb6zé szinezéseinek szamét. Az ered-
mények az alabbi tablazatban olvashatdk:

I\ Il |Illa |IIIb | IVa | IVD | IVe | IVd | IVe | IVf |IVg | IVh
4| 6 12 12 12 24 12 3 12 8 12 12
24 95

Magyarazat :

I11. A négy szinbdl hatféleképpen véilaszthato ki ketto.

IlIa — I1Ib. Melyik szin marad ki (4 lehetdség), melyik lesz a kozépsé (3 lehetéség).

IVa.—1IVe.—1IVe. A 4] = 24 eset a kdzéppontos vagy tengelyes szimmetria miatt megfelezddik.

IVd. 1. magyardzat: mi van a pirossal szemben? II. magyarazat: nyolcféle szimmetria van,
ezért igy szdmolunk: 24/8 = 3.

IV f. 1. magyarazat: a sarok négyféle lehet, a maradék harom kétféle (egy-egy ,sodréas”). II.
magyarazat: a 24 eset a harmadfoku (azaz 120°-o0s) forgdsszimmetria miatt harmadolédik.
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Megoldasok 12. Kockdk

L 1la. Ila. 1I1b.
A
(=) (=) (=) ¢
1Va. 1Vb. [Ve. 1vd.
A A
A / 4
) ()
e,  IVf Ve, IVh
ﬁ 4 A 4 A /‘ W,
}/ }/ / '/

12.3M.1. 4bra.

1V g — h. Itt is megfelezédnek a lehetGségek. Tessék elkésziteni!

12.4. A végeredmény: 23. Az alabbi tdblazatban a piros kockdk szdma szerint csoportositottuk
az eseteket.

piros kockék szama: ‘ 0‘ ‘ ‘3 ‘ 4‘ ‘ ‘7 ‘ 8‘
Llrfs]afrfa[af1]1]

Az 1. 4bran a piros helyett sziirke kockak, a kékek helyett atlatszok lathatok. Az 5 piros és 3
kék kockanak megfelel§ eseteket nem rajzoltuk fel, hiszen az ilyen lehet&ségek szama megegyezik
a 3 piros és 5 kék kockaval kirakhato esetek szamanak. Ugyanezért nem rajzoltuk meg a 6, 7, 8
piros kockdnak megfelelé abrékat.

elrendezések szama: ‘

1 2 3 4 5
i [ pm I/
i T ]
7]
6 7 8 9 10
[ | |
|| |/ | | |
T
I u / mf
112 13 4 ___ 15 ___
| (|
| 7 Wan) T | 7 7
I I u u /

12.4M.1. abra.
12.1. cm-ben: a) ~ 1,732, b) ~ 8,660, c) V3a ~ 1,732a.
12.2. a) =~ 0,577, b) ~ 2,887, c) % ~ 0,577a egység.

12.3. a) =~ 1,225, b) ~ 6,124, c) a? ~ 1,225a egység.

12.6. cm-ben: a) 0,5, b) 2,5, c) a/2.
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13. Kockak (teszt) Megoldasok

12.7. cm-ben: a) ~ 0,886,  b) ~ 4,330, ) %a~ 0,886a.
12.8. cm-ben: a) ~ 0,707,  b) ~ 3,536, c) %2a = 40~ 0,707a.
V3 1

12.10. Ha a kocka éle a, akkor koriilirt gémbjének és beirt gombjének sugara rendre %5%a és sa.

V3-—1 14

a=7 = a=

2 V3—-1
13. Kockak (teszt)

13.1. C 1 lap teriilete 181,5/6=30,25 cm?. A kocka élének hossza: /30,25 = 5,5 cm. A kocka
térfogata: 5.5% = 166,375 cm?. A rézkocka tomege: 166,375 - 8,960 = 1490,72 g = 1,49072 kg.
A, B,D,E — 123, 12.7.

~~ 19,124cm.

13.2. D

Minden csucsnal 3 kis lap elttinik, 3 0j kis lap keletkezik, nem valtozik a felszin. Minden
élnél 2 kis lap eltiinik, 4 4j kis lap keletkezik, igy élenként 2 cm? nel né a felszin. Minden lap
kozepénél 1 kis lap eltiinik, 5 4j kis lap keletkezik, igy laponként 4 cm? nel né a felszin. Osszesen
12-2 4+ 6-4 = 48 cm?-nel nd.

A B, C E — 123, 12.7.

13.3. C
A, B, D, E — 12.2, 12.3.

13.4. B

Tegyiik fel, hogy az éleket (k + 2) részre osztottuk. Azok a kis kockdk, amelyeknek két festett
oldala van, az élek mentén helyezkednek el, de kiilonbo6znek a cstcsoktdl. Ilyenekbdl minden élen
k-van, 0sszesen tehat 12k. Van ilyen kis kocka, tehat k£ > 0.

Azok a kis kockék, amelyeknek egy festett oldala van a lapok kozepén helyezkednek el, minden
lapon k? van beldliik, osszesen tehat 6k%. A 12k = 6k? egyenlet egyetlen pozitiv megoldésa a
k = 2. A kis kockék szdma tehdt (k + 2)3 = 43 = 64.

A, C, D E— 124.

13.5. C

Legyen A az a él egyik végpontja, a kocka egyik cstcsa. Legyenek b végpontjai By és Bs (lehet,
hogy egyikiik megegyezik A-val. Az a és atvihetd b-be gy is, hogy A a Bi-be és tgy is, hogy A
a Bs-be keriiljon, de mindkett6 csak egyféleképpen lehetséges.

A B,D, E— 12.2.

13.6. D Vizsgéaljuk meg, hogy hany olyan szin van, amelynek megfelel§ lapok egyméssal szem-
ben vannak.

Ha mindharom szin szemkoztes, az 1 lehet6ség, az ilyen kockak mind egymasba forgathatdk.

Ha két szin szemkoztes, akkor a harmadik is.

Ha pontosan egy szin szemkoztes, akkor a masik két szin szomszédos, az ilyen elrendezések
az azonos szinl lapok kozéppontjan atmend tengely koriil egymasba forgathaték. A szemkoztes
szin valasztasa miatt 3 ilyen mintazat van.

Ha nincs szemkoztes szin, akkor mindegyik szinbdl szomszédosak a lapok. Tekintsiik a két
piros lapot. Két olyan lap van, amely mindkét pirossal szomszédos. Ezek egymassal szemben
vannak, igy egyikiik kék, a maésik z6ld. Barmely két hasonld tipust kockédndl ez a négy lap —
a két szomszédos piros, és kék zold szomszédaik, amelyek egymassal atellenesek — egymasba
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Megoldasok 14. Gula

mozgathatok, de a maradék két lap mozgatdsara nincs lehet6ség. Ezért 2 lehetOség van attol
fliggben, hogy a maradék két lap koziil melyik a kék és melyik a zold.
A, B, C E — 12.2, 12.3, 12.4.

13.7. D
Ha a kocka éle a, akkor testatléjanak hossza v/3a, a kettd kiilonbsége

10

(V3-1a=10 = ey

~ 13,66cm.

A, B, C, E — 12.1, 12.10.

14. Gula

14.1. Bérmelyik élen talalhaté négy szam Osszege E = 30. Jeldlje a négy csiicsba irt szam
Osszegét C. A 16 szam Osszege igy is kiszamithaté 1+ 2+ 3 + ... + 16 = 136, de ez igy is
kiszamithat6: 6F — 2C' = 180 — 2C. Ebbd6l C' = 22. Innen mar esélyes prébalkozni. Néhany
megoldas lathaté a 2. abran.

14.1M.2. 4bra.

14.2. a) ,=7; b) ,C”; c) diszjunktak.
14.3. a) Nem ér ssze a hdrom héromszog.
b) Létrejon a tetraéder.

14.4. 1. sor: nincs; a haromszogegyenlétlenség nem teljesiil az AB, BD, AD hosszakra;
2. sor: van;
3. sor: nincs; a haromszogegyenlotlenségekkel nincs baj, mégsem érnek Gssze a lapok.
4. sor: nincs; a haromszogegyenlGtlenségekkel nincs baj, mégsem érnek 6ssze a lapok.
5. sor: van.

14.6. A test magassaga legfeljebb akkora lehet, mint barmelyik oldallapjanak magassdga. A sz-
abalyos haromszog oldallapot tehat ugy kell felhajtanunk, hogy merdlegesen alljon az alaplapra.
Jeldlje az alap cstcsait A, B és C, a piramisnak az alappal szemkozti csticsat a térben D,
és az oldallapoknak az ABC haromszog sikjaban kiteritett halojanak cstcsai legyenek BC Dy,
ABDs és CADs (lasd az 1. dbrét). Legyen BC' D a szabdlyos hdromszog alaku oldallap! Az A,
B, C, Dy pontokat tehat adottnak tekinthetjiik, a feladat Do és D3 megszerkesztésébdl all.
BD = BD; = BD», tehat Dy a B kézépponti BD; sugart kp korén van, mig D3 a C
kozépponti C'D sugarta ko koron.
Innen kétféle befejezést is adunk. Els6 eljardsunkban megszerkesztjiik az AD tavolsagot.
Forgassuk le az AF D haromszoget az AF' tengely koriil az alapsikba. AF 1 FD és AF 1 FB,
igy D a forgatasnal a BC egyenes egy D4 pontjiba keriil. Az alapsikban dolgozva Dy-et az F
kozépponti F'Dq sugaru kp kor metszi ki BC-bél. Az ADy = AD sugari A koézéppontu kg
kornek a kp, ko korokkel valé metszéspontja lesz Dy ill. Ds. (A megoldasban sehol sem kellett
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14. Gila Megoldasok

14.6M.1. 4bra.

torédni az 1. dbrdba nem berajzolt masik metszéspontokkal, mert azok mindig az eredetivel
egybevdgd megoldast adtak.)

A misodik gondolatmenetben azt vessziik figyelembe, hogy a BDy A palastdarab felhajtdsakor
a Dy pontnak az F pont feletti D pontba kell kertilnie. A felhajtas egy AB tengely koriili
folyamatos forgatas, aminek sordn D olyan palyat ir le, hogy az alapsikra valé meréleges vetiilete
az AB forgastengelyre meréleges egyenesen mozog. Ezek szerint FDy 1 AB, igy Dot az F
pontbdl az AB egyenesre allitott merdleges egyenes metszi ki kp-bol.

Ehhez hasonléan szerkesztheté a D3 pont is.

14.7. Legyen a piramis alapja az a oldali ABCD rombusz, CDAZ = 105°, a piramis alappal
szemkozti csticsat jeldlje E, az alapsikba kiteritett oldallapok legyenek ADFE,, BAFEy, CBEj3 és
DCE;y (lasd az 1. abrét).

I E
C ““-‘*&?\‘\? Nl
m
B A
II1. E
a a
C F A
IV. E
X, a
m
B I3 D

14.7M.1. &bra.

Legyenek ADFE; és DCE, a szabalyos haromszogek. Az A, B, C, D, Fy, E4 pontokat tehat
adottnak tekinthetjiik, az Fo, F3 pontokat kell megszerkesztentink. Ehhez rendekezésiinkre all-
nak az AFy = CFE3 = a sugart A ill. C kézépponti korok.

Innen kétféle befejezést is adunk. Els6 eljarasunkban megszerkesztjilk a BEy = BE3 = x
szakaszt, ami utan Fy és F3 a megfelel6 korok metszéspontjaként konnyen adodik.

Az AEC, BED térbeli haromszoglapok kozos része egy m szakasz, melynek egyik végpontja
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Megoldasok 14. Gula

az AC, BD szakaszok kozos F' felezépontja. Az AEC héromszogben m stlyvonal, igy m az
AFEC-vel egybevagd ABC haromszogbdl épp BF-nek adédik.

A BDE héromszoget (illetve egy azzal egybevigd haromszoget a sikban) konnyen megsz-
erkeszthetiink, hiszen adott benne BD, DE = a és az E-hez tartoz6 m silyvonal. A BE =z
szakaszt ezzel el6 is allitottuk.

A masodik gondolatmenetben az E csticsnak az alapsikra valé T meréleges vetiiletét keressiik
meg és hasznaljuk fel. Vegyiik észre, hogy a DFE1 A, CE4D paldstdarabok felhajtasakor, tehat a
DA illetve C'D tengelyek koriili forgataskor Fi illetve Fy a T pont ,f6lé” keriil. A forgatas soran
FEy és E4 alapsikra vonatkozd meréleges vetiilete egy-egy D A-ra illetve C'D-re mer6leges egye-
nesen mozog. Ezek szerint T az E1-b6l DA-ra és az F4-b6dl C D-re allitott merdleges egyenesek
metszéspontja.

E két egyenes meghosszabbitasara illeszkedik Fj illetve Fo. Ennek igazolasdhoz csak a C E3B,
BE>A lapok ,felhajtdsat” kell meggondolnunk és a BA, CD illetve a CB, DA egyenesek
parhuzamossagat kell figyelembe venntiink.

14.8. a) Az ABCDE piramis kiteritett vazat szerkesztjiikk meg. Az ABC D alapnégyzetet kon-
nyen megrajzolhatjuk, majd emellé kell megkeresniink az ABFE, DAE, CDFE, BCFE oldallapok
ABE,, DAE,, CDE3, BCEy kiteritett megfelelsit (ldsd az 1. dbrat). A szerkesztés 1épései:

E, 77T

14.8M.1. &bra.

1. Az AB, AD oldalakra egy-egy derékszogii, egyenld szari haromszoget szerkesztiink: BAF,
és DAE2

2. Az E3 cstcs a CD él koriili forgatéskor (felhajtaskor) az A f6lotti E csicsba keriil, ezért Es
az AD egyenesen van, D-t6l A-val ellenkezd irdnyban. Mésrészt DE = DE, = DEj3, tehat E3 a
D kozépponta D FEs sugara korre is illeszkedik. A kor és a félegyenes metszéspontjaként kapjuk
az F5 pontot.

3. Hasonléan szerkesztheté az E4 pont.

b) Lehetséges, a harom piramisb6l kaphatunk egy kockat (ldsd a 2. dbrat). Ehhez tugy kell
osszeilleszteni 6ket, hogy a harom piramisban a négyzetlappal szemkozti csics (E) ugyanott
legyen.

-
SN

Megjegyzés

108



14. Gila Megoldasok

A feladatban harom egybevigd négyzet alapi gula térfogatanak 6sszege egy ugyanolyan alapi,
ugyanakkora magassagu téglatest (kocka) térfogataval volt egyenlé. Megmutathaté, hogy barme-
ly A alapteriileti, M magassagu gila vagy kup térfogata V = ATM FEzt a formulat csak késébb
bizonyitjuk be.

14.9. A 2. dbrén az AEC, ABC haromszogek egybevigdak, hiszen megfelel§ oldalaik egyenlék.
fgy AEC is egyenld szart derékszogii hdromszog, benne FE = FA (= FB). Igy FG = FA +
+ AG = 70 + 77 = 147 cvimedli. A kut alja a G, F' pontokkal félszabalyos haromszoget alkot,
igy a ferde alagit hossza 2 - 147 = 294 cvimedli.

E

14.9M.2. 4bra.

14.12.

1. megoldas. Hasznéljuk az 1. abra jeloléseit!

E

B
14.12M1.1. abra.

A kocka térfogata AB3. A gila térfogata az alapteriilet és a testmagassag szorzatdnak har-
mada, tehat AB? . % Hat ilyen gila térfogatanak osszege 2FE - AB?. Ha a hat gila kiadna
a kockat, akkor 2FFF = AB = AE, tehit az AFE haromszog félszabélyos lenne: AEF/ =
= 60°. Igy AEC/ = 120°, ami ellentmond annak, hogy az AEB, BEC szogek Gsszege is épp
ennyi (60° + 60°), hiszen a térbe kilépve nagyobb szoget kellene kapnunk. Tehédt a hat gila nem
adhatja ki a kockat.

2. megoldas. Els6 pillanatban dgy tiinik, hogy hat ilyen testbdl épp egy kocka &ll 6ssze. Ez
azonban tévedés.

A 14.9. feladat megoldasidban lattuk, hogy a gila E'F testmagassiga egyenlo az alapnégyzet
atléjanak felével (EF = FA). Ezért, ha két ilyen guldt E csticsukndl Osszeragasztva egyméssal
szemben helyeziink el, akkor az oldalt nem négyzetek jonnek létre, hanem olyan téglalapok (pl.
ABB'A’), amelyek egyik parhuzamos oldalpdrja az alapnégyzet oldalaival egyenls, mdsik két
oldala azonban ennél hosszabb, az alapnégyzet &tldjaval egyenld hosszii (BB’ = AA' = 2AF =
= AC). Tehét hat ilyen piramis nem alkot kockat.

14.13. A szerkesztés 1épései (14sd az 1. 4brét):
I. Megszerkesztjik az ABC D négyszoget (itt nem részletezzik).
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14. Giila
D’ F, Cl
AV —“’) B’
\
\
\
\
E
4
/
/
NP A
% F
A B

14.12M2.1. abra.

I1. Az A koézépponti AE = 3 cm sugaru kg kor és a B kozépponti BE = 4 sugaru kp
kor egyik metszéspontja Fap, mig kg és a C kozépponta C'E = 5 cm sugard ko kor egyik
metszéspontja Epc. Eddig megszerkesztettiik a palast adott részeit.

III. Legyen fap az E4p-bdl AB-re allitott meréleges egyenes, mig fpc az Epc-rél BC-re
bocsajtott merdleges. fap és fpco metszéspontja, T, a gula testmagassiganak talppontja.

IV. A T-bol CD-re allitott fop meréleges egyenes kimetszi a ko korbdl az Ecp pontot. A
DE él hossza megegyezik DFEcp hosszaval.

Megjegyzés

A T-bo6l meghtizhatnank a DA-ra merdleges fpa egyenest is, ami kimetszi k4-bol Epa-t. A
DEsp és a DEcp szakasz egyforma hosszi lesz. Miért?

- - -

// \\
e kB AN
’ \
’ \
’ \
/ \ B
I, . k _ ’__B~C\
Eap i B — !
k. / \,/ !
4 faB !
/ \ ’ fBC
1 \ / \ 1
] \ 4 1 /
I \ / ’
\ \\ A II | ,/
\ 1
N w/
N\ I~ u / -
EAD N fDA S <V ;7 _-"
7
~_ D - C
Tt--7\ | feD
\
YE
DC

\
N

14.13M.1. 4bra.
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15. Glila (teszt) Megoldasok

15. Gula (teszt)

15.1. C
A,B,D,E — 14.4, 14.5.

15.2. C
BE = /29 ~ 5,39 cm. Igaz az AE? + CE? = BE? + DE? sszefiiggés is. Miért?
A, B, D, E — 14.6, 14.7, 14.8, 14.13.

15.3. A
B,C, D, E — 15.3.

15.4. C
A pontos eredmény V = 144v/2 ~ 203,647 cm?.
A, B, D, E — 14.8, 14.19.

15.5. D
A gila oldaléle egy olyan derékszogii haromszog atfogdja, amelynek két befogdja a testma-
gassig és az alap atléjanak fele. Innen az atl6 fele 7 cm-nek, az alap teriilete 98 cm?-nek adodik.
A, B, C E — 14.24.

16. Poliéder

16.1. A vizsgdlt poliéder a csonkolt tetraéder, éleinek szdma 18, csticsainak szdma 12.

16.2. Harom megoldas van, a 2. dbran a halvanysziirke haromszogek.

16.2M.2. abra.

16.3. Kilenc megoldas van, a 2. 4bran a halvanysziirke haromszogek kozil és a csikozott harom-
szogek koziil is egyet-egyet kell hozzavenniink a haléhoz.

16.3M.2. abra.

16.4. Ay = Ajs, Ao = Aqo, Ao = A1 = Ag, Ao = Ay, Arg = Ay, A1z = Az, A7 = As,
Ars = A7, A1z = Ag.
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Megoldasok 16. Poliéder

16.5. Kilenc megoldas van, a 2. abran a halvanysziirke haromszogek kozil és a csikozott harom-
szogek koziil is egyet-egyet kell hozzdvenniink a héléhoz.

16.5M.2. abra.

16.1. a) Az igy kapott test az oktaéder. 6 csicsa, 8 lapja és 12 éle van.

16.1M.1. &bra.

A poliéder egy éle két lap kozos hatara. Ennek az élnek a dudlis poliéderban is megfelel egy
él, az eredeti poliéder adott élben taldlkozd két lapjanak kozéppontjat osszekoté él. A 77, dbran
azonosan szamoztuk a poliéder és a dudlis poliéder egyméasnak megfeleld éleit.

A definiciébdl nem volt vildgos mely éleket kell lappal ,,0sszekotni”. A duédlis poliéder lapja az
eredeti poliéder valamely csicsaban taldlkozé lapok kozéppontjai dltal meghatarozott sokszog.
A dualis poliédernek annyi cstiicsa van, ahdny lapja az eredeti poliédernek és annyi lapja, ahdny
csucsa van az eredetinek.

b) Hatoda.

Az oktaéder két négyzet alapu guldbol rakhatd Gssze. Hasonlitsunk Ossze egy ilyen gulat egy
olyan hasabbal, amelynek alapja a kocka egy lapja, magassiga pedig fele a kocka élének (lasd
a 7?. abra jobb oldali felét).

A gila alapja olyan négyzet, amelynek teriilete feleakkora, mint a kocka egy lapja és a gila
magassaga is fele a kocka élhosszanak. Ha egy hasab és egy gila alaplapja egymassal egyenl6
teriiletiek és magassaguk is egyenlé egymassal, akkor a hasab haromszor akkora térfogati, mint
a gila. Igy a gula térfogata a fél-kocka térfogatdnak hatoda.

c) A kocka dudlisinak dudlisa is kocka.

d) Z-e.

16.1. 6 lap esetén egy megoldas van: két szabdlyos tetraéderbol kidobunk egy-egy lapot és a
két lukas testet a kidobott lapok pereménél Gsszeragasztjuk. Az élek szama 9, a csticsoké 5.

7 és 9 lap esetén nincs megoldas.

8 lap esetén tobb megoldas is van. Az egyik a szabdlyos oktaéder (két négyzet alapu gila
alapjait kidobjuk, szabaddd valo peremeiket Osszeragasztjuk). Egy maésik: az el6bbi hat lapa
test egyik lapjat dobjuk ki, egy szabalyos tatraéder egyik lapjat is dobjuk ki és a két lukas testet
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16. Poliéder Megoldasok

ragasszuk Ossze a peremiiknél, a szabaddd valt haromszogeknél. Az élek szdma mindkét esetben
12, a csiicsoké pedig 6.

16.5. Egyikhez sem.

5 cstcs kozott legfeljebb (g) = 10 él futhat, igy b) kiesik és a) is csak tgy teljesiilhet, ha
barmely két cstics koézott van él. Ilyenkor egy csicsbdl 4 él indul, tehat 4 lap talalkozik ott. Ezen
kiviil csak egy masik lap van, tehdt a test négyszog alapi gula, ami nem jo.

16.7. a) 2, a négyszogalapu gila és a haromszogalapt hasab.
b) Osszesen 7 van. Nehéz annak bizonyitdsa, hogy nincs tobb.

16.1. Lasd [5]. Egy masik bizonyitds Hajés Gyorgy konyvének[?] 195. oldaldn (26.2. Tétel) is
olvashat6 (ugyanaz a neten: [1]).
16.2. a) C =5Ls; b) C = s = 3L¢; c) b = 3Latbls
d) Ly = 12;, Lg = 20, E = 90, C = 60.
L

16.3. a) Ha L3 és Ly jeloli a haromszoglapok illetve a négyszoglapok szdmat, akkor C' = 3Ls —

3
2
= 4Ls | = 3Latdli {oy 3 poliédertételbdl Ly = 12, Ly =9, C = 18 és E = 36.

b) Most C = 3L3 = 44 B = 3Latdla {0y 5 poliédertételbsl Ly = 8, Ly = 18, C' = 24 és
E = 48.
16.1. a) - + L+ - = 3.

b) Feltehetd, hogy ni; < ng < ns. Az egyenlet bal oldaldn 16v6 tortek Gsszege 1/2, tehat a
tortek atlaga 1/6. Az megoldés is, hogy mindegyik 1/6.

ny1 =6, ng1 = 6, ng1 = 6.

Ha a nem mindegyik tort 1/6, akkor van kozottiikk nagyobb is, kisebb is. Tehét minden tovabbi
esetben ni < 6. Vegyiik sorra a lehetOségeket !

n1 = 5. Az egyenlet bal oldaldn szerepld két tort atlaga 1,5/10, azaz 1/6,666 . . .. Igy ny < 7.
A lehetséges esetek:

ny =6.1/n3 =3/10—-1/6 = (9 —5)/30 = 2/15, {gy n3 nem poz. egész.
ny =5. 1/n3 = 3/10 — 1/5 = (9 — 6)/30 = 1/10, gy ns = 10.

ni2 =9, ngo =9, ngo = 10.
Mivel nq < ng, igy itt tovabb mar nem kell keresniink.

A tovabbi megolddsok hasonlé mdédon gytlijthetdk Ossze. Aldbb maér csak az eredményt

kozoljiik:

ny = 4.
ny3 = 4, ng 3 =8, ng 3 = 8.
n1,4 = 4, 712,4 = 6, 713,4 = 12.
7”L175 = 4, 71275 = 5, 71375 = 20.

ny = 3.
nie = 3, n2e6 = 12, nse = 12.
7”L177 = 3, 71277 = 10, n377 = 15.
nig =3, nag =9, n3g = 18.
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Megoldasok 16. Poliéder

ni9 =3, n29 = 8, nz9 = 24.
ni0 = 3, ng 10 =1, n3e = 42.

c) Ha az egyik sokszog pératlan oldald, akkor a mésik ketté nem lehet kiilonb6z6 oldalszami.
Valéban, a paratlan oldald sokszog oldalai mellé a masik kétfajta sokszoget felvaltva kellene
tenni, egyik oldal tuloldalara az egyiket, a kovetkezd oldal tiloldalara a masikat, de igy nem
lehet kérbevenni a paratlan oldalt sokszoge. Az az 1. abran a fenti masodik megoldéast prébaljuk
elrendezni, de lathato, hogy az 6tszog koré nem rakhaté korbe felvaltva egy 6tszog és egy tizszog.
Ezen az elven kiesik a fenti 2., 5., 7., 8. és 9. megoldas.

?

16.1M.1. abra.

Az 1., 3., 4. és 6. megoldasokhoz taldlhaté parketta is, az 1. megoldds a hatszogracs, a 4.
megoldas a 2. dbran, a 3. és 6. megoldas parkettdja pedig a 3. abran lathato.

16.1M.3. 4bra.

16.2. a) A szogek alapjén az n_11 + n% + 7%3 + n%; = 1 egyenlet irhaté fel. Ennek megoldésai a 16.1.
feladat b) részénél leirt médszer alapjan taldlhaték meg:
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17. Poliéderek (teszt) Megoldasok

ny = 4.
ni = 4, ng 11 = 4, n3 11 = 4, ng 11 = 4.
ny = 3.
nie =3, ng 12 = 4, ns 12 = 4, ng 12 = 6.
ny 1z =3, ng 13 = 3, n313 = 6, ng 13 = 6.
nii4 =3, ng 14 = 3, ng 14 = 12, ng 14 = 12.

b) Mindegyikhez tartozik parketta.

c) Minden szabélyos sokszognek legaldbb 60°-0s a bels6 szoge, igy csak k = 5 és k = 6 jon
szoba. k = 6 is csak hat szabalyos haromszoggel, tehat a haromszograccsal. A k = 5 eset a
n% + 7%2 + 7%3 + n%; + n% = % egyenlethez vezet, melynek megoldasai

ni1s =3, n215 = 3, n3 15 = 3, na1s =4, ns15 = 4.
n1716 = 3, 712716 = 3, n3716 = 3, 714716 = 3, n5716 = 6.

és volt még
niir =3, no 17 = 3, ngir = 3, ng17 =3, ns 17 = 3, ne17 = 3.

Ezek mindegyikéhez tartozik legalabb egyféle parketta.

17. Poliéderek (teszt)

17.1. D!'PSTLANDO!!!
Az élek szdma 180 = w.
A, B, C, E — 16.1.

17.2. B!!IIIPSTLANDO!!!

A cstcsok széma 120 = ha a minden lapra 6sszeadjuk a cstcsainak szamat,
akkor a poliéder minden cstcsat haromszor szamoljuk, a csticsban 6sszefuté mindegyik lapnél
egyszer-egyszer).

A, C D, E— 16.1.

30-4+20-64-12-10 (
3

17.3. D

A kapott poliéder a kuboktaéder, a 16.1. feladatban méasképp szdrmaztattuk, de ugyanazt a
testet kaptuk. Lapjainak, éleinek, csiicsainak szama rendre 14, 24 és 12.

A, B, C,E — 16.1, 16.2.

17.4. D
Az abran az ikozaéder lathatd, melynek dudlisa a dodekaéder.
A B, C E — 16.1, 16.11.

17.5. E
Az alabbi élekhez illeszthetd a hidnyzé lap: A1 Ao, AgA7, A13Ai14, A14A15, Ai15A16.
A, B,C,D— 16.2, 16.3, 16.4.

17.6. E

Ha L3 és Ls jeloli a haromszoglapok illetve az 6tszoglapok szamat, akkor C' = %3 = 5L5,
E = 3Lat3ls oy 5 poliédertételbél Ly = 12, Ly = 80, C' = 60 és E = 150.

A B, C,D— 16.2, 16.3.

115



Megoldasok 18. Vegyes feladatok

18. Vegyes feladatok

18.4. 6 a j6 valasz, pontosabban 6 a minimum. Kevesebb nyilvin nem lehet, 6 viszont lehet.
Egy lehetséges foliilnézet (a szdmok az egymasra rakott kockdk szamat jelzik) lathaté a 2. dbrén.

2

oldalnézet
—_

elolnézet

18.4M.2. abra.

18.5. a) Legfeljebb 9. Vetitsiik a kockat az egyik lapjan lathaté 3 x 3-as tablara. Ennek minden
mezbjére legfeljebb 1 babu keriilhet, tehat legfeljebb 9 bastya lehetséges. 9 bastyat el lehet
helyezni a térbeli tabldn, pl az 1. dbrdn lathaté moédon. A szamok azt jelzik, hogy hanyadik
szinten helyezkedik el az adott bastya. Tehat mind a hirom szintre harom bastyat, csszesen 9-et
tesziink a térbeli tablara.

a) Vélasz: 12. Az 1. dbran az 1, 2, 3 szdmoknak hatféle sorrendje lehet mindkét tédblan.

1 2 12
1(3 2(3]|1
3 1 31

18.5M.1. 4bra.

18.13. Lasd [22][86. fel]

18.20. Vizsgajuk az AB atfogd F' felez6pontja, a derékszogii C csiics és az abbol indulé maga-
ssag T talppontja altal alkotott F'T'C derékszogii haromszoget !

A

18.20M.1. 4bra.

A Thalesz tétel megforditasa szerint az AB szakasz az ABC héaromszog korilirt korének
atmérbje, tehat FA = FB = FC. Az FBC egyenl$ szart haromszégben FCB/ = FBC/ =
= 15°, igy ennek a haromszdgnek a kiils6 szoge: TFCZ = 15° +15° = 30°. Az FT'C haromszog
tehat félszabalyos haromszog, melyben CT = %C’F = iAB .

A vizsgalt derékszogli haromszog magassaga tehat az atfogd negyede.

18.21.
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18. Vegyes feladatok Megoldasok

D 1-2 £, C

C/

18.21M1.2. abra.

1. megoldas. Induljunk ki a kész 2. abrabdl, hasznaljuk annak jel6léseit !

a) Az EBE' szabalyos hdromszog C' D oldalra es§ E csucsat B kortil 60°-kal elforgatva kapjuk
az E’ csicsot. Forgassuk el az egész C'D oldalt! Ahol képe elmetszi DA-t ott lehet csak az E,
amit B koriil —60°-kal ,visszaforgatva” kapjuk E-t. Az igy kapott EBE’ haromszog valéban
szabalyos, mert BE oldalanak elforgatottja BE'.

b) Legyen CF = x és igy ED = 1 — 2. A BCE derékszogii haromszogben BE? = 12 4 22,
Az BAFE haromszudgben is felirhatjuk a Pitagérasz tételt és azt kapjuk, hogy a BE' = BE
feltétel pontosan akkor teljesiil, ha AE' = z. Igy az EDE’ hiromszdg egyenlé szérd, benne
EE? =2-(1 — )% Ezek utén a BEE' haromszog akkor és csak is akkor egyenld szart, ha

24+a22=2.-(1-2)>2
A zéardjelet felbontva, rendezéls utan az
0=a?—4z+1
egyenlethez jutunk. A bal oldalon teljes négyzethez jutunk, ha mindkét oldalhoz 3-at adunk:
3= (z -2,

azaz /3 = x — 2 vagy —V3 = x — 2, tehdt z = 2+ /3. Mivel 0 < = < 1 és V3 =~ 1,7, igy
r =2 — /3 a megfelel§ gyok. A szabalyos hiromszog oldala

a=v2(1-1z)=v2(V3-1)~ 103527618

2. megoldéas. b) Jelolje a szabélyos haromszog oldalat a. Az egységnégyzetet ez a haromszog
négy részre bontja: egy a oldali szabdlyos haromszogre, egy a atfogdju egyenld szart derékszogii
haromszogre és két egymassal egybevagd a atfogdji, 15° és 75°-o0s belsé szogekke rendelkezo
derékszogii haromszogre. Az utébbirdl ismeretes (14sd a 18.20. feladatot), hogy atfogdhoz tartozd

2

magassaga az atfogd negyede. Az a oldali szabalyos haromszog teriilete @a , az egyenld szard

derékszogli haromszogé %QQ, a 15°-os derékszoglié %QQ. Igy a négyzet teriilete
V3 .1 1 1
1l=qg?. X2 424242

L ! .
amibdl a* = YNVeL tehat

9
0= ——= ~1,03527618.
243
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Megoldasok 18. Vegyes feladatok
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
Al Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.II Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANALL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Figgvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.II1 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Val6szintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszaméandl kerek zardjelben ,M” és ,S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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