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1. FEJEZET
Bevezetés

1.1. Ismétlo feladatok

1.1. (M) Két kor az A pontban kiviilrél érinti egymast. Egyik kozos kiils6 érintéjiik a két kort
az E és F pontban érinti. Mekkora az EAF sz0g?

1.2. (M) Két kor kiviilrdl érinti egymést. Az egyik kozos kiils6 érint6 a két kort E-ben, illetve F-
ben érinti. Igazoljuk, hogy az EF mint 4tméro f6lé rajzolt Thalész-kor érinti a két kor centrélisat!

1.3. (M) Az O és O’ kozepii korok kiviilrdl érintik egymadst. Bizonyitsuk be, hogy az OO’ mint
atmérd f6lé rajzolt Thalész-kor érinti a két kozos kiilsé érintot !

1.4. (M) [12] Egyenl§ szarti-e minden olyan haromszog, melyben a beirt kor kézéppontja egyen-
16 tavolsagra van

a) két csticstdl?

b) két oldal felez6pontjatol?

1.5. (M) Két kor kiviilrél érinti egymadst. Igazoljuk, hogy kozos kiilsé érintdjiik hossza a két
kor atméréjének mértani kozepe.

1.6. (M)

a) Vegyiik fel a (nem derékszogil) ABC haromszoget és szerkesszitk meg M magassiagpontjat
és a magassagvonalak talppontjait!

b) Szerkessziik bele az el6z6 dbraba az ABM haromszog magassdgpontjit és a magassagvon-
alak talppontjait!

c) Fogalmazzunk meg sejtést, prébaljuk meg bebizonyitani!

1.7. a) Az ABC héaromszog szogei «, [ és . Szamitsuk ki az ABM, BCM, C AM héromszog
szogeit !

b) Mutassuk meg, hogy az ortogonalis pontnégyes (1dsd az 1.6M. feladatmegoldast) csticsaibél
alkothaté négy haromszog koziil pontosan egy hegyesszogii.

1.8. Az ABCD paralelogramma P bels6é pontjan at az oldalakkal parhuzamosan hiazott egye-
nesek az oldalakat a Pap, Ppc, Pop, Ppa pontokban metszik (lasd az 1. abrat).

a) Mutassuk meg, hogy ha P illeszkedik az AC &tléra, akkor a PapBPpcP, PPcpDPpa
paralelogrammék teriilete egyenl6.

b) Mutassuk meg, hogy ha a PygBPpcP, PPcpDPpa paralelogrammak teriilete egyenld,
akkor P illeszkedik az AC' atlora.

1.9. (M) Az ABCD szinnetrikus trapézba kor irhatd. Fejezziik ki a kor sugarat a trapéz AB =
= a, CD = c alapjainak hosszaval!

1.10. (MS) Az ABCD trapézba kor irhaté. A beirt kor az AB alapot az E pontban, a CD
alapot az F pontban érinti. Igazoljuk, hogy AE - DF = r2, ahol r a beirt kor sugaranak hossza.



1 fejezet. Bevezetés 1.2. Dinamikus geometriai szoftverek

D Pcp C

Ppc

A Pap B

1.8.1. abra.

1.2. Dinamikus geometriai szoftverek

Az itt kovetkez6 feladatokhoz javasoljuk dinamikus geometriai szerkesztéprogram alkalmazasat.
Néhany alkalmas szoftver:

Cabri: http://www.cabri.com/, hazai forgalmazo6: http://www.ite.hu/

Euklidesz: http://matek.fazekas.hu/euklides/

Geogebra: http://www.geogebra.org/, http://www.uni-miskolc.hu/evml/geogebra/

The Geometer’s Sketchpad: http://www.dynamicgeometry.com/

1.1. (M) Készitsiink szép dbrat!

a) Legyen rajta egy hdromszog, a belso és kiils6 szogfelezéi szaggatott illetve pontozott vonal-
lal, a beirt és hozzéirt korei, az érintési pontok (betiijel nélkiil). Legyen vastagon szinessel jelolve
a hat (s — a) = =25 hossziisigi szakasz.

b) Az eléz6 dbraba rajzoljuk be szinessel a haromszog Feuerbach korét (az oldalfelezépontokon
atmend kort).

1.2. (MS) Vizsgédljuk adott ponton &t adott kérhoéz hizott szel6kbdl a kor altal lemetszett
hurok felez6pontjanak mértani helyét!

1.3. (M) Pontsorozatot képziink adott ABC haromszogre alapozva, az BA oldal egy Cy pon-
tjabol inditva.
Legyen Ay az AC oldallal Cy-on &t huzott parhuzamos egyenes és a C'B oldal metszéspontja.
Legyen By a BA oldallal Ag-on at hizott parhuzamos egyenes és az AC' oldal metszéspontja.
Legyen Cy a CB oldallal Bg-on at htuzott parhuzamos egyenes és az BA oldal metszéspontja.

Ezt a harom lépést ismételjiik, termmészetesen most mar Cy helyébe Ci-et irva és az indexeket

masutt is értelemszeriien névelve.
Tegyiink megfigyelést, fogalmazzuk meg sejtést, probaljuk meg igazolni!



2. FEJEZET
Haromszog adatai az oldalak fiiggvényében

2.1. Az ABC haromszog A cstucsdhoz tartozé magassaganak talppontja T4, a BC oldal felezOpon-
tja Fla. Fejezzik ki a

a) BTy, b) TaFa

szakasz hosszat a haromszog oldalainak fliggvényeként! Gondoljunk tompaszogli haromszog
esetére is!

2.2. Irjuk fel a hdromszog magassigait az oldalak hosszénak fiiggvényeként!
2.3. Irjuk fel a hdromszog teriiletét az oldalak hosszdnak fiiggvényeként !
2.4. Irjuk fel a hdromszog AF, silyvonaldnak hosszat a hiromszog oldalainak fiiggvényeként !

2.5. Irjuk fel a hiromszog A cstcsahoz tartozé belsd szogfelezéje altal a BC' oldalbél levagott
részek hosszat a haromszog oldalainak fuggvényeként!

2.6. Irjuk fel a hdromszdg A cstcsdhoz tartozd belsd szogfelezdjének hosszat a hiromszog
oldalainak fiiggvényeként!

2.7. Stewart-tétel Az ABC haromszog BC oldalan adott X pontra BX = m, XC = n,
AX = p. Fejezziik ki p-t a hdromszog a, b, ¢ oldalainak, tovabba az m, n adatok fliggvényében !

2.8. Irjuk fel a hdromszogbe irt kér sugarat a haromszog oldalainak fiiggvényeként!

2.9. Irjuk fel a hdromszog koré irt kér sugarat a haromszog oldalainak fiiggvényeként !
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3. FEJEZET
Egybevagosagok

Az iranyitott szog fogalma és additivitasa

Az a, b szamok kilonbségén a hétkoznapi széhasznalatban altaldban az |a—b| kifejezés értékét, a
kiilonbség abszolut értékét értjitkk. A matematikdban viszont gyakran az (a —b) kifejezés értékére
van sziikség, amelynek lehet negativ is. Az |a — b|-kiilonbség elénye, hogy fiiggetlen attdl, hogy
a két szam kozil melyik a és melyik b, példdul 2 és 5 illetve 5 és 2 ilyen értelmii kiilonbsége
ugyanaz a szam. Az (a — b)-kiilonbség elénye az, hogy additiv: ha ismert (a —b) és (b— c) értéke,
akkor egyértelmii és konnyen kiszamolhaté (a — ¢) értéke, tudniillik az el6z8 kettd Gsszege. Ez a
tulajdonsiga az |a — b| kiilonbségnek nincs meg: ha pl |[a — b| = 3 és |b — ¢| = 1, akkor |a — ¢
értéke 2 és 4 is lehet attol fliggden, hogy ¢ az a és b szamok kozott van a szamegyenesen vagy
nem (lasd az 1. dbrét).

Ha |a —b| =3 és |b—¢| =1, akkor |a — ¢| = 2 vagy 4.

C1 b C2 a

O O L 4 O O @ O
1 2 3 5
b c a

O O L 4 O O @ O
2 3 5

Haa—-b6=3éb—c=—1, akkor a — c= 2.

3.1. 4bra.

Vizsgéaljuk most egy tetszéleges egyenest és rajta az A, B, C pontokat! Az A és B pontok tavol-
sdgan, jelben d(A, B), mindig nemnegativ szamot értiink. A d(A, C) tavolsag értékét d(A, B) és
d(B, C) ismeretében még nem tudjuk egyértelmiien meghatdrozni: a pontok elhelyezkedési sor-
rendjétol fiiggben vagy (d(A, B) + d(B, C))-vel vagy |d(A, B) — d(B, C)|-nel egyenls. Ezen segit,
ha az egyenesen rogzitiink egy irdnyt és eljeles tavolsaggal dolgozunk. A d;(A, B) el6jeles tavol-
sagon a nemnegativ d(A, B) mennyiséget értjiik, ha A-t6l B az iranyitasnak megfelel§ iranyban
van, mig d;(A, B) = —d(A, B), ha A-tél B a felvett irdnyitassal ellenkezd irdnyban van. A d;
mennyiség additiv: d;(A, B) + d;(B,C) = d;(A,C) (lasd a 2. abrat).

Ha d(A,B) =3 és d(B,C) = 1, akkor d(A,C) = 2 vagy 4.

Ci B (3 A
O L O L
B C A
L 4 O L 4

Ha d;(A,B) = 3 és d;(B,C) = —1, akkor d;(A,C) = 2.

3.2. 4bra.

Két metsz6 egyenes szogén az altaldnos iskoldban egy 0° és 90° kozti szoget értiink. Ezt a
szoget abZ-gel fogjuk jelolni. Az abZ, be/ szogek ismeretében ac/ értéke még nem hatdrozhatd



3 fejezet. Egybevagosagok

meg egyértelmiien (ldsd a 3. abrat).

1 C2

15° 60°\/60° b
Ha abZ = 15° és bc4 = 60°, akkor ac/ = 45° vagy 75°.

3.3. 4bra.

Rogzitsiink most a sikon egy (forgdsi) irdanyitdst! Kozmegegyezés szerint az éra jardsaval el-
lenkez6 forgasiranyt tekintjik pozitivnak, az azzal ellenkezé forgasiranyt negativnak. Az a és
b egyenesek irdnyitott szdgén, jelben ab<t, értsiik azt a forgdsi iranyitdsnak megfelel6 elGjeles
szoget, amellyel az a egyenes elforgathatd, hogy a b egyenest kapjuk. A 4. dbréan lathato a
egyenes —15°-0s és 165°-0s forgatassal is b-be vihet6. Az irdnyitott szog nem egyértelmii, ha az
a egyenes b-be forgathatd egy ¢ szoggel, akkor ¢ 4 180°, ¢ + 360°, stb szogii elforgatasokkal is
b-be forgathatd, tehat két egyenes irdnyitott szoge csak  (mod 180°) van meghatarozva.

Nyilvanvald, hogy két metsz6 egyenes irdnyitott szoge nem valtozik, ha a két egyenest on-
magukkal parhuzamos egyenesekre cseréljiik. Hogy ez az egyszerl tény nem metsz0 egyenesekre
is érvényben maradjon, a parhuzamos és az egybeesd egyenesek irdnyitott szogét  (mod 180°)
egyarant 0°-nak tekintjik.

Az irdnyitott szog is additiv mennyiség: ac<t = ab<t+be<t  (mod 180). Ez az Gsszefiiggés nyil-
vanvalé, ha az a, b, c egyenesek egy pontban metszik egymast vagy vannak kéztik parhuzamosak
a tobbi eset pedig az egyenesek eltolasaval erre vezetheto vissza.

—15°

Ha ab< = —15° (mod 180°) és be<t = 60° (mod 180°),
akkor ac<t =45° (mod 180°).

3.4. 4bra.

Tegyiik fel, hogy az a, b, ¢ egyeneseken adott egy-egy irdnyitds. Az irdnyitott egyeneseket
jelolie @, ?, T. Az a-t b-be képezd forgatasok koziil bizonyosak az a-n valasztott irdnyitdst a
b-n valasztott irdnyitasba képezik, méasok az ellenkezd irdnyitasba. Az @, b irdnyitott egyenesek
irdnyitott szogét azt a szoget értjiik, jelben 7?<{, amellyel az a egyenes a b egyenesbe forgathato
tgy, hogy egytttal @ irdnyitdsa b irdnyitasiba forduljon. Az irdnyitott egyenesek iranyitott
szoge  (mod 360°)-van meghatédrozva.

10



3.1. Irdnyitott mennyiségek 3 fejezet. Egybevagdsagok

Egy egyenest kétféleképpen irdanyithatunk, két egyenesen 0sszesen négyféleképpen adhatoé meg
az irdnyitds. Az igy ad6dé négy irdnyitott szog  (mod 360°) Gsszesen kétféle,  (mod 180°)
pedig egyféle:

BT =Tb<+180°=@b<+180° =T < (mod 360°).

A 4. dbra egyeneseit egyféleképpen irdnyitva jutottunk az 5. dbrahoz.

—15°

/m = —15° (mod 360°) és D @< =60° (mod 360°),
akkor @ @< =45° (mod 360°).

3.5. 4bra.

Az irdnyitott egyenesek irdnyitott szogére is teljesiil az additivitds: @€ = T + T2
(mod 360°).

Iranyitott egyenestdl valé elGjeles tavolsag

Egy egyenes két zart félsikra osztja a sikot. Ha az egyenes irdnyitott, akkor rajta az iranyitas
szerint haladva az egyik félsik jobbra esik, a méasik balra, ennek megfeleléen beszélhetiink az
irdnyitott egyenes jobb oldalan illetve bal oldalan elhelyezkedd félsikrol.

A tovédbbiakban az irdnyitott egyenestdl vald tavolsdgot el6jelesen értjiik. Az iranyitott egyenes
jobb oldali félsikjaban taldlhaté pontok el6jeles tavolsdga az irdnyitott egyenestol pozitiv, a bal
oldali félsik pontjaié negativ. A P pont eléjeles tévolsiga az @ = AB egyenestdl

d(P,€) = d(P,AB).

Ha a pozitiv koriljarasit ABC haromszog AB, BC, C A oldalegyeneseit a betiik sorrendje
szerint irdnyitjuk (A-t6l B felé, B-t&l C felé illetve C-t6l A felé), akkor az ABC haromszog belsé
pontjainak tévolsdga mind a harom oldalegyenestél pozitiv. A 1étrejové hét siktartomanyban a
tavolsagoknak az el6jelek szerint lehetséges mind a nyolc kombinécidja 1étrejon kivéve egyet:
nincs olyan pont a sikban, amelynek mind a harom iranyitott egyenestél negativ a tavolsaga,
tehat nincs olyan pont, amely mind a hdrom egyenesnek a bal oldaldn helyezkedik el.

3.1. Iranyitott mennyiségek

3.1. Az irdnyitott szogek Osszegezhetdk
Ha ai, a9, as, ..., a, tetszoleges egyenesek a sikon, akkor irdnyitott szogeikre

a1a2< + aga3<< + ... + ap—10,< = a1a, < (mod 180°),
illetve, ha af, a3, a3, ..., G, tetszbleges irdnyitott egyenesek a sikon, akkor irdnyitott szogeikre

atas<t + a3ad<<+ ...+ ap_{as< = afa, <t (mod 360°).
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3 fejezet. Egybevagdsagok 3.1. Irdnyitott mennyiségek

3.2. Forditott széqg tétel
A sik tetszélegesen vélasztott a, b egyeneseinek irdnyitott szogeire ab<t = —ba<t  (mod 180°).

3.3. Tiikrozés és eldjeles mérték
Ha A, B és T egy e egyenes pontjai és A valmint B képe a T-re vonatkozé tiikrozésnél A’ és
B’, és adott e-n egy irdnyitas is, akkor

Ha a és b tetszbleges egyenesek a sikban és ugyanazen sik valamely t egyenesére vonatkozo
tiikkorképeik a’ és b', akkor

atg = —d't< = ta’<  (mod 180°); ab<s = —d'tVa=Va'< (mod 180°).
Ha adott a-n és b-n egy-egy irdnyitas is, akkor
2T<=-3' T «=1 @'« (mod 360°).
Ha emellett ¢ tetszolegesen irdnyitott, akkor
@Ta=-a' Ta=T3a'« (mod 360°).

3.4. (M) Merdleges szdri szdgek tétele
Ha az azonos sikban fekvé a, a™, b, b' egyenesekre aat<t = 90° (mod 180°) és bbt< = 90°
(mod 180°), akkor atbt< = ab< (mod 180°).

3.5. Ha adott az a egyenes a B pont és egy v € [0°,180°] szog akkor pontosan egy olyan b
egyenes van B-n at, amelyre ab<< =+ (mod 180°).

3.6. (M) Dontsiik el kiilon kiilon az aldbbi két allitasrol, hogy igazak-e vagy nem!
a) Ha egy hdromszog egymashoz csatlakoz6 oldalainak egyenesei a, b és ¢, egy masik harom-
szogé a’, b és ! és ezek irdnyitott szogeire

ab<s = da'b'<< (mod 180°), bes = V< (mod 180°),

akkor a két haromszog szogei megegyeznek egymaéssal.
b) Ha egy négyszog egymashoz csatlakozo oldalainak egyenesei a, b, ¢ és d, egy mésik négyszogé
a', v, d és d és ezek iranyitott szogeire

abt =d'b'a (mod 180°), bes = b« cdg=dd'a  (mod 180°),
akkor a két négyszog szogei megegyeznek egymassal.

3.7. (M) Adott az mi irdnyitott egyenes és a p valés szam. Keressiik azoknak a P pontoknak
a mértani helyét a sikon, amelyeknek az 7 irdnyitott egyenestSl mért elSjeles tavolsdga u.

3.8. (M) Adottak az egymést metsz6 i, 7 irdnyitott egyenesek és a p, v valés szdmok.
Keressiik azoknak a P pontoknak a mértani helyét a sikon, amelyekre

d(P,m) = p, ésd(P, ) = v,
ahol d(P, @) a P pont és az € irdnyitott egyenes el6jeles tavolsagat jeldli.
3.9. Mutassuk meg, hogy ha O az M irdnyitott egyenes tetszéleges pontja és az O kozéppontii

A ardnyt kozéppontos nagyitas a P pontot a P’ pontba képezi, akkor \d(P, mt) = d(P’,7i)
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3.2. Elbzetes vizsgdlatok 3 fejezet. Egybevagdsagok

3.10. (M) Legyenck adva az egymést metsz6 71, 7 iranyitott egyenesek és a p, v valés szdmok.
Keressiik azoknak a P pontoknak a mértani helyét a sikon, amelyekre

dP,m)
AP, ) v

3.2. Elozetes vizsgalatok

3.1. Adott egy a szakasz és egy azzal parhuzamos és egyenld hosszisagi o’ szakasz, valamint
egy tetszOleges e egyenes és azon egy E pontot. Vegyiik fel annak a

a) tengelyes tiikrozésnek a tengelyét,

b) annak a kozéppontos tiikrozésnek a kozéppontjat,

c) annak az eltoldsnak a vektoréat,

amely a-t a’-be képezi.

a’, b’, ¢’) Hatdrozzuk meg ennél a transzformdciéndl az E pont képét, E'-t! Mi a képek
mértani helye, ha E befutja az e egyenest?

a”, b”, ¢”) Vizsgéiljuk az EE’ egyenesek rendszerét, amint E befutja az e egyenest!

3.2. Adott a d egyenes valamint a rd nem illeszked6 A pont. Hogyan verddnek vissza az A-bdl in-
dul6 fénysugarak a d tiikkorrél? (Ennek a feladatnak a megolddsdhoz alkalmazhatunk dinamikus
geometriai szerkesztéprogramot is.)

a) Szerkessziink meg 6t kiillonb6z6 visszaver6dés utan képz6dé sugarat!

b) Tegyiink megfigyelést, fogalmazzunk meg allitast ezen sugarak egyeneseir6l!

c) Ha valaki rajzol egy egyenest, hogyan lehet réla gyorsan eldonteni, hogy az egy A-bél induld
fénysugar d egyenes tiikron vald tiikrozésésébol keletkezett ?

d) Igazoljuk a b), ¢) pontokban megfogalmazott allitasokat!

3.3. Adott az a kor és az F pont. Fussa be az A pont az a kért és minden helyzetében tekintsiik
a siknak azt a B pontjat, amelyre az AB szakasz felezépontja F'. Hatarozzuk meg az igy kaphato
B pontok mértani helyét a sikon!

a) Vegytink fel 6t kiilonb6z6 pontot az a koron — Ay, As, ..., A5 —, és mindegyikhez szerkessziik
meg a megfelel6 pontot — By, Bs, ..., Bs.

b) Alkalmazzunk dinamikus geometriai szerkesztéprogramot a mértani hely el6allitasahoz!

c) Fogalmazzunk meg mi lesz a keresett mértani hely!

d) Bizonyitsuk be a ¢) pontban megfogalmazott &llitast!

3.4. Adott a b egyenes és az A pont. Fussa be a B pont a b egyenest és minden helyzetében
tekintsiik a siknak azt a C' pontjat, amelyre az ABC haromszog szabalyos. Hatarozzuk meg az
igy kaphat6é C pontok mértani helyét a sikon!

a) Vegytink fel 6t kiilonb6z6 pontot b-n — By, Ba, ..., Bs —, és mindegyikhez szerkessziik meg
a megfelel6 pontot abban az esetben is, amikor a haromszog pozitv koriiljarasa — Cy, Co, ...,
Cs —, és akkor is, amikor negativ kortiljarasa — C1, C9, ..., Cf.

b) Alkalmazzunk dinamikus geometriai szerkesztéprogramot a mértani hely eléallitdsahoz!
c) Fogalmazzunk meg mi lesz a keresett mértani hely!
d) Bizonyitsuk be a ¢) pontban megfogalmazott allitast!

3.5. Adott a ¢ kor és az A, B pontok. Fussa be a C pont a ¢ kort és minden helyzetében
tekintsiik a siknak azt a D pontjat, amelyre az ABCD négyszog olyan trapéz, melynek C'D
alapja 3 cm. Hatdrozzuk meg az igy kaphaté D pontok mértani helyét a sikon!

a) Vegyitink fel 6t kiilonb6z6 pontot a ¢ koron — Cy, Cs, ..., Cs —, és mindegyikhez szerkessziik
meg a megfelel6 pontot — Dy, Do, ..., Ds.
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3 fejezet. Egybevagdsagok 3.8. Szdmolds

b) Alkalmazzunk dinamikus geometriai szerkesztéprogramot a mértani hely eléallitdsahoz!
c¢) Fogalmazzunk meg mi lesz a keresett mértani hely!
d) Bizonyitsuk be a ¢) pontban megfogalmazott allitast!

3.6. Vegyiik fel az O pontot, rajta at az a és a b egyenest valamint a sikban tetszélegesen a P
pontot. Legyen a P pont az a illetve a b egyenesre vonatkozé tiikorképe P, illetve P,. Vizsgaljuk
a P,OP, haromszoget, ha

a) az a, b szogszarak rogzitettek és P mozog!

b) P, O, b rogzitettek és a forog!

3.7. (M) [23] Adott paralelogramma kozéppontjan és egyik oldaldnak végpontjain 4t szerkessziink
kort és vegyiik fel a kozépponton és a paralelogramma el6zével szemkozti oldalanak végpontjain
atmend kort is. Tegyiink megfigyelést, fogalmazzunk meg sejtést, prébaljuk meg bizonyitani!

3.8. (M) [23] Tizziink ki egy koron két pontot, A-t és B-t. Fussa be az X pont a kort, és
szerkesszilk meg minden helyzetében azt az Y pontot, amellyel Y az

a) AXBY paralelogrammaéban az X-szel szemkozti cstics lesz;

b) ABXY paralelogramméaban a B-vel szemkozti csics lesz.

Mi az Y pontok mértani helye?

3.3. Szamolas

3.1. (MS) A P pont az O csicsi

a) 78°%-os, b) 110°-os,

sz0g a, b széarai kozott helyezkedik el. Jelolje A illetve B a P pontnak az a illetve a b szar
egyenesére vonatkozé tiikkorképét. Hatdrozzuk meg az ABO haromszog szogeit !

Vialtozik-e az eredmény, ha P a szégtartomanyon kiviil helyezkedik el ?

3.2. (MS) A szdmegyenesen dolgozunk. El6szor a O-ra tiikkroziink. Mi lesz a
a) 10; b) —2
képe?
c) fejezziik ki az x képét z-szel!
d—f) Most tiikrozziink a 7-re! Mi lesz a 10, —2 és x képe?
g—i) Hatdrozzuk meg 10,—2 és x képét az a-ra vald tiikkrozésnél is!

3.3. (M) A szdmegyenesen dolgozunk. Milyen geometriai transzforméciét ad meg az aldbbi
képlet ?
a)r — 2 —ux; b)r — 2+ c) x — 2z

3.4. (M) A koordinétasikon dolgozunk, pontokat tiikroziink kézéppontosan. Az els§ kozéppont
az origd. Mi lesz a

a) (9;=3); b) (2;2); c) (p;q)

pont képe?

d—f) Most tiikrozziink a (7,—1) pontra! Mi lesz az a)—c) pontok képe?

g—i) Es ha az (a;b) pontra tiikréziink, akkor hovd képzédnek az a)—c) pontok?

3.5. (MS) A koordinatasikon dolgozunk, pontokat tiikroziink tengelyesen. Az elsé tengely az
z-tengely. Mi lesz a

a) (9;-3); b) (2;2); c) (p;q)

pont képe?

d)—f) Most tiikrozziink az y = 3 egyenletii egyenesre! Mi lesz a fenti pontok képe?
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3.4. Szerkesztések 3 fejezet. Egybevagdsagok

g)—i) Es az z = a egyenletii egyenesre valé titkrozésnél hova keriilnek az a)—c) pontok?
J)-1) Es az & = y egyenletii egyenesre val6 tiikrozésnél mi az a)—c) pontok képe?
m)—o) Végiil tiikkrozziink a fenti pontokat az x + y = 4 egyenletii egyenesre!

3.6. (M) A koordindtasikon dolgozunk, olyan cstsztatva tiikrozést (1dsd a 4.1. feladatot) alka-
Imazunk a megadott pontokra, amelynek tengelye az AB egyenes, vekrora pedig az AB vektor.

Legyen el6szor A(0;0), B(0;4). Mi lesz a

a) (9;-3); b) (2;2); c) (p;q)

pont képe?

d)—f) Es A(1;0), B(1;4) esetén mi lesz a a fenti pontok képe?

g)—i) Most A(0;0), B(3;3). Mi lesz az a)—c) pontok képe?

j)-1) Végil A(1;0), B(3; —2). Hatdrozzuk meg a amegadott pontok képét!

3.7. (M) A koordinatasikon dolgozunk, pontokat forgatunk el 90°-kal. Az els6 kozéppont az
origd. Mi lesz a

a) (9;-3); b) (2;2); c) (p;q)

pont képe?

d)—f) Forgassunk (3,0) koriil! Mi lesz a fenti pontok képe?

g—1) Oldjuk meg az eléz6 feladatokat a megadott pont koriili —90°-os forgatds esetén is!

3.8. A koordinatasikon dolgozunk. Milyen geometriai transzforméciét ad meg az alabbi képlet ?
a) (z;y) — (2—-2;5 —y); b) z — (2+2;5+y) c) (z,y) — 2—-2,5+y)
d) (z,y) — 2—-y,5+x) e) (z,y) — (2+y,5—x) f) (z,y) — (22,y)

3.9. (M) Adjuk meg azokat az egybevagdsagi transzformaciokat (eltolast, kozéppontos tiikrozést,

tengelyes tiikrozést, forgatdst, csisztatva tiikrozést), amely az aldbb megadott A pontot A’-be
és egytuttal B-t a B’-be képezi.

a) A(2;1),B(3;1),A’(2;4), B'(3;4) b) A(2;1),B(3;1), A'(3;4), B'(4;4)

c) A(2;1),B(3;1), A'(=1;4), B'(-1;5) d) A(2;1), B(3;1), A'(0;5), B'(0;6)
3.10. (M) Az Nj négyzet csicsai a koordinatarendszer aldbbi pontjai:

A(0;0), B(1;0), C(1;1), D(0;1).

a) Hanyféleképpen betlizheték meg az

(1;3), (2;3), (2;4), (1;4)

cstucsok az A’, B, C', D’ betiikkel tgy, hogy az igy kapott A’B'C'D’ négyszog egybevagd
legyen az ABC D négyzettel ?

b) Adjuk meg mindegyik esetben azt az egybevigdsédgi transzformaciot is (tengelyével, kozép-
pontjaval, szogével, vektoraval stb), amely az ABC D négyzetet az A’ B'C’' D’ négyzetbe képezi!

3.4. Szerkesztések

3.1. (S) Adott az a kor, az F pont és a b egyenes. Szerkesztendé az AB szakasz gy, hogy A
illeszkedjék a-ra, B a b-re és F' az AB felez6pontja legyen.
Diszkutaljuk a megoldasok szamat!

3.2. (S) Adott a b és a c egyenes valamint az A pont. Szerkessziink olyan ABC' szabdlyos
haromszoget, amelynek B csicsa a b egyenesre, C csuicsa c-re illeszkedik!
Diszkutéaljuk a megoldasok szamét!
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3 fejezet. Egybevagdsagok 3.5. Kézéppontos tiikrdzés

3.3. (S) Szerkesztend6 az ABC D trapéz, melynek AB és C'D alapja rendre 7 cm és 4 cm, BC
és DA szara pedig rendre 3 és 2 cm.
Hany ilyen trapéz van?

3.4. (MS) Adott az a és a b egyenes valamint az F' pont. Szerkesztendd az AB szakasz ugy,
hogy az A pont illeszkedjék az a egyenesre, B pedig a b-re és az F' pont felezze az AB szakaszt.

3.5. (MS) [23] Adott két metsz6 kor. Szerkessziink paralelogrammadt, amelynek két csicsa a
két kor két kozos pontja, harmadik cstcsa az egyik, negyedik csiicsa a masik kérén van.

3.5. Kozéppontos tiikrozés

A téméaban kordbban volt: G.I1.5.5., G.I.5.11., G.I.5.7., 3.3, 3.1, 3.4., 3.8. a).

3.1. [23] Mutassuk meg, hogy kozéppontos tiikrozésnél
a) barmely szakasz és képe parhuzamosak vagy egy egyenesbe esnek;
b) egy egyenes pontosan akkor fix, ha dtmegy a kézépponton.

3.2. Kozéppontos tiikrozésnél milyen helyzetli az eredetihez képest egy
a) irdnyitott egyenes b) vektor
képe? Van-e a kozéppontos tiikrozésnek fix
c) irdnyitott egyenese d) vektora?

3.3. Harom pont és a sik egy pontjara kdzéppontosan tiikrozott képeik hany pontbdél allé pon-
thalmazt alkothat? 3, 4, 5, 6 koziil melyik lehetséges? Ha rogzitjiik a harom pontot, akkor hol
lehet a tiikkrozési kozéppont, hogy ne hat kiilonb6zé pontot kapjunk?

3.4. a) Van-e olyan hiromszog, amely kozéppontosan szimmetrikus?
b) Melyek a kozéppontosan szimmetrikus négyszogek ?
c) Es az 6tszogek koziil melyekeknek van kozéppontos szimmetridja?

3.5. (M) Adott egy paralelogramma.
a) Melyek azok az egyenesek, amelyek a paralelogrammaét két egybevagd négyszogre vagjak?
b) Milyen egybevigdsagi transzformacié viszi az egyik részt a mésikba?

3.6. Adott a sikon két pont. Tukrozzik az egyiket kozéppontosan a méasikra csak korzovel, tehat
vonalzé alkalmazasa nélkiil!

3.7. [23] Tiikrozziik a szabédlyos hdromszoget a kozéppontjara. Mi lesz az eredeti és a tiikrozott
héromszog kozos része?

3.8. Adott két parhuzamos egyenes.
Mi azon pontok mértani helye, amelyekre vald tikrozés egymaésba viszi a két egyenest?

3.9. (MS) Adott két pont.
a) Adjuk meg az Gsszes olyan egyenest, amelyt6l a két pont egyenld tédvolsigra van!
b) Melyek azok az (irdnyitott) egyenesek, amelyektdl a két pont elGjeles tévolsiga egyenld?
c) Melyek azok az (irdnyitott) egyenesek, amelyektsl a két pont eléjeles tévolsdga egymas
ellentettje?
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3.6. Tengelyes tiikrdzés 3 fejezet. Egybevagdsagok

3.10. (M) Szerkessziink egyenest, amely egy haromszog hirom csicsatél egyenld tévolsdgban
halad.

Lasd még a 14.1., 14.2. feladatokat

3.11. (S) Adott két kor. Egyik metszéspontjukon at szerkessziink olyan egyenest, amelybél a
két kor egyenld hosszi hart metsz le!

3.12. Milyen alakzatot alkot
a) egy haromszog az oldalfelezépontjara tiikrozott képével egyiitt ?
b) egy trapéz egyik szardnak felezGpontjéval egyiitt?

3.13. (S) [23] Szerkessziink trapézt, ha ismerjiik két atl6jat, az atlok szogét és az egyik alapot.

A témaval kapcsolatosak még az alabbi példéak is: 3.1., 3.6., 3.1., 3.2.

3.6. Tengelyes tiikrozés

Korabban volt: G.1.5.1.-G.I.5.4., G.1.5.2-G.1.5.5., G.I.5.1., G.1.5.2.
Javasolt feladatok a Geometriai feladatok gytijteménye I. kétetb&l[23]: 346-348., 355., 356.,
358., 359., 360., 362., 363., 364., 368., 372., 373., 374., 377., 380., 383., 384.*

3.1. (MS) Tekintsiik az ABC héromszoget és a P pontot. Tegyiik fel, hogy a P pontnak
a haromszog AB, BC illetve C'A oldalegyeneseire vonatkozé Po, P4, Pp tiikérképei valodi
haromszoget alkotnak és jelolje e haromszog korilirt korének kozéppontjat Q.

a) Mutassuk meg, hogy a PA és QA, a PB és @B, illetve a PC' és QC egyenesparok szogfelezbi
megegyeznek az ABC' haromszog (kiils6 és belsd) szogfelezbivel (ldsd az 1. dbrét)!

3.1.1. abra.

b) Mutassuk meg, hogy a @) pontnak az ABC haromszog oldalegyeneseire vonatkozo Qc, Q 4,
Qp tikorképei alkotta Q4QpQc haromszog koriilirt korének kézéppontja P!

Ide tartozhat még: 5.2.

17



3 fejezet. Egybevagdsagok 3.7. FEltolds

3.7. Eltolas

A téméban korabban volt: G.I.5.8., G.I.5.9., 1.3., 3.8. b).
Javasoljuk még a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotet[23] 501., 503., 505. 507. feladatait.

3.1. (M) [17] Két R sugaru kor a T pontban érinti egymést. Az egyikre illetve a maésikra
illeszked6 A, B pontokra AT B/ = 90°. Milyen hosszi az AB szakasz?

3.2. (MS) [17] Adott az ABCD téglalap és a belsejében az M pont. Mutassuk meg, hogy van
olyan konvex négyszog, amelynek oldalai az M A, M B, MC, M D szakaszokkal egyenlok, atl6i
merdlegesek és hosszuk a téglalap AB, CD oldalaival egyenlé.

3.3. (M) Szerkesztendé ABCD négyszog, melynek oldalai AB =6 cm, BC' =10 cm, CD =9
cm, DA = 4 cm hosszisaguak és a szemkoztes AD, BC egyenesek szoge 45°.

3.4. (MS) [13] Adott két kor és egy egyenes. Szerkesztendd az adott egyenessel parhuzamos
egyenes, amelybdl a korok altal kimetszett hiurok

a) egyenld hossziak;

b) hosszanak Gsszege egy eldre adott szakasszal egyenlé.

3.5. (MS) Adott az e, egyenes, a rd nem illeszked6 By és C7 pont valamint az a szakasz.
Szerkesztend6 az ABC egyenld szart haromszog, melynek AC, AB széraira illeszkedik a két
adott pont, mig a hosszisagi BC' alapja az e, egyenesre illeszkedik.

3.6. (M) [13] Adott az ABCD négyszog négy oldalanak hossza, tovibbd az AB oldal Fup
felezési pontjat a C'D oldal Fop felezési pontjaval 6sszekoté szakasz. Szerkessziik meg a né-
gyszoget!

3.7. Mutassuk meg, hogy ha egy négyszog oldalai a, b, ¢, d, a szemkoztes a, ¢ oldalak felez6pon-
tjat Osszekoto szakasz eq., a masik két oldal felezépontjat 6sszekoto szakasz epq akkor

a) ey <c+d;

b) ha ey, = ctd akkor a négyszog trapéz;

2
c) ha egp + eoq = LHFd

, akkor a négyszog paralelogramma.

A témaéhoz tartozik még: 3.8., 11.2.

3.8. Legrovidebb utak

3.1. Adott a d egyenes valamint d egyik oldaldn a P és a @ pont. A d egyenesen értelmezett
f figgvény a D € d ponthoz a PD, DQ szakaszok hosszénak 6sszegét rendeli. Legyen pl. d az
x-tengely és P(0;1), Q(4;3).

a) Abrazoljuk az f fiiggvény grafikonjat!

b) Sejtsitk meg mely D pontban veszi fel f a minimumat!

c) Hol lesz a minimum abban az esetben, amikor P(0; —1), Q(4;3) és d tovabbra is az -
tengely ?

3.2. (MS) Adott a d egyenes valamint d egyik oldalan a P és a () pont. Hatdrozzuk meg a d
egyenesen azt a D pontot, amelyre a PD, DQ szakaszok hosszanak 0sszege a lehetd legkisebb!
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3.9. Forgatds 3 fejezet. Egybevagdsagok

3.3. (MS) Egy szogtartomény belsejében adott a P pont. Hatarozzuk meg az a, b szogszarak
azon A, B pontjait, amelyre a PA, AB szakaszok hosszanak Gsszege a lehet6 legkisebb!

3.4. (MS) Adott egy szog, csticsa O, szarai az a, b félegyenesek, adott tovibba a szdg szérai
kozott a P pont. Hatarozzuk meg az a, b félegyenesek azon A, B pontjait, amelyre a PA, AB,
BP szakaszok hosszdnak Osszege a lehetd legkisebb!

3.5. (MS) Adott az ABC héromszog. Hatarozzuk meg a haromszog BC, C' A, AB oldalaira
illeszked6 P4, Pp, Pc pontokat tgy, hogy a PaPpPc haromszog Keriilete a leheto legkisebb
legyen!

3.6. (MS) Mutassuk meg, hogy a haromszog oldalegyenesére valo titkkrozés a a talpponti hdrom-
sz0g két oldalegyenesét egymasra képezi.

3.7. Mutassuk meg, hogy a haromszog magassagpontja a haromszog talpponti haromszégében a
beirt vagy a hozzairt kor kézéppontja aszerint, hogy a haromszog hegyesszogii vagy tompaszogii.

3.8. (MS) Adottak az egymassal parhuzamos e, f egyenesek és az P, () pontok ugy, hogy a PQ
szakasz mindkét adott egyenest metszi. Keressiik meg az e, f egyeneseken az F és F' pontot ugy,
hogy E'F mer6leges legyen e-re és f-re és emellett a PEF(@Q torottvonal a lehetd legrovidebb
legyen!

3.9. Az adott ABC belsejében hatdrozzuk meg azt a P pontot, amelyre a PA, PB, PC sza-
kaszok hosszanak Osszege a lehet6 legkisebb.

3.9. Forgatas

A téméban korabban szerepld feladatok:

G.I.5.7., G.1.5.8., G.I.5.2., G.I.5.5., G.I.5.6., G.I.5.1., G.1.5.3.,G.1.5.4.,G.1.5.5., G.I.5.1.-G.1.5.5.,
G.1.18.21.,

3.4.; 3.6., 3.10, 3.2.

3.1. (M) Dolgozzunk dinamikus geometriai szerkesztéprogrammal. Vegyiink fel két egyenld
oldalhosszti szabdlyos hatszoget. Cstcsaik

a) azonos b) ellenkez6

koriiljarasban legyenek A, Ao, As, A4, As, Ag illetve By, Bo, Bs, By, Bs, Bg és szerkessziik
meg az AlBl, A2B2, Ang, A4B4, A5B5, A6B6 szakaszok

I. felez6pontjat II. felezémerdlegesét

Vizsgéljuk az igy ad6do egyenesek illetve pontok rendszerét! Tegyiink megfigyelést, fogalmaz-
zunk meg sejtést!

3.2. (M) Mekkora szoget zar be egy
a) egyenes b) irdnyitott egyenes
valamely O pont koril v szoggel elforgatott képével ?

3.3. (M) [23] Mutassuk meg, hogy ha két alakzat egymdsba forgathatd, akkor barmely két
megfelel6 pont meghatarozta szakasz felezGmerélegese atmegy a koézépponton !
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3 fejezet. Egybevagdsagok 3.10. Vegyes feladatok

3.4. (M) Vegyiink fel a sikon két egységnyi oldali szabalyos haromszoget gy, hogy az egyik
hiromszog oldalai ne legyenek parhuzamosak a masik haromszog oldalaival.

a) Hény olyan forgatas van, amely az egyik hdromszoget a mésikba viszi?

b) Szerkessziik meg ezen forgatdsok centrumat!

3.5. (M) Adott szdgi elforgatds egyértelmiisége
Ha adott az egymastél kiilonb6z8 A és B pont, valamint egy v € (0°,360°) szog akkor pontosan
egy olyan O, pont van, amely koriili v szogi elforgatas A-t B-be képezi.

Megjegyzés
A v = 0° kimaradé értékhez tartozé transzformacié az AB vektorral valé eltolas.

3.6. [12] Osszehajthat6 téglalap alaki alaki asztalt akarunk késziteni oly médon, hogy az
asztallap osszehajtva az ABC D, derékszoggel elforgatva az A’B'C'D’ és szétnyitva a B1B'C'C}
helyzetet foglalja el (lasd az 1. abrat).

Hova kell elhelyezniink a forgastengelyiil szolgal6 csapszeget ?

By C
D C
Al 1D/
A B
B/ C
3.6.1. abra.

Tovabbi feladatok a Geometriai feladatok gyfijteménye I. kotetbél[23]: 462-467., 469., 473.,
AT6.*, AT9-481., 486.

3.10. Vegyes feladatok

3.1. (S) [23] Szerkessziink haromszoget, ha adott
a) egy oldalhoz tartozé silyvonal, az oldallal szemkozti szog és egy masik oldal;
b) egy oldal, a hozza tartozé magassag és egy masik oldalhoz tartozé stlyvonal;
c) egy oldal, a mésikhoz tartoz6 sulyvonal és a harmadikhoz tartozé magassag;
d) hérom sulyvonal.

3.2. (S) [23] Szerkessziink trapézt, ha adott a két parhuzamos oldal Gsszege, tovabba
a) a szarak hossza és a trapéz magassiga;
b) az alapon fekvd két szog és a trapéz magassiga;
c) az 4tlok hossza és egyik széra.

3.3. (S) Adott két metsz6 egyenes és egy pont. Szerkesztendd négyzet, amelynek
a) kozéppontja; b) egyik csiicsa
az adott pont még egy-egy (tovabbi) csticsa az adott egyeneseken helyezkedik el.
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3.10. Vegyes feladatok 3 fejezet. Egybevagdsagok

3.4. (S) [21] Az M pont a t teriiletit ABC'D téglalap belsejében helyezkedik el. Mutassuk meg,
hogy
t<AM -CM + BM - DM.

3.5. [21] Adott az ABC héromszog. Az AC egyenesnek az AB, BC egyenesekre vonatkozo
tengelyes tiikorképei egymést a K pontban metszik. Mutassuk meg, hogy a BK egyenes atmegy
az ABC hiromszog koriilirt koérének koézéppontjan.
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3 fejezet. Egybevagdsagok 3.10. Vegyes feladatok
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4. FEJEZET
Egybevagdsagi transzformaciok kompozicidja

Egybevdgdsdgi transzformdcio: A sik olyan énmagéara valé leképezése, amelynél barmely két pont
tavolsdga megegyezik a képeik tavolsagaval.

Egybevigbdsagi transzformécié pl a tengelyes tiikrozés, az elforgatds és az eltolas is. Van-e
mas?

Két egybevigdsdgi transzformécié egymads uténi elvégzésébol szarmazo transzformécio (a két
transzformacié kompozicidja) is egybevagosdg. Juthatunk-e ilymédon tjfajta transzformaciohoz ?

A sik egy onmagéira vald leképezését irdnyitdstartonak nevezziik, ha barmelyik haromszog
koriiljardsa megegyezik képének koriiljardsaval. A transzformécié irdnyitdsvdltd, ha barmelyik
haromszog és képe egymadssal ellentétes koriiljarasa. A tengelyes tiikrozés iranyitasvalto. Paratlan
sok tengelyes tiikrozés kompozicidéja irdnyitasvaltd, mig paros soké irdnyitastarto.

A sik irdnyitastarté egybevagdsagait mozgds-nak is szokds nevezni.

A témahoz tartozé alapvetd segédanyag [10][27-45. o.].

4.1. Kisérletezés

Az alabbi feladatokhoz hasznalhatunk dinamikus geometriai szerkesztOprogramot.

4.1. Adott a k kor és annak t1, to dtmérdegyenesei. Tekintsiik a kor P pontjat, legyen P’ a P
pont ti-re tiikkrozott képe és P’ a P’ pont to-re tiikrozott képe. Rajzoljuk ki a PP” egyenesek
rendszerét, tegyiink megfigyelést,fogalmazzunk meg sejtést, probaljuk meg igazolni!

4.2. Vegyiik fel az egymést 30°-ban metszd t1, t2 egyeneseket és az ABC haromszoget, amelynek
mindegyik oldala kiilonboz6.

a) Szerkessziik meg az ABC haromszog ti-re vonatkozd A B1Cy tiikorképét, majd annak a
to egyenesre vonatkozé AsBoCo tiikorképét! Milyen ismert transzforméciéval kaphaté meg az
Ay ByCy haromszog az ABC hiaromszoghdl?

b) Végezziik el a szerkesztést ugy is, hogy elébb tiikkroziink to-re és azutén ¢;-re! gy milyen
transzformacié viszi az eredeti haromszoget a legvégén kapott haromszogbe?

4.3. Milyen transzforméciéval helyettesitheté két egymast metszé tengelyre vald tikrozések
egymas utan elvégzésébdl szarmazoé transzformacid?

4.4. Vegyiik fel az egymassal parhuzamos, egyméstol 2 cm tavolsagra 16v6 1, to egyeneseket és
az ABC héaromszoget, amelynek mindegyik oldala kiillonbozé.

a) Szerkessziik meg az ABC' haromszog ti-re vonatkozd Aj B1Cy tiikkorképét, majd annak a
to egyenesre vonatkozd A BoCo tiikorképét! Milyen ismert transzforméacioval kaphaté meg az
Ay ByCy haromszog az ABC hiromszoghdl?

b) Végezziik el a szerkesztést tgy is, hogy el6bb tiikroziink to-re és azutén tq-re! Igy milyen
transzformacio viszi az eredeti haromszoget a legvégén kapott haromszogbe?
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4 fejezet. Egybevagdsagi transzformaciok kobypleiciojag: transzformdciok tikrozésekbdl

4.5. Milyen transzformaciéval helyettesithetd két egyméssal parhuzamos tengelyre valé tiikrozések
egymds utan elvégzésébdl szarmazoé transzformacio?

4.6. Milyen transzformacioval helyettesitheté harom egymast metsz6 tengelyre vald tiikkrozések
egymdas utan elvégzésébdl szarmazoé transzformacio?

4.7. Milyen transzformaciéval helyettesitheté harom egymassal parhuzamos tengelyre valé tiikrozések
egymds utan elvégzésébdl szarmazoé transzformacio?

4.8. Adottak az egy ponton atmend f,, fp, fo egyenesek. Szerkessziink olyan ABC haromszoget,
amely A-nal, B-nél, C-nél fekv6 belsé szogének belsé szogfelezbje rendre fq, fp, fo! Hany ilyen
haromszog van?

4.9. Adottak az egy ponton atmend f,, fp, fe egyenesek. Szerkessziink olyan ABC haromszoget,
amelyben a BC, C A, AB oldal felezémerélegese rendre f,, f3, f.! Hany ilyen hdromszog van?

4.2. Egybevagoésagi transzformaciok tiikrozésekbol

4.1. (M) Adott a sfkon az A és a B, valamint az A’ és a B’ pont, melyekre |[AB| = |A'B/|.
Mutassuk meg, hogy pontosan két olyan egybevagosagi transzformécié van, amelyik az A pontot
A’-be, a B pontot pedig B’-be képezi és igazoljuk, hogy az egyik transzformécié irdnyitastarto,
a masik pedig irdnyitasvalto!

4.2. Mutassuk meg, hogy a sik minden irdnyitdstarté egybevagésiga (azaz mozgéasa) el6all két
tengelyes tiikrozés, minden iranyitasvalté pedig harom tengelyes tiikrozés kompozicidjaként.

4.3. Adott a sikon két haromszog, ABC és A’ B'C’, melyek megfelelé oldalai egyenléek: AB =
= A'B', BC = B'C', CA = C'A’. Mutassuk meg, hogy egy és csakis egy olyan egybevigdsagi
transzformécié van, amelynél az A, B és C csics képe rendre A’, B’ és C'.

4.4. Igazoljuk, hogy a sik iranyitastartd egybevagosiga haromféle lehet:
— identitdas — a két tengely egybeesik;
— eltolds — a két tengely parhuzamos;

— elforgatas — a két tengely metszi egymast.

4.3. Kozéppontos tiikrozés

4.1. Van-e olyan alakzat, amely pontosan két kézéppontra szimmetrikus kézéppontosan ?

4.2. Adottak egy
a) haromszog a) négyszog

oldalfelez6pontjai. Szerkessziik meg a haromszoget (négyszoget)!

4.3. Adottak egy
a) haromszog b) négyszog c) Otszog

oldalfelezépontjai. Szerkessziik meg a sokszoget !
4.4. Mutassuk meg, hogy két kozéppontos tikrozés kompozicidja eltolas!

4.5. Mely esetekben lesz harom kézéppontos tiikrézés kompozicidja is kézéppontos tiikrozés?
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4.4. Csusztatva tikrézés 4 fejezet. Egybevagoésagi transzformaciok kompozicidja

4.4. Csusztatva tukrozés

4.1. Definicié: Ha adott egy ¥ vektor és egy azzal parhuzamos t egyenes, akkor a t tengelyre

c s 2

elvégzésébdl all6 transzforméciét, csiusztatva tikrézésnek nevezziik. A t tengely és a ¥ vektor a
csusztatva tiikkrozés tengelye illetve vektora.

Szamit-e az eltolas és a tikrozés sorrendje? Masik transzformaciét kapunk, ha forditott sor-
rendben végezziik el a tiikrozést és a tengelyével parhuzamos eltolast ?

4.2. A sik a, b és ¢ egyenesei koziil az elsd ketté parhuzamos egymassal, mig ¢ merdleges rajuk.
Az alabbi 6sszetett transzformécidék koziil hany kiilonb6z6 van?

aoboec, aocob, boaoc, bocoa, coaob, coboa

4.3. Adjuk meg mindazokat a cstusztatva tiikkrozéseket, amelyek onmagaba képezik a végtelen
négyzetracsot !

4.4. (M) Hatérozzuk meg a cstsztatva tiikkrozés
a) fixpontjait, b) fixegyeneseit!

4.5. Mutassuk meg, hogy cstusztatva tiikkrozésnél barmely pontot a képével 6sszekotd szakasz
felez6pontja illeszkedik a cstisztatva tiikrozés tengelyére!

4.6. (M) Adott a sfkon két pont és két egyenes: A, A’ a és d/, az A pont illeszkedik az a
egyenesre, az A’ pont pedig az a’ egyenesre. Adjuk meg mindazokat a csisztatva tiikrozéseket,
amelyek az A pontot az A’-pontba az a egyenest pedig az a’ egyenesre képezik!

4.7. (M) Hérom tengelyes tiikrozés kompozicigja

— tengelyes tiikkrozés, ha a harom tengely egy kézos ponton megy at, vagy mind parhuzamosak
egymassal;

— csusztatva tiikkrozés, ha a harom tengely nem megy at egy koézos pontos és nem is mind
parhuzamos egymassal.

4.8. Mutassuk meg, hogy ha egy iranyitasvalté egybevigdsig nem tengelyes tiikrozés, akkor
cstsztatva tiikrozés.

4.9. Hjelmsev tétele
Igazoljuk, hogy ha ABC és A’B'C’ ellenkezd koriiljarasia egybevagd haromszogek, akkor az
AA', BB', CC' szakaszok felez6pontjai egy egyenesen vannak!

4.10. Mutassuk meg, hogy az a, b, ¢ egyenesekre pontosan akkor teljesiil, hogy egy ponton
mennek &t vagy parhuzamosak, ha az (a - b - c)? transzformécié (ahol az egyenesre vonatkozé
tiikrozést ugyanazzal a betiivel jeloltiik, mint magit az egyenest) az identitds, azaz

aobocoaoboc=id.
4.11. (M) Mutassuk meg a tengelyes tiikrozések és kompoziciok tulajdonsdgai segitségével,

hogy a haromszog
a) oldalfelez6 merdlegesei b) szogfelezéi

egy ponton mennek at (vagy parhuzamosak)!
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4 fejezet. Egybevagoésagi transzformacidok kompézieibjatisok kompozicidja feladatokban

4.12. (MS) [13] Az ABC héromszog oldalegyenesei AB = ¢, BC' = a, CA = b, a magassa-
gok talppontjai Tc € AM, T4 € BC, Tp € C'A. Tekintsik az a, b, ¢ egyenesekre vonatkozo
a) Mutassuk meg, hogy az a transzforméci6 olyan cstsztatva tiikrozés, amelynek tengelye a
talpponti haromszog ToT 4 oldala!
b) Fejezziik ki a cstisztatva tiikrozés eltolasvektoranak hosszat a TyTpTc talpponti haromszog
oldalaival!

4.13. (M) A konvex ABCD négyszog AB és CD oldalai egyenl? hossziiak, az atléit felez? E
és F pontok kiilonboz 7k. Bizonyitsuk be, hogy az E'F egyenes az AB és C'D oldalakkal egyenl?
szogeket zar be!

4.5. Forgatasok kompoziciéja feladatokban

4.1. (M) [7] Az ABC héromszog AB, BC oldalaira, mint atfogdkra, kifelé allitottuk az ABP,
BCQ egyenl6 szaru derékszogi haromszogeket. Hatarozzuk meg a PKQ/ szog nagysagat, ahol
K az AC szakasz felezOpontja.

4.2. Az a, begyenesek szoge 36°. Egy Ay € a, By € b pontparbdl (A9 By = o) kiindulva képezziik
az Ay € a, B € b sorozatot az

By_1Ay = Ay By, Ay # Ap_1, By, # B4

szabalyok szerint. Igazoljuk, hogy a sorozat periédikus. Mi a periédusa?

4.3. (M) Ismeretes, hogy egy konvex négyszogbe pontosan akkor irhaté kor, ha a szemkoztes
oldalak hosszanak Osszege egyenld:
a+c=b+d.

Altaldnositsuk a formuldt! Adott a sikon négy egyenes, melyek koziil semelyik hdrom sem megy
at egy ponton. Mi annak a feltétele, hogy legyen olyan kor, amely mind a négy egyenest érinti?
Adjuk meg ennek feltételét a négyszog oldalai hosszanak segitségével !

4.4. (M) Az ABC héromszog AB oldaldn adott a D pont. Jelélje P az ACD, BCD harom-
szogekbe irt korok AB-tél kiilonb6z6 kozos kiilsé érintéjének a C'D szakasszal valé metszéspon-
tjat. Igazoljuk, hogy a C'P szakasz hossza fiiggetlen a D pont valasztasatol!

4.5. (M) Az ABC haromszog AB oldalan adott a D pont. Jelolje T' az ABC' haromszogbe
irt kor és az AB oldal érintési pontjat. Mutassuk meg, hogy T illeszkedik az ACD, BCD
héromszogekbe irt koroknek egy AB-tdl kiillénbo6z6 kozos érintéjére is!

4.6. Szimmetriak

Korabban volt a témaban: 77.

4.1. A tg, ty, tg, t12, t16 egyenesek egymast az O pontban metszik és az 1. dbran lathaté médon
helyezkednek el, a szomszédos egyenesek szoge mind a négy szomszéd-par esetén éppen 4°. Igaz-e,
hogy ha egy alakzat tiikros

a) to-ra és tg-ra, akkor tig-ra is titkkros?

b) to-ra és tig-ra, akkor tg-ra is titkros?

c) to-ra és tg-ra, akkor t4-re is tiikros?

Bizonyitsunk, illetve mutassunk ellenpéldat!
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4.6. Szimmetridk 4 fejezet. Egybevagoésagi transzformaciok kompozicidja

16
12
tg
ty
to
0]
4.1.1. abra.

4.2. (M) Van-e olyan alakzat, amely egybevig 6nmaga egy valddi részhalmazéval ?
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4 fejezet. Egybevagodsagi transzformacidok kompozicigja 4.6. Szimmetridk
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5. FEJEZET
Keriileti szogek 1.

A fejezet téméjaval kapcsolatban ldsd még a a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotet[23]
hasonlé cimi fejezetének példait.

5.1. Ismétlés: Thalesz tétele

5.1. Vegytik fel a stkon az egymaéstol kiillonbo6z6 A és O pontot. Vegytink fel egy A ponton atmend
a egyenest és szerkesszilk meg a-nak az O pont koriili 90°-o0s elforgatottjaval vett a N 0% (a)
metszéspontjat!

a) Szerkessziik meg tiz kiillonb6zé A-n dtmend egyenesre ezt a metszéspontot és vizsgaljuk az
igy kapott tiz pont elhelyezkedését !

b) Dinamikus geometriai szerkesztOprogrammal rajzoljuk meg az igy kaphaté pontok mértani
helyét (tehét A, O rogzitett, mig a befutja az Gsszes A-n dtmend egyenest)!

5.2. (S) Dr Agy megrajzolta a k, [ korok P metszéspontjan at (lasd az 1. abrat) a korok PK,
PL atmér6it. Abrajan az e = KL egyenes k-t még Fj pontban, [-t még Ej-ben metszette.

5.2.1. abra.

a) Igazoljuk, hogy az 1. dbrén PEy K/ = PE; L/ = 90°!
b) A PEyE; haromszognek két derékszoge is van. Lehetséges ez?

5.3. a) Mutassuk meg, hogy a hegyesszogli haromszog belsé pontjabdl az oldalakra &llitott
merdleges szakaszok a haromszoget harom hiarnégyszogre bontjak!

b) Hogyan mdédositsuk tartalmasan az allitast, hogy tompaszogii haromszogre, illetve a hdrom-
sz0g kiilséjében valasztott pontra is teljesiiljon?

5.4. Jelolje az ABC haromszog magassagpontjat M, a magassidgvonalak talppontjait Ta, Tg,
Tc. Az emlitett hét pont (A, B,C,M,T4,Tp,Tc) kozill hanyféleképpen vilaszthaté ki négy,
amelyek egy kéron vannak az ABC haromszog tetszbleges valasztasa esetén?

5.2. El6zetes vizsgalatok

5.1. Minden hdromszdg szabdlyos
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5 fejezet. Keriileti szogek I. 5.2. Elobzetes vizsgdlatok

Dr Agy megszerkesztette az ABC' haromszog BC' oldalanak e felezGmerdlegesét valamint a
hiromszog A-nél fekvé szogének f szogfelezdjét. Ezek metszéspontjat abrajan P jeldli, mig P-bol
az AC, AB oldalakra allitott merdlegesek talppontjat Tp illetve T (14sd az 1. dbrét).

A

T
To B

5.1.1. abra.

Dr Agy igy gondolkodik:

1. A P pont a BC szakasz felezémerélegesén van, igy BP = CP.

2. A P pont a BAC szbg szogfelez6jén van, és a szogfelez6 pontjai a szaraktdl egyforma
tavolsagra vannak, igy PTc = PT1p.

3. Ha két derékszogii haromszogben egyenlék az atfogdk és az egyik befogd is, akkor a két
haromszog masik befogdja is egyenlé egymassal.

4. A PT¢B, PTpC haromszogek To-ben illetve Tp-ben derékszogliek, igy az elébbi 1., 2. és
3. allitasok miatt BTy = CTpg.

5. A PTc A, PTA haromszogek To-ben illetve Tp-ben derékszogiiek, PA oldaluk kozos, igy
az elébbi 2. és 3. allitasok miatt ATo = ATp.

6. A 4., 5. allitasokbdl kovetkezik, hogy AB = AC. Valdéban AB = AT +TcB, AC = AT +
+ TpC és ha egyenl6khoz egyenléket adunk, akkor egyenlSket kapunk.

7. Ehhez hasonléan barmely haromszog barmelyik két oldalardl igazolhatd, hogy egyenld
hosszisaguak, tehat minden haromszog szabalyos.

Tehat minden haromszog szabalyos? Van-e hiba Dr Agy gondolatmenetében? Ha igen, hol?

5.2. Igazoljuk, hogy ha a k kér A, B, C, D pontjai Ggy helyezkednek el, hogy a k kor BC
irdnyitott ive egyenld a kor DA irdnyitott ivével, akkor az AB, C'D egyenesek parhuzamosak!

5.3. (MS) Dolgozzunk dinamikus geometriai szerkesztéprogrammal!

Vegyiink fel egy kort (k) és rajta harom pontot (A, B, C'). Szerkessziik meg a kér A pontot
nem tartalmazé BC ivének felezépontjat (Hy).

a) Tiikrozzilk a B pontot az AH, szakasz felezémerSlegesére (B'). Vizsgéaljuk az &brat,
tegyiink megfigyelést, fogalmazzunk meg sejtést a H 4 B’ AC négyszoggel kapcsolatban, probaljuk
meg igazolni!

b) Vizsgaljuk a BAH s<t, H4AC'< szogek nagysdgat!

5.4. (S) Vegyiik fel a P pontot az ABCD négyzet k koriilirt korének révidebbik BC tvén és
hatérozzuk meg a
a) APC«, b) APD<, c) BPAq, d) BPC«

szoget !
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5.3. Tételek 5 fejezet. Keriileti szogek I.

5.5. Vegytik fel a sikon az egymaéstdl kiillonboézé A és O pontot. Vegytink fel egy A ponton
atmend a egyenest és szerkessziik meg a-nak az O pont koriili +60°-os elforgatottjaval vett
a N 0% (a) metszéspontjat!

a) Szerkessziik meg tiz kiillonb6zé A-n dtmend egyenesre ezt a metszéspontot és vizsgaljuk az
igy kapott tiz pont elhelyezkedését !

b) Dinamikus geometriai szerkesztOprogrammal rajzoljuk meg az igy kaphaté pontok mértani
helyét (tehdt A, O rogzitett, mig a befutja az 6sszes A-n dtmend egyenest)!

5.6. Vegylk fel a sik egy A pontjat és rogzitsiink egy 7 elforgatdst, tehat vegyiink fel egy A-tdl
kiillonboz6 O forgasi kézéppontot és egy ¢ irdanyitott szoget.

Tekintsiink egy A ponton atmend a egyenesnek az elforgatisnal szdrmazé képével alkotott
P = a N 7(a) metszéspontjat. Szerkesszlink meg kérzével és vonalzéval 10 ilyen P pontot, vagy
rajzoltassuk ki a P-k mértani helyét dinamikus geometriai szerkesztéprogrammal (tehdt A, O,
¢ rogzitett, mig a befutja az Gsszes A-n dtmend egyenest)!

Prébéljuk tgy szerkeszteni a rajzot, hogy a ¢ szoget is valtoztathassuk, vizsgalhassuk a mér-
tani hely valtozasat ¢ értékének valtozasa kozben. Készitsiink szines dbrat, ahol a kiillonbo6z6 ¢
értékekhez tartozé mértani helyek kiilonb6z0s szinben lathatdk!

5.7. Vegyik fel a sik két pontjat, A-t és B-t és rogzitsiink egy ¢ iranyitott szoget. Keressiik
azokat a P pontokat, amelyekre az AP B< irdnyitott szog p-vel egyezik meg.

Szerkessziink meg korzovel és vonalzéval 10 ilyen P pontot, vagy rajzoltassuk ki a P-k mértani
helyét dinamikus geometriai szerkesztéprogrammal!

5.8. (S) Igazoljuk, hogy ha egy négyszog csticsai egy korén vannak (hirnégyszog), akkor két
szemkoztes belsd szogének Osszege egyenld a masik két szemkozti szogének Osszegével.

5.3. Tételek

5.1. (M) Legyen adva a sikon az egymadstdl kiilonb6z8 A és B pont tovabbd egy v € (0°,180°)
sz0g. Jelolje O azt a pontot, amely koriili 2y szogli elforgatas A-t B-be képezi és legyen k az O
kozéppontt A-t és B-t tartalmazd Kkor.
a) Azon C pontok mértani helye, amelyekbdl az AB irdnyitott szakasz - szogben latszik,
tehat
ACB< =~ (mod 180°), (1)

a k kor A-tél és B-t6l kiillonb6z6 pontjainak halmaza.
b) Ha A= C (ill. B = C) esetén AC (ill. BC) egyenesen a k kor A-beli (ill. B-beli) érint6jét
értjiik, akkor a (1) osszefiiggés ezekben az esetekben is teljestil.

Definicié
A tételben szereplé k kort az AB szakasz 7y szogil latokorének nevezziikk. Ha a ACB = ~
(mod 180°) akkor azt mondjuk, hogy az AB szakasz 7 szogben latszik a C' pontbdl.

5.2. Mutassuk meg, hogy ha egy (irdnyitott) szakasz két adott pontbdl egyenld (irdnyitott)
szogben latszik (mod 180°), akkor ez a két pont a szakasz két végpontjéval egy koron helyezkedik
el!

Formalisan: Ha A és B kiilonb6z6 pontok és az ea, fa, en, fp egyenesekre

A=eaN fa, B =epnN fB,

eaep<t = fafpt#0° (mod 180°),
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5 fejezet. Keriileti szogek 1. 5.4. Egyszeriibb szerkesztési feladatok

akkor az

A B

) eAmeBa fAme

)

pontok egy koéron vannak.

5.3. Mutassuk meg, hogy egy négyszog pontosan akkor hiurnégyszog, ha szemkoztes szogeinek
Osszege 180°.

5.4. Egyenld hosszi hurok keriileti szége is eqyenld

Mutassuk meg, hogy ha AB és C'D a k kor egyenl6 hossztisdgi hurjai és a k kor P, @ pontjai
ugy helyezkednek el, hogy a k kor P a a kor tetsz6leges pontjai (de P # A, P # B, Q # C,
Q # D, akkor APB/ =CQD/ vagy APB/ =180° — CQD/.

5.5. (S) Tekintsiik az AB szakasz folotti, o sz6ghoz tartozé 1atokorivek egyikét és az AB egye-
nesnek e latékorivvel azonos félsikjaban egy tetszéleges P pontot, amely nincs az AB egyenesen.
Az APB/ szbg

— egyenl6 a-val, ha P a latokoriven van,

— kisebb a-nal, ha P a latékoriven kiviil van,

— nagyobb a-ndl, ha P a latékoriv belsejében van.

5.6. (M) Adott két pont, A és B. Mi azon C pontok mértani helye a sikon, amelyekre az AC,
BC iranyitott egyenesek irdnyitott szoge

a) 180° b) 0° c) 90°

ha mod 360° szamolunk?

d) Altaldban mi lesz egy adott + szogh6z tartozé mértani hely, ha mod 360° szdmolunk ?

Az ivhez tartozo keriileti sz6g fogalméval kapcsolatban lasd az 5.5. feladatot.

5.4. Egyszeriibb szerkesztési feladatok

5.1. a) Szerkessziink 3 cm sugaru korbe olyan hiirt, amelyhez a kor egyik ivén 30°-os keriileti
sz0g tartozik!

b) Milyen messze van ez a hur a kor kézéppontjatol?

c) Adott a 4 cm hosszi AB szakasz. Szerkessziilk meg azon P pontok halmazdt, amelyre
APB/ = 30° (most az irdnyatatlan szog nagysigat — tehdt az irdnyitott szog abszolut értékét
— irtuk elé).

5.2. a) Szerkessziink 3 cm sugart korbe olyan hirt, amelyhez a kor egyik ivén 120°-os keriileti
sz0g tartozik!

b) Milyen messze van ez a hur a kor kézéppontjatol?

c) Adott a 4 cm hosszi AB szakasz. Szerkesszilk meg azon P pontok halmazdt, amelyre
APB/ = 120°.

5.3. a) Szerkessziik meg azon pontok mértani helyét, ahonnan egy adott szakasz elére adott
szogben latszik!

b) Adott az A és a B pont, valamint a 7 irdnyitott szog. Szerkessziik meg azon P pontok
mértani helyét, amelyekre APB<< =+ (mod 180°).
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5.5. Egyszerii szamitdsi feladatok 5 fejezet. Keriileti szogek 1.

5.4. Szerkesztend6 haromszog az alabbi adatokbdl:
a.l.) a =3 cm, a = 15°, m, = 8 cm;
a.2.) a=8 cm, a = 135°, my = 1,5 cm;
b.1.) a =3 cm, a = 30°, s, = 4 cm.
b.2.) a =8 cm, a = 120°, s, = 3 cm.
c) Adjuk meg a szerkesztési eljarast és diszkutdljuk az a), b) feladatokat az dltaldnos esetben!

5.5. (M) Szerkesztendd a haromszog, ha ismerjiik az egyik cstcsandl fekvé szogét és az ebbdl
a csucsbdl indulé magassag és siulyvonal hosszat.

5.6. (S) Szerkesztendé a haromszog, ha ismerjiik az egyik csticsandl fekvo szogét, az ebbdl a
csucsbdl induld stulyvonal hosszat, tovabba a kozrefogd két oldal hosszanak Osszegét.

5.7. Szerkessziink adott négyzet belsejében olyan pontot, amelybdl két szomszédos oldal egyike
90°-0s, masika 120°-o0s szogben latszik!

5.8. Szerkesztend6 az 5 cm oldali ABCD négyzet CD oldalegyenesén olyan P pont, amelyre
az APB/ nagyséaga
a) 30°, b) 45°, a) 60°.

5.9. Adott az AB szakasz, az e egyenes és a +y irdnyitott szdg. Szerkesztendd az e egyenesen
olyan P pont, amelyre APB< =+ (mod 180°).

5.10. Szerkesztend$ paralelogramma, melyben az atlék hossza 5 és 10 cm, egyik bels6 szoge
pedig
a) 135°, b) 60°.

5.11. Szerkesztend6 négyszog, ha adott két atloja, két szomszédos oldala és a méasik két oldal
alkotta szog.

5.12. a) Az ABC szabdlyos hdromszog kortilirt korének szerkesszitk meg olyan A B-vel parhuzamos
hurjat, amelyhez a koriilirt korben 45°-os keriileti szog tartozik!

b) Szerkessziink adott korbe adott egyenessel parhuzamos hirt, amelyhez adott keriileti szog
tartozik!

Néhany nehezebb szerkesztés a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotetbél[23], ahol a ne-
hézséget az okozza, hogy megfelel6 transzforméacié alkalmazasara is sziikség van: 375., 381.,
484.,

5.5. Egyszerili szamitasi feladatok

5.1. Az ABC haromszdg AB oldaldnak hossza 10 egység, mig a BC' A/ nagysiga

a) 30°, b) 45°, c) 60°, d) 90°, e) 120°, f) 135°,
g) 150°.

Milyen messze van a haromszog korilirt korének kozéppontja az AB oldal egyenesétdl 7 Hataroz-
zuk meg a hiaromszoég koriilirt korének sugarat is!

5.2. Hatédrozzuk meg az ABC haromszog C csicsnél fekvé belsé szogének nagysagét, ha a vele
szemkozti oldal hosszdnak és a koriilirt kor sugardnak 7 ardnya

a) 2, b) V3, c) V2, d) 1!
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5 fejezet. Keriileti szogek 1. 5.5. Egyszerii szdmitdsi feladatok

5.3. Igaz-e, hogy adott kérben
a) kétszer akkora hirhoz kétszer akkora keriileti szog
b) kétszer akkora keriileti szoghoz kétszer akkora hur
tartozik ?

5.4. Az egységnyi hossziusdgi szakasz o szogii latékorének sugarat jeldlje Ry, a hur és a kor
kozéppontjanak tavolsidgat d,. Pl Rgge = %, dgge = 0. Hatarozzuk meg

a) Ryse, dase, b) Roz 50, daz 50,

értékeit illetve

c) fejezzik ki R% és d% értékét R, és d, segitségével!

5.5. Ha adott az O kozéppontu k kor és annak egy i ive (ldsd az 1. abrét), akkor az i iv A,
B végpontjait a k kor i-hez nem tartozdé C pontjaval 6sszekoté szakaszok AC B/ szogét az i iv
keriileti szogének nevezziik. Mig adott kérben adott hiirhoz kétféle keriileti szog tartozhat, addig
adott korben az ivhez tartozd keriileti szog nagysaga egyértelmli. Az ivhez tartozé kozépponti
sz0g annak az AOB szognek a nagysiga, amely tartalmazza az i ivet. Ha tehat az ¢ iv nagyobb
egy félkornél, akkor ez a kdzépponti szog nagyobb 180°-nél.

5.5.1. abra.

Igaz-e, hogy adott kérben

a) kétszer akkora ivhez kétszer akkora kertileti szog

b) kétszer akkora keriileti szoghoz kétszer akkora iv

tartozik ?

Mutassuk meg, hogy

c) barmely iv kézépponti szoge kétszer akkora, mint az iv keriileti szoge!

5.6. Hatarozzuk meg az egységsugarta kor
a) %77, b) %77, c) m, d) %77, e) %77

hosszisdagu ivéhez tartozd keriileti szogét!

5.7. [23] Egy haromszog két oldala a koréirt korbol 128°-os illetve 70°-os koriveket metsz le.
Mekkorak a haromszog szogei?

5.8. [23] A kort egy hurja két ivre vigja. Az egyik iv pontjaibdl a hir 132°-os szogben latszik.
Mekkora szogben latszik a hir a mésik iv pontjaibol?

5.9. [23] Egy pontbdl a kérhéz hizott két érinté egymassal 65°-os szoget zar be. Mekkora
szogben latszik az érintési pontokat Gsszekotd hir a kor pontjaibdl?
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5.6. Gyakorls feladatok 5 fejezet. Keriileti szogek I.

5.10. (S) Az ABC haromszog szogei: ABC/Z = 68°, BCAZ = 83°, CABZ = 29°. A haromszog
koriilirt kézéppontja O, a B, C cstcsokhoz tartozdé magassagok talppontja rendre T és T, mig

a BC oldal felez6pontja F4. Hatarozzuk meg az aldabbi szogek nagysagat!
a) AOCZ, b) FAOCZ, C) BTBTcé, d) TBATcé.

5.11. (S) [23] Az 1. dbran a vastagon huzott ivek kertleti szogeit ismerjik. Szamitsuk ki ezek
segitségével az a sz0g nagysagat!

A\ /O

5.11.1. abra.

5.6. Gyakorlé feladatok

5.1. (M) Két konvex négyszog megfelel$ oldalai parhuzamosak és az egyik hurnégyszog. Kovetkezik-
e ebbdl, hogy a masik is az?

5.2. (M) Két harnégyszog koré irt korének sugara megegyezik és megegyeznek a megfeleld
szogeik is. Kovetkezik-e ebbdl, hogy egybevagdk ?

5.3. (M) Két harnégyszog koré irt korének sugara megegyezik és megegyeznek a megfeleld
szogeik is. Milyen tovabbi adataik egyenldségére kovetkeztethetiink ebbdl?

Ajénljuk a Geometriai feladatok gylijteménye aldbbi példait:
»Tajékozddéas”: 992., 993.,
,Legjobb szo6g”: (996., 997.,) 998., 999., 1000.
Specialis harnégyszogek: 1051.—1055.,
Altaldnos talppontok és hiirnégyszogek 1063., 1065.-1066.
Huarnégyszog szerkesztések: 1067. — 1069.
Szerkesztések: 1002.—-1012., 1038. — 1041., 1044.—-1045.
Izogonélis pont: 1016.-1019.
Erintkez8 korok: 1020.-1021., 1034.-1036. illetve lasd az idevagé feladatokat a 8. fejezetben!
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6. FEJEZET
Keriileti szogek II.

6.1. Kisérletek

6.1. Adott a k kor és rajta az A és a B pont. Futtassunk a C' pontot k-n és vizsgaljuk a BCAZ
kiils6 és bels§ szogfelezbjét!

6.2. (S)

Dolgozzunk dinamikus geometriai szerkesztéprogrammal!

a) Adott a k kor és rajta az A és a B pont. Futtassuk a C' pontot a kérén és minden helyzetében
mérjiik fel az AC oldal C-n tili meghosszabbitdsara a C B’ = C B szakaszt. Vizsgdljuk a B’ pont
mértani helyét!

b) Fogalmazzunk meg sejtést és bizonyitsuk is be!

6.3. A k, [ korok az A, B pontokban metszik egymast. Forgassunk egy egyenest A-n at és
minden helyzetében képezziik k, | korokkel alkotott (A-tdl kiilonb6z6) K és L metszéspontjat.

Vizsgaljuk a K LB haromszogek rendszerét illetve e haromszog nevezetes pontjainak mértani
helyét!

6.4. Dolgozzunk dinamikus geometriai szerkesztéprogrammal! Itt nem varunk bizonyitast, hanem
kisérletezést, sejtés megfogalmazasat.

Adott az ABC héiromszog.

a) Keressiik azokat a P pontokat, amelyeknek a haromszog oldalaira vonatkoz6 P4, Pg, Pc
tukorképei egy egyenesre illeszkednek.

b) Keressiik azokat a p egyeneseket, amelyeknek a haromszog oldalaira vonatkozo pa, pp, pc
tikorképei egy ponton mennek &t vagy parhuzamosak.

6.5. Adott az ABC haromszog és a P pont. Vizsgdljuk dinamikus geometriai szerkesztépro-
grammal a P ponton atmenoé p egyenesnek a haromszog oldalaira vonatkozd pa, pg, pc tikorképei
hatarolta haromszog nevezetes pontjainak mértani helyét, ha p befutja az 6sszes P-n atmend
egyenest! Sejtések megfogalmazasat varjuk.

6.6. Jelolje az egység atmér6ji kor h € [0;1] hosszi harjdhoz tartozéd kisebb (nem nagyobb)
ivének hosszat a(h), mig az o € R hosszisagi koriv végpontjait 6sszek6td har hosszat h(a).
Rajzoltassuk ki dinamikus geometriai szerkesztéprogrammal a h, « fiiggvényeket !

6.2. Két metszo kor

6.1. (M) A k, [ korok az A, B pontokban metszik egymdst. Tekintsiik a k korén a K pontot
és képezziik a KA egyenes és az | kor masodik metszéspontjaként az L pontot.

a) Mutassuk meg, hogy a K BL haromszog hasonlosig erejéig egyértelm, fiiggetlen a K pont
valasztasatol!

b) Hogyan fiigg a K BL/ szog a k, | korok szogétél?

Definicié: Két metszé kor szogén a korok (barmelyik) metszéspontjaban a korokhoz hizott
érintOegyenek szogét értjiik.
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6 fejezet. Keriileti szogek II. 6.2. Két metszd kor

6.2. (MS) A k, [ korok az A, B pontokban metszik egymést. Tekintsiik a k& koron a K pontot
és képezziik a KA, KB egyenesek és az | kor masodik metszéspontjait, az L4, Lp pontokat. A
k kor mely K pontjara lesz az LaLp szakasz hossza maximélis?

6.3. Adott két metszd kor és egy szakasz. Szerkesztendd a korok egyik metszéspontjan at

a) az eldre adott szakasszal egyenld hosszusdgu

b) a lehetd leghosszabb

szel§ (tehat az egyenes két korrel valé mésodik metszéspontjai kozti részét vizsgaljuk, ahogy
az 1. 4bran is lathatd).

VAN

6.3.1. abra.

6.4. Az ailletve a b egyenes dthalad a k, [ korok A illetve B metszéspontjan és a k, [ koroket A-n
illetve B-n kiviil még a K4, L4, illetve a Kp, Lp pontban metszi (ldsd az 1. dbrat). Mutassuk
meg, hogy a Ko4Kp, LaLp egyenesek parhuzamosak!

6.4.1. abra.

6.5. Adott két metsz8 kor, k és [. Hatdrozzuk meg az egyik metszésponton &t huzott egyenes
k-t még K-ban, I-t még L-ben metszi. Hatdrozzuk meg a KL szakasz F' felezGpontjdnak (lasd
az 1. 4brat) mértani helyét!

6.6. [23] Szerkessziink kort két egyenld sugaru kor egyik metszéspontja koriil. Igazoljuk, hogy
ennek a két korrel valé K, L metszéspontja (lasd az 1. dbrét) az eredeti korok B metszéspontjaval
egy egyenesen van!

6.7. (M) [19] * A 2003. évi II. Olimpiai Vilogatéverseny 2. feladata
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6.3. Az iv felezdpontja 6 fejezet. Keriileti szogek II.

L, o —

<3

Ky

6.5.1. abra.

6.6.1. abra.

A k, | korok metszéspontjai A és B. Valasztunk k-n két pontot, legyenek ezek K és Ko
(K, Ko, A és B négy kiilonboz6 pont). A K1 A, KoA egyenesek [-lel vals, A-tél kiilonbo6zé
metszépontjai legyenek Lq és Lo. Legyen M a K1 K5 és LjLo egyenesek metszéspontja.

Igazoljuk, hogy K7 és Ky kilonbo6z6 valasztdasainal a KqLiM haromszog koriilirt korének
koézéppontja mindig egy rogzitett koron lesz.

Lasd még a 6.10.-6.11., 6.12.-6.13. feladatokat. A téma egy magasabb szinten jraindul a 12.
fejezetben a 12.1., 12.1. feladatoktol.

6.3. Az iv felez6pontja

6.1. (M) Az ABC héromszogbe irhaté kor kozéppontja I, a BC oldaldhoz irhaté kor kozép-
pontja I 4. Bizonyitsuk be, hogy BICI, hirnégyszog.

6.2. (M) Igazoljuk, hogy az ABC haromszog C'AB szdgének belsd szogfelezdje felezi a kortilirt
kor A-t nem tartalmazé BC' {vét!

6.3. (M) Mutassuk meg, hogy a hdromszog barmelyik szogének szogfelezije és az azzal a szoggel
szemkozti oldal felezOmerélegese a haromszog kortlirt korén metszi egymast!

6.4. (M) Szerkesztend6 héromszog, ha adott két csicsa, valamint a koriilirt és a beirt kor
kozéppontja.
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6.5. (MS) Mutassuk meg, hogy az ABC hiromszog beirt korének I kézéppontjan, a BC' oldal-
hoz hozzairt kor I4 kézéppontjan valamint a B, C' csticsokon atmend kor (lasd a 6.1. feladatot)
kozéppontja az ABC hiromszog k koriilirt kérén van!

6.6. (M) Adottak a k korén az A és a B pontok. Hatdrozzuk meg a k-ba irt ABC'D trapéz
atléi metszéspontjainak halmazat, ha C és D valtozik.

6.7. (M) Adott az ABC héromszog k koriilirt kore és rajta a B és a C cstics. Hatdrozzuk meg
a haromszogbe frhaté kor kozéppontjanak mértani helyét!

6.8. (M) Messe az ABC haromszog A-bdl induld belsd szogfelezbje a szemkozti oldalt az Ny
pontban, a koré irt kort H 4-ban. Bizonyitandd, hogy HaN4 - H4A = HB>.

6.9. (MS) Jelolje az ABC haromszog beirt korének kozéppontjat I, az A-hoz tartozd belsé
szogfelezd és a haromszog koriilirt korének A-tdl kiillonbozd metszéspontjat H 4 és legyen Al =
= Pa, BI = py, CI = pc, IHx = d,.

a) Fejezziik ki a Z—Z hényadost a hdromszog oldalainak segitségével!

b) Fejezziik ki a p,d, szorzat értékét a haromszog beirt és koriilirt kore sugardnak (r, R)
segitségével !

c) Adjuk meg a pyp. szorzat értékét az ABC haromszog beirt korének sugara és a d, szakasz
segitségével!

6.10. (M) Adott az ABC haromszog A csiucsa, az A-bdl indul6 belsé szogfelezd és az ABC
hiromszog koré irt kor masodik metszéspontja, H 4, tovabba e szogfelez6 és a BC oldal met-
széspontja, N 4. Adott tovabba az ABC haromszogbe irhaté kor sugardanak hossza. Szerkesztendé
az ABC haromszog.

6.11. (M) Igaz-e, hogy barmely haromszog barmelyik — nem egyenld hosszi oldalak kozti —
cstcsanal

a) a szogfelezé a magassigvonal és a kortilirt kor kozéppontjdhoz hizott sugar kozé esik ?

b) a szogfelez6 a magassdgvonal és a silyvonal kozé esik?

c) a sulyvonal a szogfelez6 és a koriilirt kor kozéppontjdhoz hizott sugar kozé esik ?

6.12. (S) Szerkesztendd haromszog, ha adott egyik oldala, a vele szemkozti szoge és a beirt kor
sugara.

6.13. Szerkesztendd haromszog, ha adott az a harom pont, ahol a
a) szogfelezok, b) magassdgvonalak,

a (csucesoktdl kiillonbozé pontban) metszik a koriilirt kort.

6.14. (S) Szerkesztendd haromszog, ha adott az egyik csiicsbdl kiindulé magassig, szogfelezd
és sulyvonal hossza.

6.15. [18] Adott az ABC haromszog. Adjuk meg a sik dsszes olyan X pontjat, amelyre az ABX
hiromszog koriilirt korének kozéppontja illeszkedik a C'X egyenesre, BC'X koriilirt korének
kozéppontja AX-re, mig a CAX-é BX-re!

6.16. (M) Szerkessziink héromszoget, ha ismert az a oldal hossza, a szemkozti szog és a
szemkozti csicsbdl induld szogfelezd hossza.
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6.4. Erints szaru keriileti szogek

Bemelegitésiil ajanljuk a Geometriai feladatok gytijteménye[23] kotet alabbi példait: 964., 965.,
966., 994., 995.

6.1. (M) Messe az ABC héaromszog koriilirt korének C-beli érintéje az AB egyenest P-ben,
mig az AC B/ belsé szogfelezé egyenese AB-t (Q-ban. Mutassuk meg, hogy PQ = PC'!

6.2. Az ABC haromszog AB oldalan mozog a P pont. Tekintsiik azt a szoget, amelyet a PAC
és a PBC haromszog koré irt korhoz a P pontban htuzott érint 7k bezarnak. Mutassuk meg, hogy
ez a szog allandé.

6.3. (M) Legyen az ABC haromszog beirt kore kozéppontjanak merdleges vetiilete a BC, C'A,
AB oldalon rendre X, Y és Z. Fejezziik ki az XY Z haromszog szogeit az ABC hiromszog
szogeinek ismeretében.

6.4. (MS) [12] Az AD szakasz érinti az ABC haromszog koriilirt korét, az AC szakasz pedig az

ABD haromszog korilirt korét. Hatarozzuk meg a % arany értékét, ha tudjuk, hogy ﬁ—g =3.

6.5. (M) Az ABCD trapéz atléi merdlegesen metszik egymadst a P pontban, melynek titkorképe
a trapéz FpoFpa kozépvonaldra P’. Mutassuk meg, hogy az A, B, P’ pontokon athalad6 kor
érinti a C', D, P’ pontokon &thaladé kort.

Lasd még a ?7?. feladatot illetve a 16. fejezet 16.1.—16.3. példait.

6.5. A magassagpont és a koriilirt kor

6.1. Mutassuk meg, hogy az ABC hiaromszog magassdgvonalainak T4, T, Tc talppontjai alkot-
ta TyTpTc hiromszog szogeit felezik az ABC' hiromszog magassagvonalai!

6.2. (M) Tiikrozziik az ABC haromszog magassiagpontjit a hiromszog
a) oldalaira b) oldalfelezépontjaira!
Mutassuk meg, hogy a kapott pontok illeszkednek az ABC hiromszog koriilirt korére!

6.3. Tiikrozziik az ABC haromszog koriilirt korét a haromszog oldalegyeneseire! Tegyiink meg-
figyelést, fogalmazzunk meg sejtést és bizonyitsuk be!

6.4. Mutassuk meg, hogy ha harom azonos sugart kor egy kozos ponton megy at, akkor
paronkénti méasik metszéspontjuk korilirt kore az eredeti korokkel azonos sugari!

6.5. (M) A magassagponton datmend egyenesek tikorképei
Mutassuk meg, hogy az ABC haromszog magassagpontjan datmend egyenesnek a haromszog
oldalaira vonatkozé tiikkorképei a haromszog koriilirt korén egy pontban metszik egymaést.

6.6. (M) A kordilirt kor egy pontjanak az oldalakra vonatkozd tikérképei

Mutassuk meg, hogy a haromszog koriilirt kore tetszéleges pontjanak a haromszog oldalegye-
neseire vonatkozo tiikkorképei egy egyenesen vannak, amelyre illeszkedik a haromszog magassag-
pontja is.
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6.7. Simson egyenes

Mutassuk meg, hogy a sik egy pontjanak valamely hidromszog oldalaira vonatkoz6 merdleges
vetiiletei pontosan akkor illeszkednek egy egyenesre, ha a kiinduldsul vett pont illeszkedik a
haromszog koriilirt korére.

Megjegyzés
A vetiileti pontok meghatérozta egyenest a kori pont Simson egyenesének nevezziik. El6fordul
még a ,Wallace egyenes” megnevezés is.

6.8. (M) Adott az ABC haromszog és egy tetszéleges @ pont. Jelolje @ tiikkorképeit az AB, BC,
C A oldalegyenesekre vonatkozolag rendre Qc, Q4 és Qp, az A, Qp, Q¢ pontokon atmend kort
vagy egyenest k4, a B, Q¢, Q4 pontokon atmenét kp végil a C, Q 4, @Qp pontokat tartalmazdt
ko, az ABC haromszog korilirt korét k. Mutassuk meg, hogy a ka, kp, ko, k koroknek van egy
P ko6z6s pontja, amelynek az ABC haromszog oldalegyeneseire vonatkozé tiikkorképei (Q-val és a
haromszog M magassagpontjaval egy egyenesen vannak.

6.9. Egyenes tikorképei

Adott az ABC haromszog. Mozgassunk egy e egyenest a sikon és képezziik e-nek az AB,
BC, CA oldalakra vonatkozé ec, ea, ep tikorképeit. Ha az ABC hiromszég nem derékszogii
és magassagpontja nem illeszkedik e-re, akkor az ec, ea, ep egyenesek haromszog hatarolnak,
amit a tovabbiakban ea-val jeloliink. Ha az ABC haromszog C-nél fekvo szoge derékszog, akkor
e és epg parhuzamosak, ep ,elfajul”, egyik csiicsa végtelen messze van.

a) Az ep haromszogek egymashoz mind hasonldak.

b) Ha az e egyenessel parhuzamos, az ABC hiaromszog M magassidgpontjan athaladé egyenes
m és m-nek az oldalakra vonatkozd tiikorképei egymast a koriilirt kor P pontjdban metszik,
akkor P az ea hdromszog beirt vagy egyik hozzairt korének koézéppontja. Ha ABC hegyesszogi,
akkor P a beirt, ha BACZ > 90°, akkor P az e4 oldalhoz hozzairt kor kézéppontja.

c) Az e, m egyenesek tavolsiga megegyezik az en héromszog beirt (vagy a fentiek szerint a
megfelel hozzairt) korének sugaraval.

c) Az ep haromszog csucsai a PA, PC, PB egyenesekre illeszkednek.

d) Az ep haromszog teriilete csak e-nek az M ponttdl vald tavolsdgatol (és az ABC hérom-
szogtol) flgg.

6.6. Szélsoérték feladatok

6.1. (M) Szerkessziink hdromszoget, ha ismerjiik az ¢ oldal hosszat, a masik két oldal Gsszegét
— (a4 b)-t — és a c-vel szemkozti szoget.

6.2. (M) Adott a K kor és egy AB hirja. Hogyan vélasszuk meg a C csticsot, a kor keriiletén,
hogy a legnagyobb teriiletiit ABC haromszoget kapjuk?

6.3. (M) Adott a K kor és egy AB hirja. Hogyan vélasszuk meg a C csticsot, a kor keriiletén,
hogy a legnagyobb keriiletti ABC haromszoget kapjuk?

6.4. (M) Adott korbe irhaté haromszogek koziil melyik teriilete a legnagyobb?
6.5. (M) Adott korbe frhaté haromszogek koziil melyik teriilete a legnagyobb?

6.6. (M) Keressiik meg a hibét a 6.4M. és a 6.5M. megolddsban!
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6.7. (M) A 6.4M. megolddsban lényegében a kovetkezd eljardst alkalmaztuk.

1. Ha az ABC haromszognek van olyan cstcsa, amely nem esik a kor keriiletére, akkor a
cstucsokat a haromszog egy belsé P pontjabdl — példaul a silypontjabdl — ,kitoljuk” a haromszog
keriiletére, ezzel noveljiik a haromszog teriiletét. Ha a haromszog mindharom csticsa a kéron van,
akkor kovetkezik a 2. 1épés.

2. Ha a haromszég mindharom oldala egyenld, akkor az eljaras befejez6dott. Ha nem, akkor
a 3. lépés kovetkezik.

3. Ha a haromszognek van két nem egyenld oldala, pl. AC' # BC, akkor a C csticsot a megfeleld
AB iv felezd pontjaba tolva ndveljiik a hdromszog teriiletét és ismét a 2. 1épés kovetkezik.

Mutassuk meg, hogy ez az eljards nem minden ABC haromszogre ér véget.

Megjegyzés. Ez a példa egyben arra is jo példa, hogy az tgynevezett ,moh6 algoritmus” nem
mindig célra vezet6. Hiszen itt is arrél van szd, hogy minden 1épésben ,a leheté legjobbat”
1épjik, vagyis a lehet6 legnagyobb teriilet(i/keriiletii haromszoget allitjuk el6 — 4m az eljardsunk
sosem jut el a legjobbhoz! A 6.9. feladatnal 1latni fogjuk, hogy tigyesebb eljarassal mar véges sok
lépés utan a legjobbhoz jutunk.

De el6bb a 6.8. feladatban még tisztazzuk, hogy melyik haromszogeknél vezet célra a mohd
algoritmus.

6.8. (M) Adjuk meg az sszes olyan haromszoget, amelynek mindhérom csiicsa a koérén van,
és amelyre a 6.7. feladatban adott eljards (véges sok 1épés utén) véget ér.

6.9. (M) Hogyan lehetne kijavitani a 6.7. feladat eljardsat gy, hogy minden, a szabalyostdl
kiilonb6z6 haromszogbdl véges sok lépésben a terilet noévelésével a szabalyos haromszoghtz
jussunk ?

6.10. (M) Hogyan lehetne kijavitani a 6.7. feladat eljardsat gy, hogy minden, a szabélyostol
kiilonb6z6 haromszogbol véges sok lépésben a keriilet novelésével a szabalyos haromszoghoz
jussunk?

6.11. (M) Vajon a 6.9. a 6.10. feladat megoldédsa bizonyitja-e, hogy adott kérbe irhaté harom-
szogek koziil a szabalyos haromszog teriilete és keriilete a legnagyobb?

6.7. Vegyes feladatok

6.1. (MS) Az ABC héromszogben az BNp, CN¢ szoglelez8kon (Np az AC oldal, No a BA
oldal megfelelé pontja) a beirt kor I kozéppontja és az oldalak kozti I Np, I No szakaszok hossza
egyenld egymassal. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az ABC haromszog egyenld szaru?

6.2. (M) Adottak a sikon az A, B pontok az e egyenes azonos oldalan. Kivalasztjuk az egyenesen
azt az M ill. N pontot, melyre AM 4+ BM minimalis, illetve AN = BN. Bizonyitsuk be, hogy
A, B, M, N egy koron fekszenek!

6.3. (S) Az ABC hegyesszogii haromszog B és C' csicsan atmend kor az AB oldalt mésodszor
P-ben, az AC oldalt pedig masodszor Q-ban metszi. Bizonyitsuk be, hogy az A csicsot az APQ
haromszog koré irt korének kézéppontjaval 6sszekotd egyenes merdleges BC-re.

6.4. (S) Egy C pontbdl a ki korhoz huzott érinték legyenek CA, CB (A és B az érintési
pontok). ko kor érinti az AB egyenest B-ben és dtmegy C-n. ki és ko méasodik metszéspontja
M. Bizonyitsuk be, hogy az AM egyenes felezi a BC szakaszt!
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6.5. (S) Az ABC haromszog beirt kore az AB, BC, C'A oldalakat rendre a C, Aj, By pontok-
ban érinti. Az ABC hdromszog koré irt kor C-t nem tartalmazd AB {vének felez8pontja legyen
Cs, az A-t nem tartalmazé BC iv felez6pontja As, a B-t nem tartalmazé C' A iv felezOpontja
pedig Bs. Bizonyitsuk be, hogy az AjAs, B1Bs, C1Cs egyenesek egy ponton mennek &t !

6.6. (M) Egy hédromszog mindhdrom oldalegyenesét két pontban metszi el egy kor.

a) Mutassuk meg, hogy ha a harom oldalegyenesen vilasztott egy-egy metszéspontban (Aj,
By, C1) az adott oldalegyenesre allitott merdlegesek egy ponton mennek at (P ), akkor mindegyik
oldalegyenesen a mésik metszéspontban (As, Bo, C9) éllitott merélegesek is egy ponton (P)
mennek 4t (ldsd az 1. 4brat)!

6.6.1. abra.

Igazoljuk, hogy ebben a szituaciéban

b) ABPi<« = P,BC«, BCP <« = P,CA«, CAP< = B,AB< (mod 180°)!

c) PA . PO P1B1 _ PAs PC1 _ PaBa)
P1Ch PyAs» P1A; P>By? P By POy

6.7. (S) Egy kor és egy négyszog tigy helyezkedik el a sikon, mint az a 6.7. dbran ldthato.
Tudjuk, hogy a kor négyszogon beliili két-két szembenfekvo ivének Osszege egyenl6. Bizonyitsuk
be, hogy a négyszog hirnégyszog!

6.7.1. abra.

6.8. [15] A ki, ko korok az A, B pontokban metszik egymést. Egy egyenes az 1. dbran lathaté
moédon a Py, @2, Q1, P> pontokban metszi a két kort. Mutassuk meg, hogy Py BQ2/ = PybAQ /!

6.9. Adott az ABC haromszog. Ha P a sik tetszOleges, de az ABC haromszog oldalegyeneseire
nem illeszkedd pontja, akkor tekintsiik az ABP, BCP, C AP hiromszogek k¢, ka, kp kortlirt
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6.8.1. abra.

koreit és azok O¢, O4, Op kézéppontjat. Legyen az O 4O pO¢ hdromszog koriilirt kérének kdzép-

pontja P’
A P’ pont a hdromszog melyik nevezetes pontja, ha P az ABC haromszog
a) magassagpontja; b) beirt korének kp-ja?

6.10. (S) [15] Az O illetve O9 kozéppontu ki, ko korok az A, B pontokban metszik egymést.
Az OB egyenes ks-t még Bo-ben, az O2B egyenes pedig ki-et még Bi-ben metszi. Mutassuk
meg, hogy (lasd az 1. abrat)

a) az O1, O2, A pontokon &t fektetett k korre illeszkedik By és By is!

b) az AB egyenest és a k kor A-tdl kiillonb6zé C' metszéspontjara CB = C By = C B!

c) ha a B-n 4t BjBs-vel parhuzamosan hizott egyenes a ky, ko koroket még a Dy, Dy pon-
tokban metszi, akkor D1 Dy = ABy + AB5!

6.10.1. abra.

6.11. (S) [15] A ko kor és az Op kozéppontu k; kor az A, B pontokban metszik egymadst.
Legyen C' a ki kor ko korlap belsejében talalhaté ivének tetszéleges pontja és jelolje a BC', AC
egyenesek ko korrel alkotott masik metszéspontjat Ep, illetve E 4. Mutassuk meg, hogy az OC,
E4Ep egyenesek merdlegesek egymésra!

6.12. (MS)

a) Adott haromszog koré szerkessziink szabalyos haromszoget, tehat az adott haromszog cstic-
sai illeszkedjenek a szabalyos haromszog oldalegyeneseire (megengedjiik, hogy ne magara az
oldalra essen a cstics, hanem az oldal meghosszabbitéséra)!
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b) Melyik a legnagyobb ilyen szabdlyos haromszog?

6.13. (S) Adott hdromszog koré szerkessziink egy madsik adott haromszogh6z hasonlé harom-
szoget !

6.14. (S) Szerkesztendd négyszog, ha adott két 4tloja, az atlok szoge és két egymdas melletti
szoge.

6.15. (S) Szerkesztendd négyszog, ha adott két atldja, az atlok szoge és két szemkozti szoge.

6.16. (S) Adott egy szog, melynek cstcsa az O pont, szérai a b, ¢ félegyenesek és M tetszoleges
pont a szog szogfelez6jén. Két kort is rajzolunk, amelyek az O és az M ponton is &tmennek. Az
els6 kor a szog szarait a By és C] pontokban, a masodik kor pedig a Bs, Co pontokban metszi.
Bizonyitsuk be, hogy B1By = C1C5!
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7. FEJEZET
A terilet

7.1. Beirt kor, hozzairt korok

7.1. (MS) Mutassuk meg, hogy a hdromszogbe irt kor r sugardra, a hdromszog s félkertiletére
(,semiperimeter"), valamint a haromszog T teriiletére teljesil az s - r =T Osszefiiggés!

7.2. (MS) Keressiink a 7.1. feladatéhoz hasonl6 formulat, amely a hdromszog teriiletét a hdrom-
szog oldalaival és a haromszoghéz hozzairt, az a oldalt kivilrol érinté kor r, sugaraval hozza
Osszefiiggésbe!

7.3. (M) Jelolje az ABC haromszog beirt, illetve a BC' oldalhoz hozzairt korének kozéppontjat
1, illetve I,, sugaraikat r, illetve r,, az AB oldalegyenesen talalhat6 érintési pontjukat U, illetve
U,.

a) Mutassuk meg, hogy az IUB, BU,I, hdromszogek hasonléak!

b) fejezziik ki az ABC haromszog teriiletét az s, s — a, s — b, s — ¢ mennyiségek segitségével!

7.4. (MS) Mutassuk meg, hogy a hdromszog m,, my, m. magassigaira és a beirt kor r sugaréra

1 1 1 1
— +—+ —=-.
mg My Me T
7.5. (M) Fejezziik ki a hdromszog hozzairt, az a oldalt kiviilrél érinté kor r, sugardanak hosszat
a hdromszog myg, my, m. magassiagainak fiiggvényeként !

7.2. Ceva szakaszok

7.1. Adott haromszog egyik csticsa és a szemkozti oldal valamely pontja kozti szakaszt a harom-
sz0g Ceva-szakaszanak nevezziik. Sok feladat szdél harom olyan Ceva-szakaszrol, amelyek harom
kiiléonb6z6 csticsbdl indulnak. Most csak egyet vizsgalunk.

Mutassuk meg, hogy a haromszog Ceva-szakasza ugyanolyan ardanyban osztja fel azt az oldalt,
amelyen a haromszog csicsatél kiillonb6z6 végpontja van, mint a haromszog teriiletét!

7.2. (S) Jeldlje az ABC héromszog AC oldalanak A fel6li harmadolépontjat By, mig a BC
oldal felezOpontjat Ay, az AA;, BBy szakaszok metszéspontjat P, a C'P egyenes és az AB oldal
metszéspontjat Cf.

a) Szerkessziik meg az dbrat dinamikus geometriai szoftverrel!

b) Sejtsitk meg az aldbbi ardnyok értékét!

Tpa, P TacpP Tcpyp Tp,apP Tacyp
TaBc TaBc TaBc Tapc TaBc
TcyBP
TaBc
BP AP CcP ACq
PB; PA; PCy C1B

c¢) Bizonyitsuk be a sejtéseket!
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7 fejezet. A teriilet 7.2. Ceva szakaszok

7.3. (S) Jeldlje az ABC haromszog AC oldaldnak A fel6li harmadolépontjat By, mig a BC
oldal C' fel6li harmadolépontjat A, az AA,, BB; szakaszok metszéspontjat P, a CP egyenes
és az AB oldal metszéspontjat Cf.

a) Szerkesszitk meg az dbrat dinamikus geometriai szoftverrel!

b) Sejtsiikk meg az aldbbi ardnyok értékét!

Tpa,p TacpP Tcpyp Tp,apP Tacyp
TaBc TaBc TaBc Tapc TaBc
Tc,BP
Tapc
BP AP cpP ACy
PB; PA; PCy 1B

c¢) Bizonyitsuk be a sejtéseket!

7.4. (M) Az ABC haromszog AB, BC, C'A oldalain a Cy, Ay, By pontok ugy helyezkednek el,
hogy az AA,, BBy, CC} szakaszok egy kozos P ponton haladnak &t.

Mutassuk meg, hogy
Tapc  ACy

Tgpc C1B’

7.5. (S) Ceva tétele
Igazoljuk, hogy az ABC haromszog AB, BC, C' A oldalain adott C, A1, B pontokra az AAj,
BB,, CCy szakaszok pontosan akkor mennek &t egy kozos ponton, ha

ACl BAl CBl

: : =1.
C\B AC BA

7.6. (S) Igazoljuk a Ceva-tétel gyakorldsaként, hogy a hadromszog silyvonalai egy ponton men-
nek at!

7.7. (S) ,Ellenérizziik” Ceva-tételét a (belss) szogfelezékre!

7.8. ,Ellenérizziik” Ceva-tételét (7.5. feladat) hegyesszogii haromszogben a magassdgvonalakra !

7.9. (S) Kossiik Ossze az ABC haromszog minden csticsat azzal a ponttal, ahol a beirt kor
érinti a szemkozti oldalt. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott szakaszok egy ponton mennek at.
Megjegyzés. Fzt a pontot a haromszog Gergonne-pontjinak nevezik.

7.10. (S) Kossiik 0ssze az ABC haromszog minden cstcsat azzal a ponttal, ahol a szemkozti
oldalhoz irt kor érinti a szemkozti oldalt. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott szakaszok egy
ponton mennek at.

Megjegyzés. Ezt a pontot a haromszog Nagel-pontjinak nevezik.

7.11. (S) Az ABC héromszog AB, BC, CA oldalain adott Cj, Ay, By pontokrél tudjuk,
hogy az AAy, BBy, CC; szakaszok egy kozos ponton mennek 4t. Tiikrozziik e hdrom pontot a
megfelel6 oldal felez6pontjara. Igazoljuk, hogy az igy kapott Cy, As, By pontokra is igaz, hogy
az AAy, BBy, CCy szakaszok egy kozds ponton mennek At.

7.12. (M) Ceva tétele, trigonometrikus alak
Igazoljuk, hogy az ABC haromszég AB, BC', C A oldalain adott C7, Ay, B1 pontokra az AAq,
BBy, CCy szakaszok pontosan akkor mennek &t egy kozos ponton, ha

sin ACCi<t sin BAAj< sinCBB1<1
sinC;CB<« sin AjAB< sin BijBA<
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7.2. Ceva szakaszok 7 fejezet. A teriilet

7.13. (S) Igazoljuk Ceva tétele (7.5. feladat) segitségével, hogy a haromszog hdrom szimedidnja
egy ponton megy keresztiil.

7.14. (S) Igazoljuk Ceva tétele (7.5. feladat) segitségével, hogy a hiaromszog hdrom szimedidnja
egy ponton megy keresztiil.

7.15. (S) Jelolje az ABC héromszog AC oldaldnak A feléli harmadolépontjat By, a C'B oldal
C fel6li harmadolépontjat Ap, mig a BA oldal B fel6li harmadolépontjat C (ldsd az 1. dbrat).

Hogyan aranylik az ABC haromszog teriiletéhez az AAy, BB1, CCy Ceva szakaszok &ltal
hatérolt haromszog teriilete?

C
Ay
Bl )\)/" B
Cy
A
7.15.1. abra.

7.16. Adott az ABC haromszog és AB, BC, C A oldalegyenesén a C, az A, illetve a By pont.
Legyen
AC, BA; CB;

ClB_ 3] Alc_)‘a, BIA:)‘ba

ahol ezek az ardnyok elGjelesen értenddk, tehét pl ha az A—C’1> , Cﬁ vektorok azonos irdnyutak —
azaz C1 az AB szakaszon belill van —, akkor \. pozitiv, ha pedig ellenkez6 iranyiak — tehdt C4
az AB egyenesen az AB szakaszon kiviil van —, akkor \. negativ.

Irjuk fel az A1 B,Cy, ABC haromszogek teriiletének ardnyit a Aq, Ap, A\ mennyiségek fiig-
gvényeként !

7.17. Menelaosz-tétel
Igazoljuk, hogy az ABC haromszdg AB, BC, C A oldalain adott Cy, A1, By pontok akkor és
csakis akkor illeszkednek egy egyenesre, ha — elOjeles aranyokkal szamolva —

AC, BAL CBi
CiB A C BA~
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8. FEJEZET
Kozéppontos nagyitas

A G.I. kétet G.I.8. fejezetében mér taldlkoztunk a téméval. Erdemes feleleveniteni az ottani
feladatokat, allitdsokat.

8.1. Bemelegito feladatok

8.1. Kisérletezziink dinamikus geometriai szoftverrel!
Adott egy sz0g, szarai a, b, csicsa C. Adott még egy c egyenes is. Mozgassunk egy c-vel
parhuzamos egyenest, messe ez a szogszarakat az A, B pontokban. Vizsgaljuk az A BC hiromszog
a) AB oldala F, felez6pontjanak
b) stulypontjdnak
mértani helyét!

8.2. Kisérletezziink dinamikus geometriai szoftverrel!

Vegyiik fel az ABCD négyszoget és a sik egy P pontjat. Vizsgaljuk az ABP, BCP, CDP,
DAP héaromszogek Sapp, Sop, Scpp, Spap silypontjai altal alkotott SappSpcpScppSpap
négyszoget! Tegyiink megfigyelést, fogalmazzunk meg sejtést, probaljuk meg igazolni!

8.3. Dinamikus geometriai szoftverrel vizsgaljuk egy adott haromszogbe irhaté téglalapok rend-
szerét!

Definicié. A PQRS négyszoget az ABC haromszog AB oldala f6lé irt négyszognek nevezziik,
ha két cstcsa az AB oldalon van, masik két csiicsa a masik két oldalon van.

8.4. (M) Az Oy, Oy kozéppontu ky, ke korok a T pontban érintik egymast. Egy T-n dtmend
egyenes még az Ay, Ay pontban metszi ki-et ill. ko-t. Mutassuk meg, hogy az A;01, As09
egyenesek parhuzamosak!

8.2. Szerkesztések

8.1. [23] Egy szog tartomanyan kiviil kit{izott ponton at szerkessziink olyan egyenest, amelynek
a kozelebbi szdrig terjedd darabja egyenld a szarak kozti darabjaval!

8.2. (MS) [23] Szerkessziink két koncentrikus kort metsz6 egyenest, amelynek a két kor kozé
es6 darabjai egyenlék a kisebbik korbe es¢ darabjaval!

Léasd még a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotetének[23] 1322.-1375. feladatait.

8.3. Szakaszok

8.1. Adott két egymaéssal parhuzamos szakasz. Szerkessziik meg az 6sszes olyan pontot, amely-
bél egymasba nagyithatok!
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8 fejezet. Kozéppontos nagyitas 8.4. Hdromszogek

8.2. (S) Adott egy trapéz. Szerkesszitk meg
— atloinak metszéspontjat,
— szaral meghosszabitasidnak metszéspontjat,
— alapjainak felezOpontjait!
Tegytiink megfigyelést, fogalmazzunk meg sejtést, préobaljuk meg igazolni!

8.3. (S) Adott egy szakasz és a felezOpontja. Adott még egy pont is, amely nem illeszkedik a
szakasz egyenesére. Szerkessziink a legutobb adott ponton at az adott szakasszal parhuzamos
egyenest, ha a szerkesztéshez csak egyélii vonalzét hasznalhatunk, korzo alkalmazisa nem en-
gedélyezett.

8.4.(S) Adott egy szakasz és egy vele parhuzamos egyenes. Szerkessziik meg a szakasz felez6pon-
tjat, ha a szerkesztéshez csak egyélii vonalzét hasznalhatunk, korzé alkalmazasa nem engedé-
lyezett.

8.5. (M) Az ABCD trapéz AB alapja 7, CD alapja 17 cm hosszu.

a) Hatérozzuk meg a trapéz kozépvonaldnak (a szarak felezOpontjat 6sszekotd szakasz) hosszat !

b) Jelolje az AD szar A fel6li harmadolépontjat G4, a BC szar B fel6li harmadolépontjat
G p. Hatdrozzuk meg a G4Gp szakasz hosszat!

c) Hatérozzuk meg az 4tlok metszéspontjan at az alapokkal parhuzamosan hizott egyenes
szarak kozés es6 rarabjanak hosszat!

d) Fejezziik ki az alapok hosszanak fiiggvényeként a trapéz kozépvonalanak hosszat és a szarak
egyik alap fel6li harmadolépontjait 6sszekotd szakasz hosszat !

e) Fejezziik ki a c) feladatban emlitett szakasz hosszat is az alapokkal!

Lésd még a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotetének[23] 1269.—1272. feladatait.

8.4. Haromszogek

8.1. Adott az ABC héaromszog. Egy AC-vel parhuzamos egyenes az AB oldalt P-ben, az AF4
stulyvonalat T-ben, a BC oldalt K-ban metszi. Hatarozzuk meg az AC oldal hosszat, ha tudjuk,
hogy PT =3, TK =5.

8.2. (MS) Mi a mértani helye az ABC héromszog AB oldala folé irt téglalapok (14sd a 8.3.
feladatot) kozéppontjainak?

8.3. (M) [1] Adottak a sikon a k, | korok. Szerkesztendd
a) haromszog,
b) négyszog,
amelynek cstcsai k-n, oldalfelezOpontjai pedig l-en vannak.

Lésd még a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotetének[23] 1376.-1379. feladatait.

8.5. Korok és egyenesek

8.1. (MS) Az ABC haromszog beirt korét az AB egyenes E-ben, az AB-vel parhuzamos mésik
érintéje D-ben értinti. A CD, AB egyenesek metszéspontja F. Mutassuk meg, hogy AF = F B!
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8.6. Erintkezd korok 8 fejezet. Kozéppontos nagyitas

8.2. (S) Az ABC haromszog beirt kore az AB, BC, C' A oldalakat rendre a C7, A, By pontok-
ban érinti. Az ABC hdromszog koré irt kor C-t nem tartalmazé AB {vének felez8pontja legyen
Cs, az A-t nem tartalmazé BC iv felezépontja Ao, a B-t nem tartalmazé CA iv felezpontja
pedig Bs. Bizonyitsuk be, hogy az A1 Ao, B1Ba, C1C5 egyenesek egy ponton mennek at!

Léasd még a Geometriai feladatok gytijteménye I. kotetének[23] 1380.—1386. feladatait.

8.6. Erintkezé korok

8.1. (M) Adott két egymést érinté kor. Mutassuk meg, hogy az érintési pontjuk egy olyan
kozéppontos nagyitas centruma, amely az egyik kort a masikba képezi!

8.2. (M) Adott egy k kor és rajta egy H pont. Mutassuk meg, hogy ha k' a k kor képe egy H
centrumu kozéppontos nagyitasnal, akkor k és k' érintik egymast H-ban!

8.3. (MS) A ki, ko korok az e egyenest az A; illetve Ay pontban, egymast pedig az ezektol
kiiléonb6zé C pontban érintik. A ko kor e-vel parhuzamos maésik érintéje ko-t B-ben érinti.
Bizonyitsuk be, hogy C illeszkedik az A B egyenesre!

8.4. (MS) Adott az egymadssal parhuzamos e és f egyenes valamint e-n az F, f-en az F pont.
Mi azon M pontok mértani helye a sikban, amelyekhez van olyan kg és kr kor, amelyek egymast
M-ben érintik és kp az E-pontban érinti e-t, mig kr az F-ben f-et?

8.5. (MS) A k; kor a ko kor belsejében helyezkedik el és az A pontban érinti azt. A ky kor
A-t6l kiillonbozé T pontjaban allitott érintéje a ko kort a B, C pontokban metszi. Mutassuk
meg, hogy az AT egyenes felezi a BAC szoget!

8.6. (M) A k, [ korok egymést a P pontban kiviilrél érintik. Egy P-n atmend egyenes a k,
[ koroket P-n kivil még az L, K pontokban metszi. A k-tél kiilonbo6z6 ki kor is atmegy a
P, K pontokon és az L-bol ki-hez hizott t érintd érintési pontja T', mig ¢ és az [ kor L-t6l
kiillonb6z6 metszéspontja U. Mutassuk meg, hogy ha a KT egyenes és a k kor K-t6l kiilonb6z6
metszéspontja V', akkor az UV egyenes érinti k-t.

8.7. Ak, | korok egymaést a P pontban kiviilrdl érintik. Egy P-n d4tmend egyenes a k, [ koroket
P-n kivill még az L, K pontokban metszi. A k koron adott még a V pont is. A k kor V-beli v
érintOjének az [ korrel vald egyik metszéspontja U, mig az LU, KV egyenesek metszéspontja T'.
Mutassuk meg, hogy a PK'T haromszog koriilirt kore érinti az UL egyenest.

8.7. A térben

8.1. Egy kup alakt edényben az edény térfogatanak fele mennyiségi folyadék van. Milyen ma-
gasan van a folyadék felszine, ha a kip

a) felfelé sziikul?

b) lefelé sziikiil?

8.2. Adott az ABCDEFGH kocka (az ABCD, EFGH pérhuzamos négyzetlapok és a rajuk
mer6leges élek: AE, BF, CG és DH). Felvesziink egy szakaszt, melynek egyik végpontja az
AB, masik végpontja az F'G élen van. Hatdrozzuk meg az igy adédé szakaszok felezOpontjanak
mértani helyét!

93



8 fejezet. Ko6zéppontos nagyitas 8.8. Kézéppontos nagyitisok kompozicidja

8.8. Kozéppontos nagyitasok kompozicidja

8.1. (S) Hatédrozzuk meg az Op kozépponti A ardnyu és az Oy kozéppontu Ay ardnyu kozép-
pontos nagyitds kompozicidjat!

8.2. (MS) Adott harom kor. Igazoljuk, hogy paronkénti kiilsé hasonlésagi pontjaik egy egye-
nesen vannak.

Q12

8.2.1. abra.

8.3. (M) Adott harom kor. Tekintsiik koziiliik két parnak a belsé hasonlésagi pontjat, a har-
madik parnak pedig a kiilsé hasonléségi pontjat! Mutassuk meg, hogy ez a harom hasonlésagi
ponht egy egyenesen van!

8.4. Adott az ABC haromszog és az AB oldalegyenesen a C1, a BC oldalegyenesen az A; pont.
Ertelmezziik a
1B AC
ClA~ " AB
torteket eléjelesen, tehat pl Ao értéke negativ, ha Cy az AB szakaszon belsejében van, mig
negativ ha nincs a szakaszon, sem a végpontjaiban. A C; kézépponti A¢ ardnyi C’f‘ ¢ kozéppontos

AA (1)

nagyitas az Ay pontot Bi-be képezi, mig az A; kdzépponti A4 ardnyt A?A kozéppontos nagyitas
a By pontot Ci-be viszi.

a) Mutassuk meg, hogy van egy olyan B; ponta sikon és hozza egy Ap ardny, hogy a B
kozépponti Ap ardnyt Bi‘ B kézéppontos nagyitassal a harom emlitett kdzéppontos nagyitas

Bi‘B oAi‘A oCl)‘C (2)

kompozicidja az identitas!
b) Hol taldlhat6 a By pont?
c) Hatérozzuk meg \p értékét!

8.5. Menelaosz tétele

Adottak az ABC haromszog AB, BC, C'A oldalegyenesein a Cy, Ay, By pontok. Mutassuk
meg, hogy Cy, Ay és B; pontosan akkor illeszkedik egy egyenesre, ha az AB, BC, C' A egyeneseken
el6jeles tavolsdgokkal szamolva

AC, BAL CBi_ O
CiB AC BiA
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8.9. Vegyes feladatok 8 fejezet. KGzéppontos nagyitas

8.6. (S) Adottak a K, L korok a sikon. Tekintsiik az Osszes olyan m kort, amely K-t és L is
érinti és kossiik Gssze egyenessel K és m érintési pontjat L és m érintési pontjaval. Mutassuk
meg, hogy van két pont a sikon, hogy az igy adddd egyenesek mindegyike legalabb az egyiken
atmegy.

8.7. (S) A ky, kp, k¢ korok az ABC haromszog belsejében és egymas kiilsejében helyezkednek
el ugy, hogy k4 érinti az AB, AC oldalegyeneseket, kg a BC, BA oldalegyeneseket, mig ko a
CA, CB oldalegyeneseket. A k kor kiviilrdl érinti mind a harom kort, k-t T4-ban kp-t Ts-ben
ko-t Te-ben. Mutassuk meg, hogy az AT4, BTg, CT¢ egyenesek egy ponton mennek &t!

8.8. (S) Az ABC haromszog w koriilirt korének belsejében helyezkednek el a c4, cp és co korok
ugy, hogy w-t rendre az Uy, Up, Uc pontokban érintik, ezen kiviil c4 az AB, AC egyeneseket,
cp a BC, BA egyeneseket, mig cc a C A, C' B egyeneseket is érinti. Mutassuk meg, hogy az AUy,
BUpg, CUc egyenesek egy kozos ponton haladnak &t!

8.9. Vegyes feladatok

8.1. (M) [17] A ky, ko, k3 korok egymadst paronként érintik hdrom kiilonb6z6 pontban. Mutassuk
meg, hogy k; és ko érintési pontjat a méasik két érintési ponttal 6sszekoto egyenesek kz-at egy
atmér6 két végpontjaban metszik.

8.2. (M) A k, | korok egymdst a P pontban kiviilrél érintik. A P-n dtmend p egyenes a k,
[ koroket P-n kiviil még az L, K pontokban metszi. A k korén adott még a V pont is. A k
kér V-beli v érint6jének az [ korrel valé egyik metszéspontja U, mig az LU, KV egyenesek
metszéspontja T

a) Hatérozzuk meg a T pont mértani helyét, ha V befutja k-t (I, k, P, p rogzitett, v és [
mindkét metszéspontja figyelembe veend?).

b) Hatérozzuk meg a T pont mértani helyét, ha p forog P koril (I, k, P, V', v, U rogzitett).

8.3. (M) IMO, 2008 Madrid, 6. fel.

Legyen ABCD konvex négyszog, amelyben |BA| # |BC|. Jelolje wy illetve wy az ABC' il-
letve ADC haromszog beirt korét. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan w kor, amely érinti az
BA félegyenes A-n tuli részét és a BC félegyenes C-n tili részét, tovabba érinti az AD és
CD egyeneseket. Bizonyitsuk be, hogy az wy, wy korok kozos kiilsé érintéi az w kérdn metszik
egymast.
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8 fejezet. Ko6zéppontos nagyitas 8.9. Vegyes feladatok
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9. FEJEZET
Egyenlotlenségek

A geometriai egyenlStlenségek el6tt érdemes megismerkedni az Algebra II. kotet Egyenlétlen-
ségek fejezetének (A.IL.2) feladataival.
Ebbe a témakorbe tartozé feladatok még a Geometria II. kétetben: 3.1.-3.5., 6.1.-6.11.

9.1. Bevezeto feladatok

9.1. Igazoljuk, hogy egy haromszégben két oldal négyzetisszege attol fiiggden nagyobb a har-
madik oldal négyzeténél, egyenld vele, vagy kisebb anndl, hogy a két oldal altal kdzrezart szog
hegyes-, derék- vagy tompaszog.

9.2. (M) Adott a sikon két pont, A és B, valamint egy, az AB egyenessel parhuzamos e egyenes.
A P pont az e egyenesen fut. Melyik helyzetben lesz az APB/ sz0g a legnagyobb?

9.2. Haromszogegyenlotlenség és sulyvonalak

9.1. (M) Bizonyitsuk be, hogy a hiromszog stulyvonalainak Gsszege kisebb a keriilet masfélsz-
eresénél!

9.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy a haromszog silyvonalainak ¢sszege nagyobb a keriilet felénél!

9.3. (MS) Tiikrozziik az ABC haromszog S stlypontjat a harom oldalfelezd pontra. Igy sorban
az Sa, Sp, Sc pontokat kapjuk (Ertelemszerﬁen S4 a BC oldalra vett titkorkép stb.)

Igazoljuk, hogy az SaSB, SaSC, SpSA, SpSC, SocSA és ScSB haromszogek egybevagok,
oldalaik hossza az ABC héromszog silyvonalai hosszanak kétharmada, stlyvonalainak hossza
pedig egyenlé az ABC haromszog oldalhosszainak felével.

9.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy a haromszog stlyvonalainak osszege kisebb a keriiletnél és
nagyobb a haromszog keriiletének haromnegyedénél!

9.5. (M) Van-e olyan egynél kisebb konstans, amelyre igaz, hogy a hdromszog stlyvonalai
minden haromszogben kisebbek a keriilet c-szeresénél ?

9.3. A haromszog keriilete és teriilete

9.1. (MS) Adottak az a, b, ¢ pozitiv szakaszhosszak. Igazoljuk, hogy pontosan akkor szerkesz-
thetd olyan haromszog, amelynek ezek az oldalhosszai, ha teljesiil az aldbbi egyenlotlenség:
2a2b% + 2a%c? + 2% > ot + bt +

9.2. (MS) Az a, b, ¢ pozitiv szdmokra teljesiil az alabbi egyenlétlenség:
2a2b% + 2a%c? + 2% > ot + bt +
Igazoljuk, hogy akkor teljesiil rdjuk az aldbbi egyenlétlenség is:
2ab + 2ac + 2bc > a® + b + 2.
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9 fejezet. EgyenlGtlenségek 9.4. A hdromszog beirt kére

9.3. (MS) Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢ oldalhossztisdgii haromszogekre igaz, hogy 8(s —
—a)(s —b)(s — ¢) < abe, ahol s a haromszog félkeriiletét jeloli.

9.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy T < s2/31/3, ahol T' a haromszog teriiletét, s a haromszog
félkeriiletét jeldli.
Milyen haromszogekre &all fenn egyenl6ség?

9.5. (M) Adott teriileti hdromszogek koziil melyik haromszog keriilete a legkisebb?

9.6. (S) Adott keriiletii hdromszogek koziil melyik hdromszog teriilete a legnagyobb?

9.4. A haromszog beirt kore

9.1. (S) Igazoljuk, hogy minden héromszogben r < s/+4/27. Itt s a haromszog félkeriiletét, r a
beirt korének sugarat jeloli.
Milyen haromszdgekben van egyenloség?

9.2. (S) Adott keriiletii hdromszogek koziil melyikben legnagyobb a beirt kor sugara?

9.3. (S) Adott kor koré irt haromszogek koziil melyik kertilete a legkisebb?

9.5. Specialis adatok a haromszogben

9.1. (M) Igazoljuk, hogy az ABC héaromszogben az A-hoz tartozé sulyvonal hossza legfeljebb
R + dy, ahol R a koréirt kor sugara, d; a koréirt kor kozéppontjanak tavolsaga a BC' oldaltol.
Mikor &ll fenn egyenléség?

9.2. (M) * Az ABC héaromszogben A-nal nem tompaszog van. Igazoljuk, hogy az A-bdl induld
stulyvonal legfeljebb akkora, mint a b és ¢ oldalhoz irt kor sugarainak atlaga.

Igazoljuk, hogy hegyes- és derékszogli haromszogben a harom stulyvonal hosszanak Gsszege
legfeljebb akkora, mint a hdrom hozzairt kor sugardnak Gsszege.

Mikor all fenn egyenléség?

9.3. (M) * Igazoljuk, hogy hegyes- és derékszogii haromszogben a harom stlyvonal hosszanak
Osszege legfeljebb 4R+, ahol R a koréirt kor sugara, r a beirt kor sugara. Egyenloség szabalyos
héromszognél van.

9.4. (M) Sugdregyenldtlenség

Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog beirt korének sugara nem nagyobb a koréirt kor sugaranak
felénél.

Milyen haromszogekben all fenn egyenléség?

9.6. Négyzetosszegek

9.1. (M) Adott a sikon két pont, A és B, valamint egy, az AB egyenessel parhuzamos e egyenes.
A P pont az e egyenesen fut. Melyik helyzetben lesz az A és B pontoktdl vett tavolsaganak
négyzetosszege minimalis?

9.2. (M) Adott a sik két pontja, A és B, valamint egy e egyenes, amely nem azonos az AB
egyenessel. Szerkesszilk meg az e egyenesnek azt a P pontjat, amelyre az AP? + BP? &sszeg
minimélis.
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9.7. Konvexitds 9 fejezet. Egyenl6tlenségek

9.3. (M) Adott a sikon két pont, A és B, valamint egy, az AB egyenessel parhuzamos e egyenes.
A P pont az e egyenesen fut. Melyik helyzetben lesz az A és B pontoktdl vett tavolsiganak
szorzata minimalis?

9.4. (M) Jelolje R a hdromszog koréirt korének sugarat. Igazoljuk, hogy a haromszog oldalainak
négyzetosszege kisebb 8R?-nél, ha a hiromszog tompaszogii és egyenld vele, ha a haromszog
derékszogii.

Megjegyzés. Az is igaz, hogy a haromszog pontosan akkor hegyesszogli, ha az oldalak né-
gyzetosszege nagyobb 8 R?-nél, de ennek bizonyitasdhoz erdsebb eszkozre van sziikség, 1. a 17.31.
feladatot.

9.5. (M) Igazoljuk, hogy minden haromszéghen
a? + b+ <9R?
ahol a, b és ¢ a haromszog oldalainak hossza, R a koréirt kor sugara.
Az egyenlGség akkor és csakis akkor all fenn, ha a haromszog szabéalyos.

9.7. Konvexitas

9.1. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha a PQR héromszog cstcsai az ABC héromszog belsejében
vagy hatardn vannak, és a PQ R haromszog nem azonos az ABC haromszoggel, akkor az utébbi
keriilete nagyobb az el6bbiénél.

9.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha a K konvex sokszog pontjai egy L sokszog belsejében, vagy
hataran vannak, akkor a K sokszog keriilete legfeljebb akkora, mint az L sokszogé és egyenld
csak akkor lehet vele, ha K = L.

9.8. Vegyes feladatok

9.1. (M) [21] Az ABC héromszog AB, BC, C A oldaldanak egy-egy negyedelépontja a Cy, az

Ay, illetve a By pont:
|ACY| _ [BAi| _ |CBy| _ 1

|C1B| — |AC|  [BiA] 3

Mutassuk meg, hogy az A; B1C1 haromszog K keriilete és az ABC haromszog K keriiletére
teljesiilnek az aldbbi egyenlOtlenségek :

1 3
“K < K, < °K.
gt <H1<7

9.2. (M)

a) Adott szabdlyos hdromszogben hatarozzuk meg azon M pontok halmazit, melyeknek a
haromszog oldalaitél mért tavolsagaibol mint szakaszokbdl haromszog szerkeszthetd!

b) Adott szabdlyos tetraéderben hatérozzuk meg azon M pontok mértani helyét, melyeknek
a tetraéder lapjaitol mért tavolsdgaibdol mint szakaszokbdl négyszog szerkeszthetd!

9.3. Bizonyitsuk be, hogy egy szimmetrikus trapéz harom csiicsatol a sik egy tetszoleges pon-
tjaig mért tavolsagok Osszege nagyobb, mint a negyedik csics tavolsaga a ponttdl!

9.4. (M) [21] Bizonyitsuk be, hogy ha a, b és ¢ egy haromszog oldalai, akkor

a—b b—c c—a
+ +
a+b b+c cHa
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9 fejezet. EgyenlGtlenségek 9.8. Vegyes feladatok

kisebb, mint
a) 1; b) .

9.5. (S) Igazoljuk, hogy a stilyvonalak négyzetosszege minden haromszogben legfeljebb 27R2 /4,
ahol R a koréirt kor sugara.
Egyenl6ség akkor és csakis akkor all fenn, ha a haromszég szabélyos.

9.6. (S) Bizonyitsuk be, hogy a haromszog ¢ oldaldhoz tartozo6 stlyvonal hossza attél fiiggéen
nagyobb ¢/2-nél, egyenld vele, vagy kisebb ¢/2-nél, hogy c-vel szemben hegyes-, derék- vagy
tompaszog van.

9.7. (M) Tegyiik fel, hogy a haromszog ¢ oldaldval szemben nem hegyesszog van. Igazoljuk,
hogy ekkor a hiromszog harom stilyvonaldnak Gsszege legfeljebb (0,5 4+ /2,5)c.
Mikor &ll fenn egyenléség?

9.8. (S) Igazoljuk, hogy a stlyvonalak hosszanak Osszege minden haromszogben legfeljebb
9R/2, ahol R a koréirt kor sugara.
Egyenléség akkor és csakis akkor all fenn, ha a haromszog szabalyos.

9.9. (S) Igazoljuk, hogy a silyvonalak hosszanak sszege minden haromszogben legalabb 9r,
ahol r a beirt kor sugara.
Egyenl6ség akkor és csakis akkor all fenn, ha a haromszoég szabélyos.

9.10. (S) Igazoljuk, hogy a magassidgvonalak hosszanak 6sszege minden haromszogben legalabb
9r, ahol r a beirt kor sugara.
Egyenléség akkor és csakis akkor all fenn, ha a haromszog szabalyos.

9.11. (S) Igazoljuk, hogy a magassidgvonalak hosszanak Gsszege minden haromszogben legfel-
jebb 4,5R, ahol R a koréirt kor sugara.
Egyenl6ség akkor és csakis akkor all fenn, ha a haromszég szabélyos.

9.12. (S) Igazoljuk, hogy a szokésos jelolésekkel 2773 < momym. < sq8p5. < 27R3/8 minden
héromszogben.
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10. FEJEZET
Az Apolloniusz probléma 1.

10.1. Adott a d egyenes tovabba a T és F' pontok gy, hogy T illeszkedik d-re, F' pedig nem
illeszkedik ra. Szerkessziink kort, amely atmegy F-en és T-ben érinti d-t!

10.2. Adott a d egyenes, a ra illeszkedé T' pont, tovabba a k; kér. Szerkessziink kort, amely
érinti ky-et és d-t, az utébbit épp T-ben!
Héany ilyen kor van?

10.3. Adott a d kor tovabba a T és F' pontok ugy, hogy T illeszkedik d-re, F' pedig nem
illeszkedik ra. Szerkessziink kort, amely atmegy F-en és T-ben érinti d-t!

10.4. Adott a d kor, a r4 illeszkedd 1" pont, tovdbbd a ky kor. Szerkessziink kort, amely érinti
k-et és d-t, az utébbit épp T-ben!

10.5. (M) [11, 20, 9] Adott a d egyenes, tovabba az F és az F' pont. Szerkessziink kort, amely
érinti d-t és dtmegy F-en és F'-n!

10.6. Adott a d kor, tovabbd az F és az F' pont. Szerkessziink kort, amely érinti d-t és dtmegy
F-en és F'-n!

10.7. Adott a d egyenes, a kp kor tovabbéd az F’ pont. Szerkessziink kort, amely érinti d-t és
kp-et, rdaddsul dtmegy F'-n is!

10.8. Adott a d és a kp kor, tovabba az F’ pont. Szerkessziink kort, amely érinti d-t és kp-et,
rdaddsul d&tmegy F'-n is!
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10 fejezet. Az Apolléniusz probléma I.
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11. FEJEZET
Kor és pont

11.1. Antiparalelek

11.1. Definicid. Egy ABC haromszog sikjaban levé XY szakaszt akkor és csak akkor neveziink
a hdromszog BC' oldaldval antiparalel szakasznak, ha
—egyik végpontja az AB oldalegyenesen van, a mésik végpontja az AC oldalegyenesen, tovabba
— az A-bél indulé szogfelezore vett tiikorképe parhuzamos a BC oldal egyenesével.
Hasonléan definidljuk a masik két oldallal antiparalel szakaszt is.

a) A definicibban nem mondtuk meg, hogy a belsé vagy a kiilsé szogfelezére titkroziink.
Szamit-e, hogy melyikre?

Mutassuk meg, hogy

b) a BC oldallal antiparalel szakaszok mind parhuzamosak egyméssal.

c) ha XY antiparalel a BC oldallal, akkor vagy mindkét végpontja az A-bdl induld, a hdrom-
szoggel azonos ,oldalon” levd félegyenesre esik, vagy az A pont mindkét végpontjat elvilasztja
a hiromszogtdl. Utébbi esetben az antiparalel eshet teljesen a haromszog belsejébe, metszheti a
BC oldalt, vagy eshet a BC oldalegyenesnek A-val ellentétes oldalara.

11.2. (M) Adott az ABC héromszog és az XY szakasz, amelynek X végpontja az AB oldalegye-
nesen, Y végpontja az AC oldalegyenesen van. Bizonyitsuk be, hogy az XY szakasz pontosan
akkor antiparalel a BC' oldallal, ha az AXY és az ACB haromszogek — a cstcsok ilyen sor-
rendjében — hasonlbak. (Tehdt a két haromszog kiillonbo6zé koriiljarasu és az A-nél levé szogek
azonosak, tovabba példaul az X-nél levé szog egyenlsé a C-nél levé szoggel.)

11.3. (MS) Adott az ABC héromszog és az XY szakasz, amelynek X végpontja az AB oldale-
gyenesen, Y végpontja az AC oldalegyenesen van. Bizonyitsuk be, hogy az XY szakasz pontosan
akkor antiparalel a BC' oldallal, ha B, X, C és Y egy koron van.

11.4. (M) Legyen ABC héromszog hegyesszogli, M a magassidgpontja. Bizonyitandé, hogy a
haromszog talpponti haromszogének oldalai antiparalelek a szemkozti oldallal.

11.5. (M) Adott az ABC haromszog, és az XY szakasz, amelynek X végpontja az AB oldal-
egyenesen, Y végpontja az AC oldalegyenesen van. Bizonyitsuk be, hogy az XY szakasz pon-
tosan akkor antiparalel a BC' oldallal, ha merdleges a K A egyenesre, ahol K a haromszog koréirt
korének kozéppontja.

11.6. (S) Adott az ABC haromszog, és az XY szakasz, amelynek X végpontja az AB oldale-
gyenesen, Y végpontja az AC oldalegyenesen van. Bizonyitsuk be, hogy az XY szakasz pontosan
akkor antiparalel a BC' oldallal, ha AX - AB = AY - AC.

11.7. (M) Legyen ABC egy hegyesszogli haromszog. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog
teriiletének kétszerese egyenlé a talpponti haromszog keriiletének és a koréirt kor sugardnak
szorzataval.

11.8. (S) Legyen ABC egy hegyesszogii haromszog. Bizonyitsuk be, hogy az ABC héromszog
teriilete egyenl6 a talpponti haromszog keriiletének és a Feuerbach kor sugaranak szorzataval.
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11 fejezet. Kor és pont 11.2. Szeld-tétel, korre vonatkozd hatvany

11.9. (M) Tekintsiik azt az ABC héromszoget, amelynek A, B, C' cstcsa rendre egy XY Z
haromszoég YZ, ZX, XY oldaldhoz irt kor kézéppontjai. Bizonyitsuk be, hogy példaul az XY
szakasz antiparalel az ABC haromszog AB oldaldval.

11.10. (M) Tekintsiik azt a haromszoget, amelynek csticsai az ABC' haromszog oldalaihoz irt
korok kozéppontjai. Bizonyitsuk be, hogy ennek a haromszognek a teriilete egyenlé az ABC
haromszog keriiletének és koréirt kore sugaranak szorzataval.

11.11. (M) Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszég BC' oldaldval antiparalel szakaszok
felez6pontjai egy A-n atmend egyenes pontjait adjak ki — épp az A pont kivételével.

Definicié. Ezt az egyenest a haromszog A-bdl induld szimedidnjdnak nevezzik.

Megjegyzés. Az ABC haromszog A-bél indulé nevezetes vonalai kéziil a magassdgvonal és
a sugdregyenes tikros az A-bol induld szogfelezd(k barmelyiké)re. Az A-bdl indul6 két oldal
is tiikros a szogfelezé(k)re. Maga a (két) szogfelezé énmaga tiikkorképe. Viszont a stlyvonalnak
eddig hidnyzott a szogfelezére vonatkozo tiikkorképe: ez éppen a szimedidn.

Bizonyitsuk be az utébbi allitast.

Megjegyzés. A haromszog harom csicsan dtmend magassagvonalak egy ponton mennek
at. Ugyanez igaz a sugaregyenesekre, a sulyvonalakra és a sugaregyenesekre is. Vajon igaz-e a
szimedianokra is? Ezt a kérdést a 11.12. feladat segitségével fogjuk megvalaszolni.

11.12. (M) Az ABC haromszog magassdgpontjanak az oldalakra vett tiikkorképei a hdromszog
koréirt koron vannak, tehat a tikorképek altal alkotott haromszog oldalfelez6é merélegesei éppen
a sugaregyenesek.

Hogyan altalanosithat6 ez az allitas?

11.2. Szel6-tétel, korre vonatkoz6 hatvany

11.1. (MS) Adott a k kor és a belsejében a P pont. A P ponton dtmend egyik szel$ az A; és
Ay pontokban, a masik szel§ a By és By pontokban metszi a k kort. Milyen algebrai ¢sszefliggés
irhaté fel a PA1, PAy, PBy, PBy szakaszok hosszai kozott ?

11.2. (M) Irjunk fel a 11.1. feladatnak megfelelé Gsszefiiggést, ha P a k kor kiilsejében van!

11.3. (M) Legyenek a P ponton &t hizott szelének és a k kor kozos pontjai Ay és As. Irjuk fel
a PAy - PAy szorzat értékét r és d fuggvényeként, ahol r a k kor sugara, mig d a P pont és k
kozéppontjanak tavolsaga!

11.4. (S) Szeld-tétel, érintds alak
Mutassuk meg, hogy ha P a k kor kiils6 pontja és a PT egyenes T-ben érinti k-t, mig egy
mésik P-n d&tmené egyenes az A;, As pontokban metszi k-t, akkor PT? = PA; - PA,.

11.5. (M) Adott a P ponton athaladé egyméstdl kiilonb6z6 a, b egyenesen két-két pont: A;
és Ao, illetve By és Bs. Igaz-e, hogy ha az a illetve a b egyenesen elGjelesen szdmolva (az
irdnyitdsokat figyelembe véve) PA; - PAy = PBy - PBs, akkor az Ay, Ag, By, By pontok egy
korén vannak?

11.6. Adott egy egyenes és rajta harom pont: P, A és Ay. Hatdrozzuk meg mindazon T' pontok
mértani helyét a sikon, melyekhez van olyan Ai-en, As-n és T-n atmend kor, amelyet érint a PT
egyenes!
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11.2. Szeld-tétel, korre vonatkozo hatvdny 11 fejezet. Kor és pont

11.7. Adott a k kor és egy s szakasz. Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét a sikban,
amelyekbdl a k korhoz hiazott érinté hossza megegyezik s hosszéaval!

11.8. Adott a k kor és egy szakasz, melynek hossza s. Hatdrozzuk meg azon pontok mértani
helyét a sikban, amelyeknek a k korre vonatkozé hatvanya —s?!

11.9. a) Adottak a kq, ko korok. Szerkesztendd 10 olyan pont, amelyekbdl a két korhoz hizott
érintOszakaszok egyenlé hossziak!

b) Az Euklidesz, Cabri vagy méasik dinamikus geometriai szoftver segitségével rajzoljuk ki
azon pontok mértani helyét, amelyekbdl a két kdrhoz hizott érintészakaszok egyenl6 hossztak!

11.10. Adottak a ki, ko korok. Hatdrozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek a két
korre vonatkozd hatvanya egyenlé! Bizonyitsuk is az allitast!
A két kor mely elhelyezkedése esetén nincs ilyen pont?

11.11. Adottak a ki, ko, k3 korok, amelyek koziil barmelyik ketté két pontban metszi egymast.
Rajzoljuk meg a két k6z6s pontot 6sszekotd egyenest! Tegytlink megfigyelést az igy kapott harom
egyenessel kapcsolatban, majd bizonyitsuk be az észrevételt!

11.12. Adottak a ki, ko, k3 korok, amelyek koziil semelyik ketté sem koncentrikus. Hatérozzuk
meg azon pontok mértani helyét, amelyeknek a hiarom kérre vonatkozo hatvanya egyenld!
a) A korok mely elhelyezkedése esetén mondhatjuk biztosan, hogy egyetlen ilyen pont van?
b) Adjuk meg a korok egy olyan elhelyezkedését, amikor nincs ilyen pont!
c) Lehetséges-e, hogy végtelen sok ilyen pont van?

11.13. Adottak a ky, ko korok, melyek nem koncentrikusak és kozos pontjaik szdma

a) 2, b) 1, c) 0.

Adjunk meg egy, az el6z6ektél kiilonbo6zo, ks kort tgy, hogy a ki, ko, k3 korok koziil barmelyik
kettének ugyanaz az egyenes legyen a hatvanyvonala!

11.14. Adottak a kq, ko korok, melyek nem koncentrikusak és kozos pontjaik szdma

a) 2, b) 1, c) 0.

Adott még a sik egy olyan P pontja is, amely az adott korok egyikére sem illeszkedik. Adjunk
meg egy, az el6zoektol kiillonboz6, k3 kort P-n at gy, hogy a ki, ko, k3 korok kozil barmelyik
kettének ugyanaz az egyenes legyen a hatvanyvonala!

11.15. Adott az A és a B pont, tovibbd az ezeket nem tartalmaz6 k kor. Van-e olyan pont,
amelynek barmely — az A és B pontokon atmend — korre vonatkoz6 hatvanya ugyanakkora, mint
a k korre vonatkozé hatvanya?

11.16. Adottak a ki, ko korok. Szerkesztendd 10 olyan pont, amelyekbdl a ki-hez hizott érint6
kétszer akkora, mint a ko korhoz hizott érinté!

11.17. Adottak a ky, ks korok. Hatarozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyekbdl a
k1-hez huzott érinté kétszer akkora, mint a ko korhoz hizott érintd!

11.18. (M) Két kor Steiner hatvinya

Mutassuk meg, hogy a K, L kérokhoz és azok H hasonldsagi kozéppontjahoz hozzarendelhetd
egy A szam a kovetkezd tulajdonsaggal: ha a H pontot tartalmazo tetszéleges h egyenesen a K,
L korok Uk, Vi pontja a K-t L-re képez6 H centrumi nagyitasnal nem egymadasnak megfelel6
pontpar, akkor HUy - HU, = A.
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11 fejezet. Kor és pont 11.8. Vegyes feladatok

11.3. Vegyes feladatok

11.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy barmely haromszogben teljesiil az alabbi Osszefiiggés:

r?—d% = 2rp,

ahol p a haromszog beirt korének sugarat , r a koriilirt kor sugarat, d pedig a két kozéppont
tavolsagat jeloli!

11.2. (M) [17] Adott két kor és egy pont. Szerkesztendd az adott pontot tartalmazé egyenes,
amelybdl a korok egyenld hosszi hirokat metszenek le.

11.3. (MS) [18] Mutassuk meg, hogy a beirt kor kézéppontja és a koriilirt kor kozéppontja kozti
I1, szakasz hossza a beirt, koriilirt és az a oldalhoz hozzafrt kor sugaraval az 115 = 4R(r, — 1)
alakban fejezhet6 ki.

11.4. (MS) [18] Adott az ABC haromszog. A hdromszog X belsé pontjara jelolje A1 az AX
egyenesnek a haromszog korilirt korének az A csicstél kiillonb6zé metszéspontjat. Igazoljuk az

BX . -CX
— 2> 2r
A X

egyenlGtlenséget, ahol 7 a beirt kor sugara. Mely X-re all fenn az egyenlGség?
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12. FEJEZET
A sik hasonlésagi transzformacioi

Hasonldsdgi transzformdcio: A sik olyan dnmagara valé leképezése, amely megtartja a szakaszok
hosszanak aranyat.

12.1. Kutatas

12.1. [6] Jelolje a k, [ korok egyik metszéspontjat A. Forgassuk az A ponton dtmend a egyenest
A koriil és képezziik a k, [ korokkel vett masodik metszéspontjait, a K € k, L € [ pontokat.

Vizsgaljuk a KL szakaszra allitott K LP szabdalyos haromszoget, tegyiink megfigyeléseket,
fogalmazzunk meg sejtéseket!

12.2. Osztalyozas

12.1. Adott a sikon a Pi, Q1 és a P, Q2 pontpar. Keressiik mindazokat a hasonlésagi transz-
formécidkat, amelyek a P; pontot Ps-be, a (1 pontot (Qo-be képezik. Tegyiik fel, hogy egy ilyen
transzformaciordl még azt is tudjuk, hogy

a) irdnyitastarto; b) irdnyitdsvalto.

Mutassuk meg, hogy a két pont és a képe valamint az irdnyitastartas ill. valtds ténye mar
tetszéleges X pont képét egyértelmilen meghatarozza a sikon!

c) Igazoljuk, hogy létezik is ilyen transzformacié mind az a), mind a b) esetben.

12.3. Forgatva nyujtas — négy haromszog tétele

Ide kapcsolédnak a korabbi 6.1.—6.7. feladatok. Reiman Istvan: Fejezetek az elemi geometridbol[10]
cimi konyvének 2.8. a Nyujtva forgatas fejezete targyalja ezt a témat.

12.1. (S) Adott két kor, melyek egymast két kiillonb6z6 pontban metszi. Mutassuk meg, hogy
a két kor egyik kozos pontjan at huzott szeld, a masik kozos pontbdl allandd szogben latszik
(az 1. dbrdan a PAQZ fluggetlen a PQ) szelé vélasztasatol).

12.1.1. 4bra.

67



12 fejezet. A sik hasonlésagi transzformacioi 12.4. Ptolemaiosz tétele

12.2. Hol vannak az 1. 4bran az egymashoz hasonld, azonos koriiljarasa Py AQ+, PoAQo harom-
szogek koréirt korének metszéspontjai?

P

Q1

12.2.1. 4bra.

12.3. (M) Adottak az P, Q1, P», Q2 pontok. Mutassuk meg, hogy ha a P;Q1Q2P, négyszog
nem paralelogramma, akkor 1étezik olyan A pont, amely koriili megfelel6 szogii és ardny1 forgatva
nyujtas a P; pontot Q1-be, a P> pontot QQs-be képezi.

12.4. (S) Adott négy egyenes. Ha barmelyiket elhagyjuk, akkor képezhetjiik a maradék hdrom
egyenes alkotta haromszog koriilirt korét. Mutassuk meg, hogy az igy kapott négy koérnek van
egy kozos pontja.

12.5. (S) [6] Tegytk fel, hogy az F' alakzat irdnyitdsat nem véltoztatva énmagdhoz hasonléan
valtozik, mikézben valamely O pontja (amely a hasonlésidgnal mindig 6nmaganak felel meg)
helyben marad. Mutassuk meg, hogy ha

a) az alakzat egy A pontja valamely v gorbét ir le, akkor az alakzat barmely mésik — nem fix
— pontja egy y-hoz hasonlé gorbét ir le!

b) az alakzat egy a egyenese a valtozds minden pillanatdban atmegy a sik egy rogzitett
pontjan, akkor az alakzat barmely egyenese minden helyzetében dtmegy egy rogzitett ponton!

12.4. Ptolemaiosz tétele
12.1. (S) Mutassuk meg, hogy a szabélyos haromszog koré irt kor egy pontjat a csiicsokkal

osszekoté harom szakasz kozil az egyik egyenld a maésik kettd Gsszegével (az 1. dbrdan PA =
= PB+ PC)!

c

12.1.1. 4bra.

12.2. (S) Az ABC egyenld szaru derékszogli haromszog (AC = CB, AC L CB) koriilirt
korének
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12.4. Ptolemaiosz tétele 12 fejezet. A sik hasonlésagi transzformacioi

a) rovidebbik BC ivén

b) C-t nem tartalmazé AB fvén

helyezkedik el a P pont (ldsd az 1. dbrat). Milyen osszefiiggés irhaté fel a PA, PB, PC
szakaszok hossza kozott ?

C C
a) p b)
A B A B
P
12.2.1. 4bra.

12.3. Az ABC haromszog szbgei

a) a=pf=v=60% b) a =3 =45°, v =90°.

Irjuk fel a PA, PB, PC szakaszhosszak olyan kifejezését, amely pontosan akkor zérus, ha P
a hdromszog korilirt korén van!

12.4. Az ABC haromszog szbgei

a) a=p=~v=060° b) a = =45°, ~v=90°.

Irjuk fel a PA% = 2z, PB? =y, PC? = z kifejezések olyan polinomjat, amely pontosan akkor
zérus, ha P a haromszog kortlirt korén van!

12.5. Mutassuk meg, hogy ha az ABC haromszog szabalyos és P tetszéleges pont a sikon, akkor
PC + PB > PA!
Melyek azok a P pontok, amelyekre a fenti egyenlétlenségben az egyenlség teljesiil ?

12.6. Az ABC haromszog egyenlé szari és derékszogli (AC = CB, AC L CB).

A 12.5. feladat mintajara irjunk fel a PA, PB, PC szakaszok hosszira vonatkozé olyan egyen-
16tlenséget, amely a sik minden P pontjara teljesil és az egyenl6ség pontosan akkor all, ha P
az ABC haromszog koriilirt korének

a) BC; b) CA; c) AB

ivén helyezkedik el!

12.7. (MS) (Ptolemaiosz tétel) Mutassuk meg, hogy a sik barmely A, B, C, D pontnégyesére
fennall az

AB-CD+BC-DA> AC-BD

egyenlétlenség és az egyenléség pontosan akkor teljestil, ha a négy pont egy koron (vagy egye-
nesen) helyezkedik el és azon az AC pontpér elvalasztja a BD pontpéart!

A témahoz kapcsolédd hasznos kiegészité anyag Kubatov Antal ,,Ptolemaios-tétel, Casey-tétel,
feladatok”[2] cimi irdsa a Fazekas Matematika Portaljan.
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12 fejezet. A sik hasonlésagi transzformacioi 12.5. Forgatva nyijtdasok kompozicidja

12.5. Forgatva nyujtasok kompozicigja

12.1. (M) [7] Az ABC héaromszog oldalaira kifelé az aldbb megadott szogekkel rendelkezd
ABM, BCN, CAP haromszogeket szerkesztettiik:

CAP/ =CBN/ = 45° ACP/ = BCN/ = 30° ABM/ = BAM / = 15°.
Mit allithatunk a PM N haromszogrél? Fogalmazzunk meg sejtést és igazoljuk allitasunkat!

12.2. (M) [7] Az ABC haromszog oldalaira kifelé az aldbb megadott szogekkel rendelkezd
ABM, BCN, C'AP haromszogeket szerkesztettiik:

BAM/ =CAP/ = 15° ABM/ =CBNZ/ = 30° ACP/ = BONZ/ = 45°.
Hatérozzuk meg a PM N haromszog szogeit!

12.3. (M) [7] Az ABC haromszog oldalaira kifelé szerkesztettitk az AM B, BNC, AKC szaba-
lyos haromszogeket. Mutassuk meg, hogy a C'M szakasz meréleges a BNC, AKC haromszogek
kozéppontjait 6sszekoté PQ szakaszra és e két szakasz aranya: % = 3.

12.4. (M) [7] Az ABCD konvex négyszog oldalaira kifelé szabélyos haromszogeket szerkesztet-
tliink. Mutassuk meg, hogy két szemkozti oldalra emelt szabdlyos haromszognek a négyszog
csucsaitél killonbozé csicsat 6sszekotd szakasz merdleges a masik két oldalra emelt szabalyos
héromszog kézéppontjat 0sszekotd szakaszra! Hatdrozzuk meg e két szakasz hosszanak aranyat!

12.5. [7] Az ABC héromszog AB oldaldn az ACE/ = -, BCF/ = ~ Osszefliggéseknek
megfelel6en vettiik fel az F/, F' pontokat. Az A-bél illetve B-bol az CE illetve C'F egyenesre boc-

satott meréleges talppontja M illetve N, a K pont pedig az AB szakasz felezOpontja. Mutassuk
meg, hogy KM = KN és KMNZ/ = ~.

12.6. [7] Adott a konvex ABNCM 6tszog. Tudjuk, hogy BCN és ACM olyan derékszogii
haromszogek, amelyek atfogdja BC illetve AC és amelyekben BCN/ = ACM /. Az AB oldal
K felezOpontjan at hizott KM, KN egyenesek a BC illetve az AC egyenest a P illetve a Q
pontban metszik. Mutassuk meg, hogy a C';, M, N, P, (Q pontok mind egy kérén vannak.

12.7. [7] Az ABC haromszog oldalaira kifelé az alabb megadott szogekkel rendelkez6 ABM,
BCN, CAP haromszogeket szerkesztettiik:

CBN/=CAP/ =« ACP/ =ABM/ =pj BAM/ = BCNZ =+,
ahol a + 8 + v = 90°. Hatarozzuk meg a PM N haromszbg szogeit !

12.8. [7] Az ABC hiaromszog BC, AC oldalaira kifelé szerkesztett BCM, AC' N haromszogekre

BMCZ = ANCZ = 90°, 4 = 1 G — 1 Az AB oldalon felvett K pontra 45 = 2.

Hatérozzuk meg M K N £ nagysagat!

12.6. Vegyes feladatok

12.1. (M) A 2004. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia 5. feladata
Az ABCD konvex négyszog BD atloja az ABC és a C'DA szoget sem felezi. A P pont az
ABC D négyszog belsejében tgy helyezkedik el, hogy

PBC/Z=DBA/ és PDCZ = BDA/Z.

Mutassuk meg, hogy az ABC D négyszog pontosan akkor hiurnégyszog, ha AP = CP.
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13. FEJEZET
Parabola, ellipszis, hiperbola

13.1. a) Hasznéljunk dinamikus geometriai szoftvert (pl. Euklidest vagy Cabrit) az aldbbi fe-
ladat megoldasahoz!

Adott a d egyenes tovabba a T és F pontok ugy, hogy T illeszkedik d-re, F' pedig nem
illeszkedik ra. Szerkessziik meg annak a kornek a kozéppontjat, amely dtmegy F-en és T-ben
érinti d-t (10.1. feladat)!

b) Rajzoltassuk ki a kozéppontok mértani helyét, ha T befutja a d egyenest!

c) Rajzoltassuk ki az F'T szakasz felezOmer6legeseit, ha T' a d egyenesen fut!

13.2. a) Hasznaljunk dinamikus geometriai szoftvert (pl. Euklidest vagy Cabrit) az alabbi fe-
ladat megoldasahoz!

Adott a d kor tovabba a T és F pontok ugy, hogy T illeszkedik d-re, F' pedig nem illeszkedik
ra. Szerkessziik meg annak a kornek a kozéppontjat, amely atmegy F-en és T-ben érinti d-t
(10.1. feladat)!

b) Rajzoltassuk ki a kézéppontok mértani helyét, ha T" befutja a d kort!

c) Rajzoltassuk ki az F'T szakasz felezémer6legeseit, ha T a d koron fut!

d) Mozgassuk az F' pontot (a d korén kiviilre és beliilre is) mikézben a b) és (vagy) a c)
feladatrész megoldasa is latszik az dbran!

13.3. a) Adott egy ellipszis az F fékuszéval és az Fy (fokusz)pont koriili d vezérkorével. Mu-
tassuk meg, hogy a P pont akkor és csakis akkor illeszkedik az ellipszisre, ha

FiP+ PF, = 2a,

ahol 2a a d vezérkor sugara.

b) Adott a sikon az Fy és az F, pont, tovibbd az a nemnegativ szdm. Tekintsiik azon P
pontok mértani helyét a sikon, amelyekre F1 P + PF, = 2a. Mutassuk meg, hogy 2a > F1F;
esetén ez a mértani hely egy ellipszis! Mi a kérdezett mértani hely 2a = F} F», illetve 2a < F} Fy
esetén?

13.4. Adott egy parabola az F fékuszpontjaval és a d vezéregyenesével. Legyen T a vezéregyenes
tetszOleges pontja. Mutassuk meg, hogy az FT szakasz felezémer6legese geometriai értelemben
érinti a parabolat, azaz

a) pontosan egy kozos pontja van a parabolaval;

b) Gsszes tobbi pontja a parabola kiils6 pontja, azaz kozelebb van a vezéregyeneshez, mint a
fékuszponthoz.

13.5. Adott egy ellipszis az F} fokuszpontjaval és az Fy (fékusz)pont korili d vezérkorével.
Legyen T a vezérkor tetszoleges pontja. Mutassuk meg, hogy az FT szakasz felezOmerolegese
geometriai értelemben érinti az ellipszist, azaz

a) pontosan egy kozos pontja van az ellipszissel;

b) 6sszes tobbi pontja az ellipszis kiilsé pontja, azaz kozelebb van a vezérkorhéz, mint a
fékuszponthoz.
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13 fejezet. Parabola, ellipszis, hiperbola

13.6. Adott egy parabola az F' fokuszpontjaval és a d vezéregyenesével és adott még egy e
egyenes is. Szerkessziilk meg az e egyenes és a parabola kozos pontjait! Az e egyenes elhe-
lyezkedésétdl fiiggben hany kozos pontja van a parabolaval?

13.7. Adott egy parabola az F' fékuszpontjival és a d vezéregyenesével. Mutassuk meg, hogy az
e egyenes pontosan akkor érinti a parabolat, ha az F' pont e-re vonatkozé tiikorképe illeszkedik
d-re!

13.8. Adott egy ellipszis az F; fékuszpontjaval és az Fy fékuszpont koriili d vezérkorével és
adott még egy e egyenes is. Szerkesszilk meg az e egyenes és az ellipszis kozos pontjait! Az e
egyenes elhelyezkedésétol fliggben hany kozos pontja van az ellipszissel 7

13.9. Adott egy ellipszis az F; fokuszpontjaval és az Fs fokuszpont koriili d vezérkorével. Mu-
tassuk meg, hogy az e egyenes pontosan akkor érinti az ellipszist, ha az F} pont e-re vonatkozo
tiikorképe illeszkedik d-re!

13.10. a) Mutassuk meg, hogy a parabola barmely pontjén &t pontosan egy geometriai értelmii
érint6 hiizhaté a parabolahoz.

b) Igazoljuk, hogy a parabola barmely kiils6 pontjan 4t pontosan két geometriai értelmi
érinté huzhaté a paraboldhoz, azaz pontosan két olyen egyenes, amelynek egy kozos pontja van
a parabolaval és az Gsszes tObbi pontja kiilsé pont.

13.11. Adott a d kor és rajta kiviil az F' pont. A d koron felvett T ponthoz szeretnénk olyan
kr kort rajzolni, amely T-ben érinti d-t és atmegy az F' ponton is.

a) A d kor mely T pontjaihoz nincs ilyen kor?

b) A d kér mely T pontjaihoz tartozik olyan kp kor, amely a belsejében tartalmazza a d kort ?

13.12. Mi azon pontok mértani helye a sitkban, ahonnan egy adott parabola derékszogben latszik
(azaz a pontbdl a paraboléhoz hizott két érinté szoge derékszog)?
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14. FEJEZET
Térgeometria

14.1. (M) Adott két pont. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan sikot, amelyt6l a két pont egyenld
tavolsdgra van!

14.2. (M) Adott tetraéderhez hény olyan sik van, amely egyenld tévolsigra van mind a négy
csucsatol?

14.3. Mutassuk meg, hogy a szabalyos tetraéder valamely csticsabdl indulé testmagassag felezGpon-
tjat a tobbi csticcsal 0sszekotd egyenesek paronként merdlegesek egymaésra.

14.4. Jeldlje az ABCDEFGH kocka EFGH lapjanak koézéppontjat M. Hatdrozzuk meg az
a) AM egyenes és a BH testatld szogét!
b) AMB sik és a BH testatlo szogét!
c) AM egyenesnek és a BH testatld tavolsagat!
d) Hol metszi az AM, BH egyenesek norméltranzverzalisa a BH testatlot?

14.5. Hogyan kell megvéalasztani az a, b vektorokat, hogy barmely «, [ valés szamra az aa+ 8b,
Ba — ab vektorok merélegesek legyenek egymasra?

14.6. Vezessiik le az affin térgeometria axiémdéibol az egyenesek parhuzamossagéanak tranzitiv-
itdsat: ha al|b és b||c, akkor allc.

14.7. Egy szabalyos otoldali gila minden éle egységnyi. Hatarozzuk meg egy alapélnek az
oldalélektél vald tavolsagat! Gondoljunk az 6sszes szébajové tavolsdgra!

14.8. Egy szabdlyos otoldald giila minden éle egyenld. Mekkora szdget zar be egy oldalél az
alapélekkel ? Gondoljunk az ésszes szdbajovo szogre!

14.9. Egy szabdlyos gtla minden éle egyenld. Szamitsuk ki két szomszédos oldallapjanak ha-
jlasszogét! Gondoljunk az Gsszes szébajovo gililara!

14.10. Jeldle az ABCD tetraéder ABC lapjanak magassagpontjat Mp, a BC'D lap magassag-
pontjat M 4. Mutassuk meg, hogy ha az AM,, DMp egyenesek metszik egymaést, akkor az AD,
BC élek merdlegesek egymasra.

14.11. Bizonyitsuk be, hogy egy tetraéder akkor és csakis akkor ortocentrikus, ha a szemkoztes
élek felezOpontjait 0sszekdto szakaszok mind egyenl6ek.

14.12. Mutassuk meg, hogy ha egy 2k — 1 oldalt gula 2k — 2 oldaléle rendre merdleges a
szemkozti oldalélre, akkor a (2k — 1)-edik oldalél is merdleges az azzal szemkozti alapélre.

14.13. Az ABCDE négyzet alapu gila FA, EB, EC, ED oldaléleit a X sik rendre az A;, B,
C4, Dy pontokban metszi. Az EAy/A1A, EB,/B1B, EC1/C,C aranyok értéke rendre 1, 2 és 3.
Hatarozzuk meg az E Dy /DD arény értékét!
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14 fejezet. Térgeometria

14.14. Egy varos autobuszjaratairdl a kovetkezoket tudjuk:

I. Mindegyik jaraton 3 megall6 van.

II. Mindegyik jaratrél at lehet szallni barmelyik méasikra, de csak egy megallénal.

ITI. Barmelyik megall6bol eljuthatunk barmelyik méasik megalloba, de atszallas nélkil csak
egy jarattal.

Hany autébuszjarat van ebben a varosban?

14.15. Adott a térben n sik (n > 5) gy, hogy barmelyik hdromnak pontosan egy kozos pontja
van, és nincs a térnek olyan pontja, amelyen koziliik haromnal tébb menne at. Bizonyitsuk be,
hogy azon térrészek kozott, melyekre a sikok a teret daraboljak, legalabb 2"4—73 tetraéder van.

14.16. A tér pontjait kiszinezziik 5 szinnel (mind az 5 szin ténylegesen el6fordul). Bizonyitsuk
be, hogy van olyan sik, amelyik legalabb 4 kiilonb6z6 szinii pontot tartalmaz.
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15. FEJEZET
Axiomatikus térgeometria

Ebben a fejezetben megkiséreljiik a térgeometria axiomatikus bevezetésével. A bizonyitasokban
megprobalunk megszabadulni a szemléletességre hivatkozo gondolatmenetektdl.

Adott egy halmaz, P, ennek elemeit nevezziik pontoknak. A P halmaz bizonyos részhalmazait
egyeneseknek, bizonyos részhalmazait pedig sikoknak nevezziik. Formélisan tekintve tehat adott
a P halmaz bizonyos részhalmazaibol all6 £ halmaz, az egyenesek halmaza, tovabba S, a sikok
halmaza, amelyrél elvont megkozelitésiinkban egyelére csak annyit tételeziink fel, hogy a P
halmaz bizonyos részhalmazaibdl 4ll6 halmaz.

A P halmaz elemeit (tehét a pontokat) altalaban nagybetiikkel (A, B,C, P,Q,...), £ elemeit
(az egyeneseket) kisbetiikkel (e, f,...), S elemeit (a sikokat) pedig nagy gorog betiikkel (X, II)
jeloljiik.

Az A € e relacidt igy is olvashatjuk: ,az A pont illeszkedik az e egyenesre" vagy "az e egyenes
atmegy az A ponton'. Megforditva, ha alabb valahol azt olvassuk, hogy ,az A pont illeszkedik
az e egyenesre", akkor csak arrél van szo, hogy A € e.

Az aziomdk a P, £, S, halmazokra fogalmaznak meg feltételeket. Ha a (P,&,S) hérmasra
teljesiilnek az alabbi axiémak, akkor azt mondjuk, hogy (P, &,S) egy affin térgeometria.

A feladatok megolddsdhoz csak az axidémakban kimondott feltételeket hasznédlhatjuk, illetve
hivatkozhatunk olyan feladatokra, allitdsokra, amelyeket az axiémakbdl mar kikévetkeztettiink.

Az axiomatizaldsban tehat nem jutunk nagyon messze, megmaradunk az illeszkedéssel kapc-
solatos axiémékndl, az affin geometridnal. A rendszert a ... feladatban kimondott axiéméakkal
kés6bb bévitjiik, midltal néhany, a merdlegesség fogalmaval kapcsolatos téma is elérhetévé valik.

Definicidk

Parhuzamossag Azt mondjuk, hogy két egyenes pdrhuzamos, ha nincs kozos pontjuk, de van
olyan sik, amelyben mind a kett6 benne van. Két sikrdl, illetve két egyenesrdl akkor mondjuk,
hogy parhuzamosak, ha nincs k6zos pontjuk. Akkor mondjuk két egyenesrdl, hogy egydlldsiak,
ha parhuzamosak vagy egybeesnek.

Kitér6é egyenesek Azt mondjuk, hogy két egyenes kitérd, ha nincs olyan sik, amely tartal-
mazza mind a kett6t.

Az affin geometria axiémai

S1. Bérmely két kiilonb6z6 ponton 4t egy és csakis egy egyenes hizhatd. (Azaz A € P, B €
eP=3Nec , Ace,Bce.)

S2. Barmely ponton at, barmely 6t nem tartalmazé egyeneshez egy és csakis egy parhuzamos
egyenes hizhato.

T1. Barmely harom pontra, amelyek nincsenek egy egyenesen egy és csakis egy sik illeszkedik.

T2. Ha két siknak van kozos pontja, akkor a kézos pontok halmaza egy egyenes.

ntE. Barmely egyenesnek legalabb két pontja van.

ntS. Barmely sikban van harom olyan pont, amelyek nincsenek egy egyenesen.

ntT. Létezik négy olyan pont, amelyek nincsenek egy sikban és nincsenek egy egyenesen sem.

Az axiémaék jelolésében ,S” a  sik”-ra, ,T” a ,,tér”-re utal, az ,nt” kezdetli axiémak a trividlis
modelleket zarjak ki.
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15 fejezet. Axiomatikus térgeometria

Axiomatizadlhatjuk 6nmagéban a sikot is a tér nélkiill. Ebben az esetben csak a P halmaz
(pontok) és az annak bizonyos részhalmazaibdl 4116 € halmaz (egyenesek) adottak. Ha teljesiilnek
rajuk az S1., S2., ntE., ntS. axiémék (két egyenest most akkor tekintiink parhuzamosnak, ha
nincs kozos pontjuk), akkor azt mondjuk, hogy a (P, &) par egy affin sik.

15.1. Sziikséges-e az ntT. axioma vége? Meg lehet-e adni olyan P halmazt és megfelel6 részhal-
mazainak egy £ halmazat ugy, hogy teljesiiljon az affin geometria Gsszes axidmaja, kivéve az nt'T.
axiéomat, amely nem teljesiilm viszont teljesiil az alabbi, gyengébb ntTa. axiéma:

ntTa. Létezik négy olyan pont, amelyek nincsenek egy sikban.

15.2. (M) Vezessiik le az alabbi allitast az affin geometria axiémaibol!
Ha egy sik tartalmazza eqy egyenes két pontjdt, akkor a teljes egyenest tartalmazza.

15.3. (M) Hogyan lehet megadni egy sikot ? Vezessiik le az aldbbi allitdsokat az affin geometria
axiomaibol!

a) Ha adott két metszd egyenes, akkor pontosan egy olyan sik van, amely mind a kettét tar-
talmazza.

b) Ha adott egy egyenes és egqy rd nem illeszkedd pont, akkor pontosan egy olyan sik van,
amely mind a kettdt tartalmazza.

c) Ha adott két parhuzamos egyenes, akkor pontosan egy olyan sik van, amely mind a kettét
tartalmazza.

15.4. (M) Vezessiik le az alabbi éllitdsokat az affin geometria axiémaibél!
a) Ha egy egyenes részhalmaza egy mdsik egyenesnek, akkor megegyezik vele.
b) Ha egy sik részhalmaza egy mdsik siknak, akkor megegyezik vele.

15.5. Vezessiik le az alabbi allitast az affin geometria axiémaibol!
Két egyenes helyzete négyféle lehet: egybeesnek, metszok, parhuzamosak, kitérék.

15.6. Vezessiik le az alabbi allitast az affin geometria axiomaibol!
Egyenes és sik helyzete hdromféle lehet: az egyenes része a siknak, pontosan eqy kozos pontjuk
van, pdrhuzamosak.

15.7. (M) Vezessiik le az aldbbi allitdsokatt az affin geometria axiéméaibol! a) Ha adott egy
egyenes €s eqy vele parhuzamos sik, akkor az egyenest tartalmazo bdrmely sik az adott sikkal vagy
pdrhuzamos vagy egy olyan egyenesben metszi, amely parhuzamos az adott egyenessel.

b) Ha egy egyenes pdrhuzamos egy sik valamely egyenesével, akkor vagy pdrhuzamos a sikkal
s vagy része a siknak.

15.8. (M) Vezessiik le az alabbi allitdasokat az affin geometria axiémaiboél!

a) Ha két pdarhuzamos sik mindegyikét metszi eqy harmadik sik, akkor a két létrejové met-
szésvonal eqgymdssal pdrhuzamos.

b) Bdrmely ponton dt, birmely rd nem illeszkedd sikhoz pontosan egy pdrhuzamos sik hizhato.

c) A b) pontban meghatdrozott sik az adott ponton dtmend az adott sikkal parhuzamos egye-
nesek unioja.

15.9. (M) Vezessiik le az alabbi allitdsokat az affin geometria axiémaibél!

a) Ha metszdsikok egy-egy egyenese egymdssal parhuzamos, akkor egydllisiak a két sik met-
szésvonaldval is.

b) Ha egy egyenes két metszé sik mindegyikével pdrhuzamos, akkor azok metszésvonaldval is
pdrhuzamos.
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15.10. (M) Vezessiik le az aldbbi allitast az affin geometria axiémaibol!
Ha az a egyenes parhuzamos a b egyenessel, a b egyenes pedig pdrhuzamos a c egyenessel,
akkor az a egyenes egydlldsi a c egyenessel.

15.11. (M) Vezessiik le az aldbbi allitdsokat az affin geometria axiémaibdl!

a) Ha adott két kitérd egyenes, akkor barmelyiken dt pontosan egy olyan sik hizhatd, amelyik
parhuzamos a mdsik egyenessel.

b) Az a) pontban meghatdrozott két sik egymdssal is pdrhuzamos.

15.12. (M) Vezessiik le az aldbbi allitdsokat az affin geometria axiémaibol!
a) Bdrmely affin siknak legalabb 4 pontja van.
b) Bdrmely affin (tér)geometriinak legaldbb 8 pontja van.

15.13. Van-e olyan affin
a) sik(geometria), amelynek 4 pontja van?
b) tér(geometria), amelynek 8 pontja van ?

15.14. Adott egy affin sik és abban egy egyenes, amelynek k db pontja van.
a) Mutassuk meg, hogy az affin sik minden egyenesének k pontja van.
b) Mutassuk meg, hogy az affin stk minden pontjit ugyanannyi egyenes tartalmazza!
¢) Hény pontbél all a sik?
d) Hény egyenes van a sikon?

15.15. (M) Keressiik meg a merélegesség legalapvetébb tulajdonsigait. Prébaljuk meg axiom-
atizalni a merd6legesség fogalmat.

7



15 fejezet. Axiomatikus térgeometria

78



16. FEJEZET
Specialis témak

16.1. Origami

16.1. Az A4 és A3 méretii papirlapokrél a kovetkezdk tudhatok:

1. Egy A3-as lapot félbetépve két Ad-es méretii lapot kapunk.

2. Az Ad-es lap felnagyithatd A3-assa.

a) Hatarozzuk meg az Ad-es (és A3-as) lap oldalainak aranyat!

b) Egy A4-es lapot az A csicsan atmend AE egyenes mentén behajtjuk és azt tapasztaljuk,
hogy B csticsa épp a C'D oldalra keriil (lasd az 1. dbrat, ahol B’ € CD!). Igaz-e, hogy a CB'E
haromszog egyenl6 szaru?

A B

E

D B’ C
16.1.1. 4bra.

16.2. Egy Ad-es lap egyik hosszt oldalanak felezépontja F, a vele szemkozti oldal C'D.
a) Hény olyan egyenes van, amelyen athajtva F-et épp a C'D oldalra keriil ?
b) Készitstink el sok ilyen hajtdsvonalat. Mit rajzolnak ki ezek?

16.3. [22] Egy négyzetalaku papirlapot (az 1. &bran ABC D) el6szor félbehajtunk, hogy megje-
lenjen az IJ felez6vonal, majd visszahajtjuk és egy A-bdl indulé megfelels egyenes (AC) mentén
tgy hajtjuk, hogy B rékeriiljon a felez6vonalra (B’ € I.J). Az abran tobb szog nagysdga 60°-nak
tlinik.

Vélasszuk ki az egyiket és igazoljuk, hogy valéban 60°-os!

A

16.3.1. 4bra.

16.4. [5] Az 1. dbrdn egy négyzet alakt papirlap (ABC D) lathat6, amelyet egy egyenes mentén
(E'F) behajtunk. A hajtdsvonalat ugy sikeriilt megvalasztani, hogy az egyik csics (C) és egy
szemkozti oldalvonalra keriilt (C' € AB).
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16 fejezet. Specialis témak 16.1. Origami

a) Igazoljuk, hogy a C'D’ egyenes érinti azt a C' kozéppontu kort, amely dtmegy B-n és D-n.

b) Igazoljuk, hogy a GAC’ hdromszog keriilete egyenld az ABC D négyzet kertiletének felével.

¢) Bizonyitsuk be, hogy AG = C'B + GD'.

d) Mutassuk meg, hogy a C'BE, GD'F héromszogek keriiletének osszege megegyezik a GAC’
haromszog keriiletével.

e) Mutassuk meg, hogy a GD'F hiromszog keriilete egyenld az AC” szakasz hosszaval.

f) Igazoljuk, hogy a GAC’ haromszog beirt korének sugara egyenl$ a GD’ szakasz hosszéval.

4 — 5
E
G
DV
F
D C
16.4.1. 4bra.

16.5. [5] Szdgharmadolds

A téglalap alaki papirlap sarkdban elhelyezett BAE/ -et szeretnénk megharmadolni (lasd
az 1. 4brat).

Ismételt hajtasokkal 1étrehozzuk az AD-vel parhuzamos F'G, HI hajtdsvonalakat. Ezutdan ugy
hajtunk, hogy A rékeriiljon FG-re (A’ € FG, mikozben H épp AE-re keriil H' € AE. Mutassuk
meg, hogy AA’ harmadolja a CAD/ szoget!

B E

16.5.1. 4bra.

16.6. [5] Kockakettbzés

Adott egy négyzet alakd papirlap (ABCD), amin mér be van rajzolva két harmadolévonal
(Az 1. ébrén EF és GH, AF = FH = HD, BE = EG = GC). Hajtsuk be a papirlapot figy,
hogy A a BC oldalra essen (A’ € BC, mikotben F' a GH egyenesre keriil (F’ € GH.

7’ / 7z Ve /. yd
Hatédrozzuk meg a gf}g arény értékét!

16.7. (M) [5] Hdnyszor lehet félbehajtani eqy papirt?

Legalabb milyen hosszu kell legyen egy papircsik, ha n-szer szeretnénk félbehajtani? A ha-
jtasokat mindig a csik hosszanti irdnydra merdlegesen végezziik. A papir vastagsiga legyen d.
Ahhoz, hogy a papir ne szakadjon el, az kell, hogy sehol se nytljon meg, legfeljebb 6sszenyomaod-
hat! Ezen feltételezés alapjan az elsé hajtas soran példdul dm hosszisagu papirdarab forditédik
a hajtas részre, mert ekkora a hajtasnél keletkezé félkor ivének kiilsé sugara.
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16.2. Kutatdsi feladatok 16 fejezet. Specialis témak

C ) C
Gy _Faee [ _ ] G
A A
Ef—--—-p=~c-3F E
B A B

0
16.6.1. abra.

a) Adjuk meg a papircsik minimalis L(d, n) hosszat zart alakban!

b) Mi a helyzet akkor, ha négyzet alaki papirbdl indulunk ki és véltogatjuk a hajtas irdnyat?
Ezesetben mekkora W = W (d,n) oldalhosszisagi négyzetre van sziikség, hogy n-szer félbe
tudjuk hajtani?

c) Mekkora papirdarabra van sziikség az egyik illetve a méasik esetben, ha 12-szer szeretnénk
félbehajtani a papirt? Melyiknek radlisabb a megvaldsitasa?

16.2. Kutatasi feladatok

16.1. Vegylink fel négy pontot és vizsgaljuk az altaluk meghatirozott négy haromszog négy
Feuerbach korét!

16.2. Vegyiik fel az ABC haromszoget, szerkessziik meg annak f,, fp, fo belsé szogfelezbit és
tekintstink egy P pontot. Tikrozziik az AP egyenest f,-ra, BP-t fy-re, CP-t f.-re. Vizsgdljuk
az igy kapott egyenesharmast!

16.3. A haromszog két Brocard pontja

16.1. (M) Adott az ABC haromszog. Tekintsiik
— azt a ky kort, amely atmegy A-n és a BC' oldalt B-ben érinti,
— azt a ko kort, amely dtmegy B-n és a C'A oldalt C-ben érinti,
— azt a kg kort, amely atmegy C-n és az AB oldalt A-ban érinti.
Bizonyitsuk be, hogy e harom kor egy ponton megy keresztiil.

16.2. (S) Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy olyan () pont van az ABC héromszog belsejében,
amelyre igaz, hogy ACQ/ = CBQ/ = BAQ/.

Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy olyan R pont van az ABC haromszog belsejében, amelyre
igaz, hogy CAR/ = BCR/ = ABR/.

Definicié. E két pontot a haromszog két Brocard-pontjdnak nevezik.
16.3. (S) Tekintsiik a hiaromszog két Brocard-pontjét, tehat a 16.2. feladatban szerepld @ és

R pontot. Bizonyitsuk be, hogy a hozzdjuk tartozé6 ACQ/ és BC R/ szbg egyenld. Réviden: a
két Brocard-ponthoz tartozé Brocard-szog egyenlo.

16.4. (S) Vetitsiik merélegesen a hdromszog hdrom oldaldra valamelyik Brocard-pontot (a 16.2.
feladatban szerepld valamelyik pontot). Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott harom pont az eredeti
haromszoghoz hasonlé haromszoget hataroz meg.
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16.5. (M) Legyen a hegyesszogli ABC hdromszog belsejében felvett () pont meréleges vetiilete
az AB, BC, C'A oldalon rendre Z, X és Y. Tudjuk, hogy az XY Z haromszog hasonlé a BC A
hiromszoghtz a csticsok ilyen sorrendjében. Bizonyitsuk be, hogy @) azonos a 16.1. feladatban
szereplo ponttal.

16.6. (S) Bizonyitsuk be, hogy ha @ a haromszog egyik Brocard-pontja és X, Y és Z a hdrom
oldalra esé meréleges vetiilete, akkor ) az XY Z haromszbdgnek is Brocard-pontja.

16.4. Az izogonalis konjugalt

16.1. (M) A 11.12. feladat megoldasaban a kiévetkez6 éllitast bizonyitottuk be:

Adott a P pont az ABC héromszog belsejében. Tiikrozziik az A-bdl indulé belsé (vagy kiilsé)
szogfelezére az AP egyenest, a B-bdl induld bels6 szogfelezére a BP egyenest, végiil a C-bél
indulé bels6 szogfelezére a CP egyenest. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott hirom egyenes is
egy ponton meg keresztiil.

Mi a helyzet, ha P nem a haromszog belsejében van?

Megjegyzés. A harom ,,4j” egyenes metszéspontjat a P pont izogondlis konjugdltjdnak nevez-
ziik.

16.2. (M) Mi az izogonalis konjugaltja (1. a 16.1. feladatot) a kévetkezs pontoknak:
a) A hdromszogbe irhaté kor kézéppontja,
b) a hdromszog valamelyik oldaldhoz hozza irhaté kor kézéppontja,
¢) a hdromszog koré irhatéd kor kozéppontja,
d) a hdromszog magassagpontja?

16.3. (M) Legyen P az ABC héiromszog egy belsé pontja és tekintsitk a P pont talpponti
héromszogét (1. a 16.1. feladatot). Allitsunk merélegest az AB és AC oldalon levé talppontokat
Osszekotd szakaszra az A csticsbdl, {gy kapjuk az o' egyenest. Hasonléan kapjuk a b és a
egyenest. Bizonyitsuk be, hogy ez a hdrom egyenes egy ponton megy keresztiil.

A témahoz kapcsolédnak a 6.6., 16.3., G.I11.9.4 feladatok.

16.5. Az altalanos talpponti haromszog

16.1. (M) Egy pontnak (P) valamely haromszog (ABC') oldalegyeneseire valé merdleges vettiletei
(Ap € BC, PAp L BC, Bp € CA, PBp L CA, Cp € AB, PCp 1 AB) alkotta haromszoget
(ApBpCp) a pontnak az adott hdromszogre vonatkozé dltalanos talpponti haromszogének nevez-
ziik.

Fejezziik ki a minél egyszeriibben a Ap BpCp altaldnos talpponti haromszog oldalainak hosszét
az ABC haromszog a, b, ¢ oldalainak, koriilirt kére R sugaranak valamint a PAp = x, PBp = v,
PCp = z tavolsidgoknak a felhaszndlasival!

16.2. (M) [8] Tekintsiikk az ABC héromszoget és annak tetszéleges P belsé pontjat. Legyen
A1B1C;1 a P pontnak az ABC haromszogre vonatkozé édltaldnos talpponti haromszoge (lasd
a 16.1. feladatot), mig A2 B2Co a P-nek az Ay B1Cy haromszogre vonatkozé dltaldnos talppon-
ti haromszoge, végiill A3B3C3 a P-nek az AsBoCo hdromszogre vonatkozo dltaldnos talpponti
héromszdge. Mutassuk meg, hogy az ABC, A3B3C3 haromszogek hasonldak!
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16.3. (S) Jeldlje a P pontnak az ABC haromszog AB, AC oldalegyeneseire vonatkozé tiikkorképét
Pc illetve Pp. Vizsgaljuk a PpPc egyenesek rendszerét, ha P egy olyan kérén mozog, amely
koncentrikus az ABC haromszog korilirt korével !

16.4. (M) * Jelolje a P pontnak az ABC héromszég AB, AC oldalegyeneseire vonatkozo
tiikkorképét Pg illetve Pg, az A cstcsnak a PgPo egyenesre vonatkozé tiikorképét A’ az ABC
haromszog koriilirt korének koézéppontjat O, magassdgpontjat M.

Milyen kapcsolat van a PO, AO = R, AM, A’ M szakaszok hossza kozott?

16.5. (M) * Fejezziik ki az P pont ABC haromszogre vonatkozé altalanos talpponti hérom-
szogének tertiletét az ABC hiromszog t teriiletével, korilirt korének R sugaraval és a P pontnak
e kor O koézéppontjatdl vald OP = p tavolsdgaval!

16.6. A Lemoine-Grebe pont

16.1. (S) Bizonyitandd, hogy a haromszog harom szimedidnja (ldsd a 11.11. feladatot) egy
ponton megy keresztiil.

Definicié. Az igy kapott pontot a haromszodg Lemoine-Grebe pontjanak nevezzik.

16.2. (M) Az ABC héromszog koréirt korének B pontban és C pontban huzott érintdje az
S pontban metszik egymast. Bizonyitand6, hogy ez az S pont rajta van az A-bdl induld sz-
imedianon.

16.3. (M) Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog BC oldaldhoz antiparalel XY szakaszt a
T pontja pontosan akkor felezi, ha rajta van az A-bdl indulé szimedianon.

16.4. (M) Jelolje L az ABC haromszog Lemoine-Grebe pontjat (1. a 16.1. feladatot). Huzzuk
meg az L ponton keresztiil mend harom antiparalelt a harom oldallal. Bizonyitsuk be, hogy e
harom szakasz hat végpontja egy korén van. Mi a kor kdzéppontja?

16.5. (M) * Az ABC haromszog Lemoine-Grebe féle pontjin 4t hizzunk parhuzamost a hdrom
oldallal. Bizonyitsuk be, hogy ennek a harom egyenesnek az oldalakkal vett hat metszéspontja
egy koron van.

16.6. (M) Bizonyitsuk be, hogy mindhérom oldal f61é irhaté olyan téglalap (ldsd a 8.3. felada-
tot), amelynek a Lemoine-Grebe pont a kézéppontja.

16.7. (M) Jeldlje L az ABC haromszog Lemoine-Grebe pontjat (1. a 16.1. feladatot). Tek-
intsiik az L ponton atmend hiarom antiparalel szakaszt. Ezek végpontjai a 16.4. feladat szerint
hirhatszoget alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy e hirhatszég minden mésodik cstucsat kivalasztva
egy olyan haromszoget kapunk, amely hasonlé az eredeti ABC haromszoghoz.

16.8. (MS) Bizonyitsuk be, hogy a haromszog Lemoine-Grebe pontjanak az oldalaktdl vett
tavolsagai ugy ardnylanak egymadshoz, mint a megfelelé oldalak. Vagyis ha d, és d; jeloli az a
illetve a b oldaltdl vett tavolsagot, akkor d, : d, = a : b.

16.9. (S) Bizonyitsuk be, hogy a C' cstcshoz tartozé szimedidn béarmely pontjanak az oldalaktol
vett tavolsagai ugy ardnylanak egymashoz, mint a kozrefogd két oldal.

16.10. (M) Bizonyitsuk be, hogy a C' csticshoz tartozé szimedidn a szemkozti oldalt a kézrefogd
oldalak négyzetének aranyaban osztja.
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16.11. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges P pontnak az ABC hiaromszog oldalaitél
vett tavolsagai négyzetdsszege pontosan akkor minimalis, ha e tavolsidgok ardnya megegyezik az
oldalak aranyaval.

Kovetkezik-e ebbdl, hogy e tavolsagok négyzetosszege a haromszog Lemoine-Grebe pontjara
minimalis?

16.12. (M) Adott az ABC haromszog. Bizonyitsuk be, hogy csak a Lemoine-Grebe pontra
igaz, hogy egyszerre kézéppontja mindharom oldal fo6lé irhaté téglalapnak.

16.13. (M) Tekintsiik az ABC héromszog valamelyik oldalfelezé pontjit az oldalhoz tartozoé
magassag felezOpontjaval 6sszek6té harom szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy e harom szakasz egy
ponton megy at.

16.14. (M) * Bizonyitsuk be, hogy a héromszog Lemoine-Grebe pontja silypontja a hozza
tartozé altaldnos talpponti haromszognek (lasd a 16.1. feladatot).

16.15. (M) Adott egy XY Z héromszog. Tiikrozziikk ezt a haromszoget az S silypontjara.
A tiikorképet jelsljiik XY’ Z'-vel. Allitsunk merSlegest X X’ egyenesre X-ben és X’-ben, Y'Y’
egyenesre Y-ban és Y'-ben, végiil ZZ' egyenesre Z-ben és Z’-ben. Bizonyitsuk be, hogy e hat
egyenes altal meghatarozott hatszog csicsai koré egy S kozéppontu kor irhatd, tovabba hogy a
hatszog szemkozti csticsai téglalapot alkotnak.

16.16. (M) Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszog sikjanak pontjai koziil csak a Lemoine-
Grebe pontra igaz, hogy stulypontja a sajit talpponti haromszogének.

16.17. A kovetkez6 feladatokndl sziikségiink lesz az aldbbi definicidra:

Definicié. Adott egy ABC haromszog. A haromszog sikjiban levé P pontnak a haromszog
oldalegyeneseitol vett eldjeles tdvolsdgdt tgy szamoljuk, hogy a P pont tavolsaga egy oldaltol
pontosan akkor pozitiv, ha az oldal a P pontot nem véalasztja el az oldallal szemkozti csiicstol.

Tehét a haromszog belsejében mindharom oldaltél vett tévolsdg pozitiv; példaul az A-bdl
indulé AB-vel és AC-vel ellentétes irdnyua félegyenesek altal hatdrolt szogtartomanyban e két
oldaltdl vett tavolsag negativ, a BC-t0l vett tavolsag pedig pozitiv.

Bizonyitsuk be, hogy azok a pontok, amelyeknek az AB és AC oldalegyeneseitdl vett elGjeles
tavolsaganak aranya egy adott valés szdm, egy olyan, A-ra illeszkedd egyenes, amely ,lukas” az
A pontban.

16.18. (S) A sik valamely P pontjanak az BC és AC oldalegyenesektél vett el8jeles tdvolsdga
ugy ardanylik egyméshoz, mint x : y és az C'P egyenes az AB oldalegyenest az U pontban metszi.
Mennyi az AU : UB arany?

16.19. (S) Adott az ABC haromszog és harom valés szam, z, y, z, egyikiik sem nulla.

a) Tekintsiik azt az A-n dtmend egyenest, amely pontjainak a b és ¢ oldaltol vett eléjeles
tavolsdga Ugy ardnylik egyméashoz, mint y : z, azt a B-n 4tmens egyenest, amely pontjainak az
a és c oldaltdl vett tavolsdgai ugy ardnylanak egymdéshoz, mint x : z, végiil azt a C-n 4tmend
egyenest, amely pontjainak az a és b oldaltdél vett tavolsidgai ugy aranylanak egymashoz, mint
x : y. Bizonyitsuk be, hogy e harom egyenes vagy egy ponton megy keresztiil, vagy mindharom
parhuzamos egymassal.

Megjegyzés. El6bbi esetben a kozos pontra igaz, hogy a harom oldalegyenestdl (a szokott
sorrendben) vett eljeles tavolsdgai tigy ardnylanak egymdashoz, mint x : y : z.

Ha a sik minden irdnyédhoz hozzérendeliink egy-egy ,,ideélis pontot” (1. a 16.1. feladat megoldasat
is), akkor ezt a konvenciét hasznalva azt mondhatjuk, hogy az utébbi esetben a hdrom egyenes
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kozos irdnyahoz tartozd ,,idedlis pont” a harom egyenes kozos pontja, és erre teljesil az allita-
sunk.

A tovabbiakban egy adott ABC haromszog esetén e haromszog sikjanak minden, a haromszog
oldalegyenesein levé pontoktdl kiillonbozo — valddi és ,,idedlis” — pontjahoz hozzarendeljik az
oldalaktdl vett el6jeles tavolsdgainak ardnyhdrmasat. (Az =z : y : z és a Az : Ay : Az ardny
A # 0 esetén természetesen azonos.) Ha a haromszog oldalegyeneseinek pontjait kizarjuk, akkor
minden ilyen ardnyharmas értelmes. Ez abbdl kovetkezik, hogy ha egy — valés vagy idedlis —
pont nincs egyik oldalegyenesen sem, akkor a feladat elején definialt harom egyenes egyike sem
azonos valamelyik oldalegyenessel.

Masrészt ha zyz # 0, akkor az x : y : z ardnyhdrmashoz a fenti egyenesek ko6zos pontjat
rendelve minden ilyen ardnyhidrmashoz rendeltiink egy pontot, éspedig olyan pontot, amelyik
nem illeszkedik egyik oldalegyenesre sem.

b) Bizonyitsuk be, hogy kiilonb6z6 ardnyharmasokhoz kiilonb6z6 pontok tartoznak.

¢) Bizonyitsuk be, hogy ha z, y és z is pozitiv, akkor az x : y : z ardnyhdrmashoz valédi pont,
a haromszog egy belsé pontja tartozik.

Hogy melyik aranyharmasokhoz tartozik ,idedlis pont”, azt a 16.32. feladat alapjin fogjuk
jobban latni.

16.20. (S) Adott egy ABC haromszog. Hatdrozzuk meg, hogy a sikjanak melyik pontjat
jellemzik az alabbi aranyharmasok:

)1 1 1
b) 1
c) — —11

d) 1/a 1/b: 1/c

16.21. (S) Adott egy ABC haromszog. Hatdrozzuk meg, hogy a sikjdnak melyik pontjét
jellemzi az a : b : c =sina :sin 8 : sin~y aranyharmas.

16.22. (S) Adott egy ABC haromszog. Hatdrozzuk meg, hogy a sikjdnak melyik pontjét
jellemzi a cos « : cos B : cosy aranyharmas.

16.23. (S) Adjuk meg a hdromszog szogeinek ismeretében, hogy milyen ardanyhdrmas tartozik
a haromszog magassagpontjahoz.

16.24. (S) Adott egy ABC haromszog. Hatarozzuk meg, hogy a sikjanak melyik pontjat
jellemzi

a) az 1/a : 1/b: —1/c ardnyhdrmas és

b)* az a : b : —c ardnyhdrmas.

16.25. (S) Bizonyitsuk be, hogy a P pont akkor és csak akkor az ABC' haromszog koréirt
korének egy, haromszog cstucsaitdl kiillénb6z6 pontja, ha valamely ¢ konvex, nullatél, a-tol és
a+-t6l kiilonb6z6 szogre igaz, hogy P-hez — sin psin(a—) : sin(S+¢) sin ¢ : sin(8+¢) sin(a—
— ) ardnyhdrmas tartozik.

16.26. (M) Bizonyitsuk be, hogy az egyetlen olyan pont, amelynek az oldalaktol vett tavolsdgai
négyzetosszege minimalis, a haromszog Lemoine-Grebe pontja.

16.27. (S) Az ABC héromszog sikjdnak egy, nem a kertileten levé P pontjdhoz az x : y : z (el6-
jeles) téavolsdgaranyhdrmas tartozik. Milyen ardnyhérmas tartozik az izogondlis konjugéltjdhoz ?

16.28. (S) Adjunk a 16.27. feladat gondolatmenete alapjan 1j bizonyitast az izogondlis kon-
jugdlt létezését kimondo 16.1. feladat Allitasara!
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16.29. (S) Igaz-e, hogy egy — nem a hiromszog oldalegyeneseire illeszkedé — pont izogonalis
konjugaltjanak izogondlis konjugaltja maga a pont?

16.30. (M) Adjunk a 16.27. feladat alapjan j bizonyitast arra, hogy a Lemoine-Grebe ponthoz
az a : b : ¢ aranyharmas tartozik, azaz hogy a Lemoine-Grebe pontnak az oldalaktél vett
tavolsdgai ugy aranylanak egyméshoz, mint a megfelel6 oldalak (1. a 16.8. feladatot).

16.31. (M) Adjunk 1j bizonyitast a ?7. feladat &llitdsdra a 16.27. feladat alapjan!

16.32. (M) Adott az ABC héromszog. Bizonyitsuk be, hogy az x : y : z ardnyhdrmashoz (zyz #
= 0) pontosan akkor tartozik idedlis pont, ha van olyan 0-t6l, a-t6l és a+~-t6l kiilonb6z8 konvex
© sz0g, amelyre ez az ardnyhdrmas egyenld a —sin( + ¢) : sin(a — ¢) : sin ¢ ardnyharmassal.

16.33. (M) Egy PQR haromszoget akkor neveziink az ABC' hdromszogbe irt hdromszognek, ha
a P, @, R pont rendre a BC', C A, AB oldalra illeszkedik.

Legyen ABC hegyesszogii haromszog és PQR egy olyan, a haromszogbe irt haromszog, amely
oldalainak négyzetosszege minimalis. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a PQ R haromszog a Lemoine-
Grebe pont talpponti haromszoge.

Megjegyzés. Tovabbi, a Lemoine-Grebe pont tulajdonsigaira vonatkozd tételeket taldlunk
Surdnyi Laszlo A hdromszog kevésbé ismert nevezetes pontjairdl c. cikkében[14].

16.34. (S) Igazoljuk, hogy a ABC héromszog A-bdl indulé szimedianjat a Lemoine-Grebe pont
b + ¢ : a® ardnyban osztja (a, b, ¢ a megfelelé oldalak hosszat jeldli).

16.7. A sik vizsgalata az egyenesrol

16.1. (S) Adott az e egyenes és rajta négy pont: A, I, Na, H,. Szerkesztend6 haromszog,
melynek A-bél indulb szogfelezbje az adott egyenes, rajta I, N, Ha rendre a beirt kor kézép-
pontja, a BC oldal metszéspontja és a haromszog koriilirt korének (A-t6l kiilonb6z6) pontja

16.2. (S) Adott az e egyenes és rajta négy pont: B, T4, N4, F4. Szerkesztendé haromszog,
melynek BC' oldalegyenes az adott egyenes, rajta Ta, N4, F4 rendre illeszkedik az A csicsbdl
indulé magassagvonalra, szogfelezére és sulyvonalra.

16.3. (M) Adott az e egyenes és rajta négy pont: E4, Ep, Ec és Ep.

a) A négy pont mely elhelyezkedése esetén létezik a sikon olyan ABCD négyzet, amely csic-
sainak e egyenesre valé mer6leges vetiiletei a megadott pontok (a betiizésnek megfeleléen)?

b) Fejezziik ki a négyzet teriiletét a megadott pontok kozti tavolsdgok fiiggvényeként!

16.4. (M) Adott az e egyenes és rajta hdrom pont: F4, Ep és E¢.

a) A hirom pont mely elhelyezkedése esetén létezik a sikon olyan ABC' szabdlyos harom-
szog, amely csicsainak e egyenesre valé merdleges vetiiletei a megadott pontok (a betiizésnek
megfelel6en) ?

b) Fejezziik ki a szabdlyos haromszog teriiletét a megadott pontok kozti tavolsagok fiig-
gvényeként !

16.5. (M) Adott az e egyenes és rajta hdrom pont: Fap, Epc és Eca.

a) Szerkesztendé ABC szabdlyos hdromszog, melynek AB, BC, C' A oldalegyenesei rendre a
megadott pontokban metszik az e egyenest.

b) Kifejezhet6-e a szabalyos haromszog teriilete a megadott pontok kozti tévolsidgok fiig-
gvényeként ?
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16.6. Adott az e egyenes és rajta harom pont: Eap, Epc és Ec 4. Tekintsiikk mindazon adott
koriiljarasu ABC szabélyos haromszogeket, melyek AB, BC', C' A oldalegyenesei rendre a megadott
pontokban metszik az e egyenest.

a) Mutassuk meg, hogy van egy olyan P pont a sikon, amelyen ezen haromszogek koriilirt
korei mind 4tmennek!

b) Tekintsiik az e egyenest szamegyenesnek, amelyen az E4p, Epc, Fca pontoknak rendre
a ¢, a, b szdmok felelnek meg. Fejezziik ki ezekkel a P pont e egyenesre valé Ep meréleges
vetliletének megfelel6 p szamot!

16.7. (M) Adott az e egyenes és rajta négy pont: Fap, Epc, Ecp és Epa.

a) Szerkesztendé ABC' D négyzet, melynek AB, BC, C' D, DA oldalegyenesei rendre a megadott
pontokban metszik az e egyenest.

b) Fejezziik ki a négyzet teriiletét a megadott pontok kozti tavolsdgok fliggvényeként!

16.8. A csusztatva tiikrozés geometriaja

A korre vonatkozo Osszefiiggések, pl a keriileti szogek tétele természetes médon kapcsoldédnak
a forgatds tulajdonsdgaihoz (14sd pl az 5.6., 5.7., 5.1. feladatokat). A cstusztatva tiikkrozés vizs-
galatabol is hasonlo6 érdekes Gsszefiiggések vezethetSk le, amelyek azonban nem a korre vonatkoz-
nak.

16.1. (MS) Legyen 7 valamely rogzitett ¢ tengelyre vald tikrozés és az azzal parhuzamos v
vektorral valo eltolasbdl allo csisztatva tiikrozés.

Rogzitstink egy tetszéleges A pontot a sikon. Tekintsiik minden A-ra illeszkedd a egyenes
esetén az a, 7(a) egyenesek P, metszéspontjat! Hatdrozzuk meg a P, pontok halmazat a sikon!

16.2. (MS) Adott egy derékszogii hiperbola kozéppontja és két — a kozéppontra nem szim-
metrikusan elhelyezkedd — pontja. Szerkessziik meg a hiperbola aszimptotait!

16.3. Adott a sikon két pont, A és B, valamint egy szog: . Hatarozzuk meg azon P pontok
mértani helyét a sikon, amelyekre a PAB<, PBA< irdnyitott szogek
a) kiilonbsége; b) Osszege

egyenld 2¢-vel !

16.4. (MS) Adott a sikon hdrom pont: A, @ és Q'. Mi azon P pontok mértani helye a sikon,

amelyekre
a) AQP< = AQ'P< (mod 180°); b) AQP< = PQ'A<  (mod 180°)?

16.5. (M) Adott a sikon két pont, A és B. Hatdrozzuk meg azon C pontok mértani helyét a
sikon, amelyekre az ABC haromszog C-nél levd szogének egyik szogfelezdje

a) dtmegy az AB szakasz felez6mer6legesének egy elére rogzitett pontjan;

b) parhuzamos egy el6re rogzitett egyenessel.

16.6. (MS) Adott a stkon hdrom pont: A, @ és Q'. Mi azon P pontok mértani helye a sfkon,
amelyekre az AQP hiromszog koriilirt korének AP egyenesre tiikrozott képe dtmegy Q'-n?

16.7. (MS) Adott a stkon hdrom pont: A, @ és Q'. Mi azon P pontok mértani helye a sfkon,
amelyekre az AQP, AQ'P haromszogek koriilirt kore egyenld sugart?
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16.8. (M) Adott a sikon harom pont: A, B és C. Egy derékszogii hiperbola mind a hérom
ponton atmegy.

a) Hol lehet a C' pontnak a hiperbola kézéppontjara tikrozott képe?

b) Hol lehet a hiperbola szimmetriakézéppontja?

16.9. (MS) Mutassuk meg, hogy ha egy derékszogii hiperbola dtmegy egy hiromszog hdrom
csticsan, akkor a magassdgpontjan is atmegy!

16.10. (M) Adott a sikon az ABC haromszog. Tekintsiik azokat az ABC-vel egybevagd A’ B'C’
haromszogeket, amelyekre CANC'A’ = A, CBNC'B’ = B és amelyekre

a) az ABC, A’B'C’ haromszogek koriiljardsa megegyezik;

b) az ABC, A'B'C’ haromszogek koriiljarasa ellentétes.

Hatérozzuk meg a C’ pontok mértani helyét a sikon!

16.11. (M) Ha M’ az ABC hédromszog kortilirt korének tetszéleges pontja, akkor van olyan
A’ B’C" haromszog, amely rendelkezik az aldbbi négy tulajdonsdggal:

— egybevagd ABC-vel,

— ellenkez6 koriiljarast, mint ABC,

— magassagpontja M/,

- AeAM,BeBM,CecCM.

16.12. (M) Az ABC haromszog magassagpontja M. Adott a haromszog koriilirt korén egy
M’ pont. Mutassuk meg, hogy van olyan derékszogii hiperbola (vagy merdleges egyenespar),
amelynek szimmetriakozéppontja az M M’ szakasz M felez6pontja és amelyre illeszkednek az A,
B, C, M, M’ pontok!

16.13. (MS) Szerkesztendé a sik négy elére adott pontjara illeszkedd derékszogii hiperbola két
aszimptotaja.
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17. FEJEZET
Vegyes feladatok

17.1. A Nagy Szerkeszt6 egy adott pontbdl merélegest szeretne allitani egy adott egyenesre egy
hozza kozeli adott pontbdl, de kedvenc macskaja, Kormos, épp a korzé dobozan alszik. Hogyan
tudja megszerkeszteni a Nagy Szerkeszté a meroGlegest egyetlen egyélii vonalzdval és a zsebében
talalt huszforintossal?

17.2. Fejezziik ki a hdromszog «, 3, v szogeivel a hdromszog AB oldalanak a Feuerbach korrel
bezért szogét!

17.3. a) Mutassuk meg, hogy a paralelogramma &tl6i hosszanak négyzetosszege megegyezik a
négy oldal hosszdnak négyzetosszegével !
b) Irjunk fel analog Gsszefiiggést a paralelepipedon oldaléleinek és testatloinak hossza kozott!

17.4. Adott a k kor és rajta két pont. Képezziik az ebbe a korbe irt olyan hurtrapézokat,
melyeknek két csticsa a két adott pont. Hatarozzuk meg e trapézok atléi metszéspontjanak
mértani helyét!

17.5. (S) [21] Mutassuk meg, hogy ha az ABCD trapéz AB, C'D szarain elhelyezkedé K, M
pontokra BAM/ = CDK /, akkor BMA/ =CKD/!

17.6. [21] Egy trapéz szarai, atléi és alapjainak meghosszabbitédsai egy [ egyenest hat pontban
metszenek, igy 0t szakaszt vagnak ki beldle.

a) Mutassuk meg, hogy ha a széls6 szakaszok (az 1. és az 5.) egyenl6k egymadssal, akkor azok
szomszédai (a 2. és a 4.) is egyenlék egymassal!

b) Hogyan ardnylanak egyméshoz a trapéz alapjai, ha van olyan [ egyenes, amelyen mind az
Ot szakasz egyenl6 hossza?

17.7. Jeldlje me, s¢, fe rendre a haromszog C' csiicsabdl kiinduldé magassdgvonal, stlyvonal és
szogfelezé hosszat. Mutassuk meg, hogy

a) m. < min(a,b) b) s, < o c) fo < %!
17.8. (S) Van-e olyan hdromszog, amelyben a, f. és b — ilyen sorrendben - mértani sorozatot
alkot? (f. a C csicsbol induld belsé szogfelez6 hosszét jeloli.)

17.9. Mutassuk meg, hogy az A, B pontpar Apolléniusz korei merdlegesek az AB szakasz
latékoreire!

17.10. Adott a stkon az A és a B pont hatdrozzuk meg azon pontok mértani helyét a sikon,
amelyeknek a két adott ponttol mért tavolsagai négyzetének

a) kiilonbsége b) Gsszege

elére adott allandoé.

17.11. ,Ceva-szakasz’-nak nevezziik a haromszog csiicsat a szemkoztes oldal tetszéleges pontja-
val 0sszekoté vonaldarabot. Mutassuk meg, hogy barmely hegyesszogii hdromszéghoz van olyan
pont a térben, ahonnan a haromszog minden Ceva-szakasza derékszogben latszik.
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17.12. Tekintsiik az ABC haromszog oldalegyeneseit érinté korok kozil azt a kettot, amelyik
az AB egyenest A és B kozott érinti. Bizonyitsuk be, hogy e két kér sugaranak mértani kézepe
nem lehet nagyobb AB felénél!

17.13. Tekintstink két egymason kiviil elhelyezkedo kort, egyik kozos belsé és egyik kozos kiil-
s6 érint6jiiket. Erintési pontjaik mindkétkérben egy-egy hurt hataroznak meg. Bizonyitsuk be,
hogy-e hiirok egyenesei a kézéppontokat 6sszekoté egyenesen metszik egymast!

17.14. Adottak az egymadst metszé e és f egyenesek, tovabbd a k kor, amelynek nincsen kozos
pontja az adott egyenesekkel. Szerkessziikk meg azt az f-fel parhuzamos egyenest, amelyen a
korbél kimetszett hiur ardnya az e egyenestél a korig tarté szakasszal a legnagyobb!

17.15. Bizonyitsuk be, hogy ha egy hirnégyszog atléinak M metszéspontja felezi valamely
egyenesnek a hurnégyszogoén beliili szakaszat, akkor felezi ugyanezen egyenesnek a négyszog
korilirt korébe es6 hurjat is.

17.16. Legyen az ABC haromszog koré irhaté kor kozéppontja O, sugara r. Mutassuk meg,

hogy
LS S B
AA’ BB CcC! oy’

ha AO, BO és C'O meghosszabbitasai a B, O és C, a C, O és A, illetve az A, O és B pontokon
atmend koroket az A’, B', C' pontokban metszik.

17.17. Adva van harom kor: k4,kp és ko. Keressiink olyan kort, amely k4-t annak két atellenes
pontjaban, kp-t annak két atellenes pontjaban és kc-t is annak két atellenes pontjaban metszi.

17.18. Vizsgiljuk az ABC D hurnégyszoget, benne az ABC, BCD, CDA, DAB haromszogeket
és azok beirt korei kozéppontjait! Tegylink megfigyelést, fogalmazzunk meg allitdst!

17.19. Rogzitsiik az A pontot és az egymast A-ban merélegesen metszo b, ¢ egyeneseket! Vizs-
galjuk mindazon c egyeneseket, amelyek b-vel és c-vel elore rogzitett teriileti haromszoget fognak
kozre!

17.20. Hatérozzuk meg az y = 2% + 2z — 3 egyenletii parabola
a) szimmetriatengelyének b) vezéregyenesének

c) (1;0) pontbeli érint6jének egyenletét,

d) valamint fékuszpontjanak koordinatait!

17.21. Az ABC haromszog oldalainak hossza: AB = 28, BC' = 30, CA = 26 egység. Hataroz-
zuk meg a C csiicsbdl kiinduld
a) magassagvonal b) silyvonal c) belsd szogfelezd

hosszat!

17.22. (M) Legyen M és N az AB szakasz Thélesz korének két, A-tél és B-t6l kiilonb6z6
pontja. Jelolje C az N A, D pedig az N B szakasz felez6pontjat! A kort az M C egyenes masodszor
az E, M D pedig az F' pontban metszi. Mekkora az

MC-CE+MD-DF

kifejezés értéke, ha AB = 2 egység?
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17.23. Bizonyitsuk be, hogy egyenld szari haromszog beirt korének sugara (p), koriilirt korének
sugara (r) és a két kozéppont tavolsaga d kozott fennall a

r?—d*=2rp
Osszefiiggés!

17.24. (M) H&arom, paronként egymaéson kiviil elhelyezked6 korhoz szerkessziink olyan pontot,
amelybdl mindharom kor ugyanakkora szogben latszik.

17.25. Apolloniuszi korszerkesztési feladat
Adottak az e, f egyenesek, valamint a G pont. Szerkesztendd kor, amely érinti e-t és f-et és
atmegy P-n, ha e és f metszik egymast és G nem illeszkedik egyikiikre sem.

17.26. Apolloniuszi kérszerkesztési feladat
Adottak az e, f egyenesek, valamint a g kor. Szerkesztendé kor, amely érinti e-t, f-et és g-t
is.

17.27. (M) * Jelolje az ABC héromszog A csicsandl levo szog kiilsé szogfelezdjének a koréirt
korrel valé masodik metszéspontjat G — ha a kiils6 szogfelez6 érinti a kort, akkor G = A —,
és jelolje Fpc a BC oldal felezépontjat. Igazoljuk, hogy a GFpc egyenld a két hozzairt kor
sugaranak atlagaval.

17.28. (M) * Jelolje az ABC haromszog A-bdl induld belsé szogfelezéjének a koréirt korrel
valé méasodik metszéspontjat H. Igazoljuk, hogy az ABC haromszdg a oldaldhoz irt kérének
sugardbdl levonva a beirt kor sugarat éppen 2H Fpc-t kapunk. (Fpeo a BC oldal felezépontja.)

17.29. (S) * Igazoljuk, hogy a hdromszog harom oldaldhoz irt kor sugaranak osszege 4R + r,
ahol R a koréirt kor sugara, r a beirt koré. Vagyis a szokasos jeloléssel:
ra+rp+rc=4R+r.

17.30. (M) Jelolje K a haromszog koréirt korének kozéppontjit. Bizonyitsuk be, hogy K-
nak a harom oldaltdl vett — eldjeles — tavolsdga egyenld a koréirt kor és a beirt kor sugaranak
Osszegével.

17.31. (M) Igazoljuk, hogy a haromszog aszerint hegyes-, derék- vagy tompaszogii, hogy
oldalainak négyzetosszege nagyobb, mint 8R?, egyenlé vele, vagy kisebb nala. Itt R a koréirt kor
sugarat jeloli.

Megjegyzés. A derék- és tompaszogli esethez vo. a 9.4. feladatot.

17.32. (M) Az ABCD konvex négyszog atldéinak metszéspontja M. Vetitsiik merSlegesen M-et
a négyszog négy oldalara. Igazoljuk, hogy ha ABCD hurnégyszog, akkor e négy pont érinténé-
gyszoget alkot.

17.33. (M) Adott a PQRS konvex négyszog. Tekintsiik azt az ABCD négyszoget, amelynek
csicsai a PQRS négyszog szomszédos csiicsain atmend kiilso szogfelezOk metszéspontjai. Iga-
zoljuk, hogy ha PQRS érinténégyszog, akkor ABC D hurnégyszog.

17.34. (S) Az ABCD konvex négyszog atloinak metszéspontja M. Vetitsiik merdlegesen M-et
a négyszog négy oldaldra. Igazoljuk, hogy e négy pont pontosan akkor alkot érinténégyszoget,
ha ABC D htrnégyszog.

17.35. (S) Adott a PQRS konvex négyszog. Tekintsiik azt négyszoget, amelynek cstcsai az
ABC D négyszog szomszédos csticsain atmend kiils6 szogfelez6k metszéspontja. Igazoljuk, hogy
ha ABC' D pontosan akkor hurnégyszog, ha PQRS érinténégyszog.
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17 fejezet. Vegyes feladatok

17.36. (M) * Az ABCD konvex négyszog atléinak metszéspontja M. Adott az M pont
meroleges vetiilete a négyszog négy oldalan. Szerkesztendd az ABC'D négyszog. (Természetesen
maga M nincs megadva).

17.37. (M) Az ABCD konvex deltoidnak az AC &tlé a szimmetriatengelye. Az ABC/Z szog
felezGje az F' pontban metszi az AC 4tl6t. F' merdleges vetiilete a BC oldalon P, az AD oldalon R
(lasd az 1. dbrat). Mely deltoidokra igaz, hogy a PR szakasz dtmegy az atlék M metszéspontjan ?

17.37.1. abra.

17.38. (MS) Az ABCD trapézba kor irhatd. Igazoljuk, hogy az &tlok metszéspontja rajta van
azon a szakaszon, amely a beirt kor és az alapok érintési pontjait koti Ossze.

17.39. (M) * Adott egy konvex érinténégyszog. Tekintjiik azt a konvex négyszoget, amelyet a
beirt korének az oldalakkal vett négy érintési pontja alkot. Bizonyitsuk be, hogy e két négyszog
atléinak metszéspontja egybeesik.

17.40. (M) Igazoljuk, hogy az ABC héromszog hiarom oldaldhoz irt kor kozéppontjat a megfelel
oldal felez6pontjaval 6sszekoté harom egyenes egy ponton megy at.

17.41. Az ABC hiromszégben A-ndal derékszog van. Az A-bol induld magassag felez6pontjanak
a B-bdl induld szogfelezére valé metszéspontjat osszekotjiikk B-vel. Igazoljuk, hogy a kapott e
egyenes felezi az AC' szakaszt!

17.42. (M) Adott ABC héaromszog AB oldalan szerkesztendd olyan P és AC oldaldn olyan @
pont, amelyre BP = PQ = QC.

17.43. (M) * Adott egy ABC héromszog. Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy olyan P pont van
a haromszogben, amelyre igaz, hogy ha P-n keresztiil parhuzamost hiizunk mindharom oldallal,
akkor ezeknek a (t6bbi) oldallal vett, 6sszesen hat metszépontja hirhatszoget hatiaroz meg.

17.44. (S) Szerkessziink haromszoget, ha ismerjiik a beirt korének sugarét, az egyik csticsabdl
indul6 magassag hosszat és a masik két szog kiillonbségét.

17.45. (S) A k koron rogzitiink két pontot, ezek X és Y. Az [ és I’ kor érinti a k kort az X,
illetve az Y pontban. Az [ és az I’ kor egymadst is érinti az E pontban. Mi az F pont mértani
helye, ha [ és I’ kor minden lehetséges helyzetet felvesz?

17.46. (S) Szerkessziink haromszoget, ha ismerjiik két silyvonaldnak hosszat és a harmadik
csucsbdl indulé magassagvonal hosszat.
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17 fejezet. Vegyes feladatok

17.47. (S) Jeldlje az ABC héaromszog A, B, C csucsdbdl induldé magassidgvonalak talppontjat
rendre A’, B’, C'. Igazoljuk, hogy
AB'-BC'-CA' = AC'-BA'-CB'=A'B"-B'C'-C'A'.

17.48. (M) Szerkesztendd a haromszog, ha adott egyik cstcsbdl indulé belsd szogfelezbje, a
masik két cstcsban fekvé szog kiilonbsége és e két csticesal szemkozti oldalak ardnya. (Tehat a
szokésos jelolésekkel: adott f,, 5 —vésb:c.

17.49. (S) Szerkesztendd a haromszog, ha adott egyik csticsb6l indul6 stulyvonala, a masik két
cstucsban fekvé szog kiilonbsége és e két csticesal szemkozti oldalak ardnya. (Tehat a szokéasos
jelolésekkel: adott sq, 8 — v és b: c.

17.50. (M) Egy pontszerii fényforrast kell gombokkel eltakarnunk. A gémbok nem tartal-
mazhatjdk a fényforrast, nem nyulhatnak egymasba, a fényforrasbél a gdbmbhoz hiuzott érintok
mentén mar kijut a fény. Az a cél, hogy a fényforrastol szdz méterre mar ne jusson ki fény.
Legkevesebb hiany gombre van sziikségiink ehhez?

17.51. (M) * Minchhausen baré azt éllitja, hogy a kertjében minden nyirfat6l pontosan 10
méterre legalabb 100 nyarfa all, mégis tobb nyirfija van, mint nyarfija. Lehetséges-e, hogy a
baré ez alkalommal nem 16dit? A fikat pontszeriinek tekinthetjiik.

17.52. (S) A kor egy M pontjabdl kiindulé M A, M B, MC htrok mint a&tmérdk folé koroket
rajzolunk. Ezek a korok mésodszor az X, Y, Z pontokban metszik egymaést. Bizonyitsuk be,
hogy e harom pont egy egyenesen van.

17.53. (M) * Adott egy k kor és rajta kiviil két pont, A és B. Szerkesztend6 a K kornek az
az AB-vel parhuzamos C' D hurja, amelyre igaz, hogy az AC és a BD egyenes a k korén metszi
egymast.

17.54. (M) Egy konvex négyszog hirnégyszog és érinténégyszog is. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
terliletének négyzete az oldalak szorzataval egyenld.

17.55. (S) Adott ABC haromszogben szerkessziik meg az AB oldal D pontjat és az AC oldal E
pontjat tgy, hogy a DE szakasz parhuzamos legyen a BC oldallal és fennaljon a BD+FEC = DE
egyenlOség.

17.56. (S) Az egységsugari gomb felszinén adott n pont. Bizonyitandé, hogy a gémb felszinén
van olyan P pont, amelynek az n ponttdl vett tavolsagai Osszege nagyobb n-nél.

17.57. (M) * Adott a sikon két pont, A és B. Mi azoknak a C' pontoknak a mértani helye,
amelyekre az ABC haromszog B csicshoz tartozdé magassiga ugyanolyan hosszii, mint az A
csticshoz tartozo sulyvonala?

17.58. (M) Adott a sikon egy O és egy R pont, tovabbé egy « irdnyitott szog. Szerkesztendd
azon P pontok mértani helye, amelyekre igaz, hogy ha P-t a szdggel elforgatjuk O koériil, akkor
a kapott P’ pontra RP = PP’.

17.59. (M) Egy héromszog beirt kore a haromszog egyik stlyvonalat hédrom olyan szakaszra
osztja, amelyekre igaz, hogy a koron kiviili szakaszok egyenldé hossziak. Bizonyitandd, hogy a
haromszognek van két oldala, amelyek aranya 1:2.

Igaz-e az allitas megforditdsa is?
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17 fejezet. Vegyes feladatok

17.60. (M) * Az ABC haromszog legrovidebb oldala BC. A P pont az AB oldalnak az a
pontja, amelyre PCAZ = BAC/Z és az R pont az AC oldalnak az a pontja, amelyre RBA/ =
= BAC /. Bizonyitsuk be, hogy az ABC és az AP R haromszogek koré irt korének kézéppontjait
Osszekotd szakasz merdleges a BC oldalra.

17.61. (S) Adott ABC haromszogben szerkessziik meg az AB oldal D pontjat és az AC oldal E
pontjat ugy, hogy a DFE szakasz parhuzamos legyen a BC oldallal és fennaljon a BD+EC = DE
egyenlOség.

17.62. (S) Az egységsugari gomb felszinén adott n pont. Bizonyitandd, hogy a gémb felszinén
van olyan P pont, amelynek az n ponttdl vett tavolsagai Osszege nagyobb n-nél.

17.63. (MS) * Adott egy kor és benne az egymést nem metsz6 AB és C'D hir. Az utébbit nem
tartalmaz6é AB koriven fut a P pont, CP és AB metszéspontja X, DP és AB metszéspontja Y.
Szerkessziik meg P-nek azt a helyzetét, ahol az XY szakasz hossza maximélis.
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Segitség, utmutatas

1. Bevezetés

1.10. Lasd az 1.9. feladatot!

1.2. Dinamikus geometriai szerkesztoprogrammal kezdhetjik igy:
1. Vegytink fel harom pontot (4,0, C);
. Vegyiik fel az O kozépponti C-n atmend ¢ kort;
. Vegytink fel egy C-t6l kiilonb6z6 pontot e-n (Cy # C);
. Hazzuk meg az a = AC, egyenest;
. Tekintstik az a N ¢ = {C1, C2} metszéspontokat;
. Képezziik a C1Cy pontpér (esetleg 1étre kell hozni a C1C; szakaszt) szakasz F' felez6pontjat.
. Rajzoltassuk ki az F' pont m mértani helyét (a C; pont befutja a ¢ kort)!
. Mozgassuk az A pontot; vigyiik a kor belsejébe is;
. Vizsgaljuk m-et, sejtsiik meg milyen ismert alakzat az m mértani hely;
10. Rajzoljuk ki a sejtésiinknek megfelel6 gorbét,
11. Mozgassuk A-t is, ,szemmel” ellendrizziik sejtésiink helyességét (lasd az 1. abrat).

© 00 J O U i W N

1.2S.1. abra.

12. Bizonyitsuk be a sejtést!

2. Haromszog adatai az oldalak fiiggvényében

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

3. Egybevagosagok
3.1. Vizsgiljuk az AOP, BOP haromszogeket, ahol O az adott szog csticsa!

3.2. i) Legyen x képe /. Irjuk fel, algebrailag azt a geometriai tényt, hogy szakaszuk felezépon-
tja a!
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Segitség, atmutatas 3. Egybevagdsdgok

3.5. m—o) Elészor tanuljunk meg tiikrozni az © = —y egyenesre.
3.1. Lasd a 3.3. feladatot!
3.2. Léasd a 3.4. feladatot!
3.3. Lasd a 3.5. feladatot!
3.4. Lasd a 3.3. feladatot!
3.5. Lasd a 3.8. feladatot.

3.9. Mutassuk meg, hogy a b) esetnek a két adott pontot dsszekoté egyenes és az azzal parhuzamos
barmelyik egyenes felel meg, a c) esetben a két pontot Osszekotd szakasz felezOpontjan atmend
egyenesek jok, mig az a) esetben az el6z6 két tipus barmelyike megfeleld.

3.11. Léasd a 3.3. feladatot!

3.13. Tiikrozzik a trapézt egyik szardnak felezépontjara! Prébaljuk megszerkeszteni a trapéz
és a képe alkotta paralelogrammaét!

3.1. Vizsgéljuk a PpAPc egyenld szari haromszoget!
3.2. Hozzuk létre a négyszoget az eredeti dbran, a téglalaphoz kapcsolva!

3.4. Barmelyik kornek az adott egyenessel parhuzamos eltolasa alapvetéen nem modositja a
feladatot. Alkalmazzuk olyan eltolast, amelytél egyszeriibb lesz a feladat!

3.5. Induljunk ki a kész abrabdl és alkalmazzunk ra cstsztatva tiikkrozés, melynek tengelye
es = BC', vektora az a hosszisagu BC vektor.

3.2. Legyen P’ a P pont d-re vonatkozo tiikorképe. Mutassuk meg, hogy PD = P’'D és ennek
alapjan becsiiljik a PD + DQ 06sszeget !

3.3. Legyen P’ a P pont OA egyenesre vonatkozé tikorképe. Mutassuk meg, hogy PA = P'A
és ennek alapjan becsiiljik a PA + AB 6sszeget!

3.4. Legyen P’ illetve P” a P pontnak az a szar egyenesére illetve a b szar egyenesére vonatkozd
tiikkorképe. Mutassuk meg, hogy PA = P'’A, PB = P”B és ennek alapjan becsiiljiik a PA +
+ AB + BP 0sszeget!

3.5. Legyen P € BC tetszdleges pont és P’ illetve P” a P pont BA illetve AC egyenesre
vonatkozé tiikorképe. Mutassuk meg, hogy a P'CP” haromszog a P vélasztasatol fiiggetleniil
mindig egyenld szaru és a P’ AP”/ szdg nagysaga is fiiggetlen P-t6l!

3.8. Gondoljuk at tjra a 3.5M. feladatmegoldast. Mi lenne, ha nem a P4 pontbdl indulnank ki,
hanem pl Pp-bél?
Gondolni kell a tompaszogii hdromszog esetére is (1dsd az 1.6., 1.7. feladatokat).

3.1. a)—c) A haromszog az oldalfelezépontjara tiikrozott képével egyiitt paralelogrammét alkot.
Szerkessziik meg ezt a paralelogrammaét!
d) Ez a gondolat alkalmazhat6 a stlypont és két cstics alkotta héromszogre is.

3.2. Lasd a 3.6. feladatot.
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4. Egybevdgosdgi transzformdciok kompozicidja Segitség, utmutatas

3.3. Tobb esetet kell megkiilonboztetniink aszerint, hogy melyik két cstcs illeszkedik az adott
egyenesekre. Mindegyik esetben gondoljuk végig, hogy ha az egyik cstcs befutja az egyik adott
egyenes pontjait, akkor hol helyezkedne el a négyzet tobbi csicsa, ha a négyzet

a) kozéppontja; b) egyik csticsa

a megadot pont lenne.

3.4. Az M pontot tiikrozziik a BC felezémerdlegesére és a képet toljuk el a BA vektorral. A
kapott N pontra az AN DM négyszog teriilete %, oldalai az M A, M B, MC, M D szakaszokkal
egyenlOk, de kedvez6bb sorrendben.

4. Egybevagosagi transzformaciok kompozicidja

4.12. a) Hasznéljuk a 3.8. feladat eredményét!
b) Kovessitk nyomon az egyik — pl a T — pont utjat! Gondoljunk a tompaszogli haromszog
esetére is!

5. Keriileti szogek 1.

5.2. a) Alkalmazzuk Thalesz tételét!
b) Szerkessziik meg az &brat!

5.3. a) Vizsgdljuk a B'Hy, AC egyeneseket!

5.4. Rajzoljuk be a k kor A, B, C', D, P pontokhoz hiuzott sugarait és szamoljunk az egyenld
szaru haromszogek szogeivel !

5.8. Rajzoljuk be a kérnek a hirnégyszog csiicsaihoz htizott sugarait és szamoljunk az egyenld
szaru haromszogek szogeivel !

Figyelem! A gondolatmenet némiképp kiilonbozik abban az esetben, amikor a koriilirt kor
kozéppontja a négyszogon belill helyezkedik el attél, amikor kiviil. Gondoljunk mind a két
lehetdségre!

5.5. Tekintsiik az AP és BP félegyenes koziil azt, amelyik elmetszi még egyszer a latékorivet és
tekintsiik ezt a metszéspontot. A haromszog kiils6 szogre vonatkozé allitasabdl a feladat allitasa
kovetkezik.

5.6. Az ABC haromszog BC oldaldnak Fpc felez6pontjara tiikrozziik A-t, az igy kapott pontot
jeloljik A’-vel. Az A-nal fekvd szog és az A-bdl indulé silyonal ismeretében az ABA’ harom-
szogben ismerjiik az AA’ = 2s, oldalt, a mdsik két oldal osszegét és a B-nél fekvd szoget, ami
180° — «.

Ha az AB félegyenes B-n tuli meghosszabbitdsara felmérjiik a BC = BA' = BD szakaszt,
akkor az AA’D hiromszogben ismerjiik két oldal, AA" és AD = b+ c hosszat, valamint a D-nél
fekvé 90° — ar/2 szOget, tehdt a haromszog szerkeszthetd.

A megoldasok szama (1 vagy 2) attdl fiigg, hogy 2s, és b+ ¢ hossza koziil melyik a nagyobb.

5.10. Keressiink az 4bran Thalesz-kort!

5.11. Az els§ abran a vizsgélt a szdg egy haromszog kiils6 szoge. Hatarozzuk me a hiromszog
szogeit !

A masodik dbréan kossiik ossze az egyik iv végpontjat a masik iv megfelel végpontjaval, hogy
haromszog jojjon létre. Hatdrozzuk meg a hdromszog szogeit !
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Segitség, atmutatas 6. Keriileti szogek I1.

6. Keriileti szogek 11.

6.2.

1. segitség, itmutatas. Mit tudunk a BC' B’ haromszogrdl? Hatarozzuk meg a szogeit !
2. segitség, atmutatas. Mi adott az AB’B hiromszogben?

6.2.

1. segitség, utmutatas. Vizsgiljuk az L4BK, L4BLp haromszogeket. Az el6bbivel kapcso-
latos a 6.1. feladat is.

2. segitség, Gtmutatas. Léasd a 6.1. feladat a) részének allitasat.
6.5. Szamoljunk a szdgekkel, keressiink egymassal egyenldket!

6.9. Keressiik egymashoz hasonlé haromszogeket, amelyek egy-egy oldala H 4B illetve I A mésik
odaluk pedig kifejezhetd az el6irt mennyiségekkel!

6.12. Alkalmazzuk a 6.5. b) feladat eredményét!

6.14. A 6.11M. megoldés a) részében informéciét taldlunk az egy cstcsbdl kiindulé magasség,
szogfelezd és a koriilirt kor sugardnak elrendezédésérol.

6.4. Mutassuk meg, hogy az ABC, DB A hiaromszogek hasonlbak!
6.1. Az INgA, INcA hiaromszogekben mi k6z6s? Hogyan lehetnek nem egybevagdak?

6.3. Azt az esetet tekintjiik, amikor P ,kiviil” van a hdromszogén, @ beliil. Jeldlje K az APQ
haromszog koré irt kor kozéppontjat. APQZL = BCAZ (keriileti szogek), tehat PQAZ = ABC /.
Ezért PK A/ kozépponti szog 2AQP/ = 2ABC/ és KAP/ = 90° — ABC/. A tobbi eset

hasonléan intézhet6 el.
6.4. Legyen AM és ko mésik metszéspontja D. Mutassuk meg, hogy ABDC paralelogramma.

6.7. Huizzuk meg a ,kilogd” iveknek a megfelel6 oldallal parhuzamos érintéit. A kapott érinténé-
gyszoget a kor a PQRS négyszogben érinti. A feladat feltételébél kovetkezik, hogy a révidebb
PQ és RS iv hosszanak Osszege egyenld a rovidebb QR és PS iv hosszanak osszegével. Ebbol
viszont kovetkezik, hogy — O-val jelolve a kor sugarat — példaul POQZ + ROSZ = 180°. De
akkor az eredeti négyszog P és @ ,k6zott” levo A csiicsra, valamint R és S kozott lev C cstic-
séra is igaz, hogy PAQZ + RCSZ = 180°. (Ugyanis OP, OQ, OR és OS mer6leges az eredeti
négyszog megfelel6 oldalara.)

6.10. c) Mutassuk meg, hogy D1 B = AB; és DyB = AB;.

6.11. Jeldlje az O1C egyenes és ki masik metszéspontjat Ci, O1C és E o Ep metszéspontjat T'.
Mutassuk meg, hogy a C; BC, EgTC haromszogek hasonlbak!

6.12. a) Keressiik a csucsokat a megfelelé 1atokorokon !
b) Léasd a 6.3. feladatot!

6.13. Lasd a 6.12. feladatot!
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7. A teriilet Segitség, utmutatas

6.14. Tikrozziik a szerkesztendé6 ABC D négyszog C csucsat az AB oldal Fap felez6pontjéra,
a kapott pont C'. A DBC" hdromszogben ismerjitk a DB és BC' = AC oldalt (a négyszog két
atlojat), valamint a DBC" szoget (a két atld szogét). DB folotti DAB/ szogli és BC! {6lotti
BAC'/ = ABC / szogli 1at6koriv B-t6l kiilonb6z6 metszéspontja — ha van — A. C' Fapg-re val6
tiikdrképe C. Ha a két 1latékorivnek nincs metszéspontja, nincs megoldas.

6.15. Ha a szerkesztendé6 ABCD négyszogben az A-nal és C-nél fekvé szogek adottak, akkor
ehhez a két csticshoz felvehetiink egy-egy BD-re irt latékort. Az AC vektor irdnya és hossza is
adott, igy az A-ra irt 1lat6kor AC vektorral valé eltoltjanak a masik latokorrel valé metszépontja

lesz C.

6.16. Ismeretes, hogy a keriileti szog szogfelezbje és a szemkozti hiur felezémerdélegese a korilirt
koron metszi egymast. Jelen esetben tehat By By és C1Cs felezémerolegese is M-en megy at.

7. A teriilet

7.1. Tekintsiik a beirt kor kozéppontja és két-két cstcs altal meghatarozott kisebb hérom-
szogeket !

7.2. Vizsgaljuk az ABI4, BCI4, CAI4 haromszogeket, ahol I, a hozzairt kor kbzéppontjat, A,
B, C pedig a haromszog cstcsait jeloli!

7.4. Hozzuk kapcsolatba a két oldalt a haromszog teriiletével!

7.2. Elészor hatdrozzuk meg a teriiletek arényat! Hasonlitsuk Ossze az aldbbi hdromszogek
tertletét: APBy és B1CP, majd CA1P és A1PB, ezutan ACA; és A1AB, végil BCB; és
B1BA.

Ezutén jarjunk el a G.I1.6.2-G.1.6.3. feladatok megolddsanak mintéjara.

Ha készen vagyunk a teriiletekkel, akkor a By PC, C PB haromszogek teriiletét is dsszehason-
lithatjuk, amely elvezethet a B1 P, PB szakaszok hosszdnak aranyahoz.

7.3. Lésd a 7.2. feladat megoldésat!
7.5. Alkalmazzuk a 7.4. feladat eredményét!

7.6. A Ceva-tételben (a 7.5. feladatban) szerepl6 ardnyok mindegyike 1.

7.7. A szogfelez6-tétel szerint a Ceva-tételben (a 7.5. feladatban) szerepldé ardnyok rendre ¢, l—c’

és <.
a

7.9. A Ceva-tételben (1. a 7.5. feladatot) szerepl aranyok rendre $=¢, $=b ¢g 5=¢

s—b’ s—c s—a’

7.10. A Ceva-tételben (1. a 7.5. feladatot) szereplé ardnyok megfordulnak 7.9. feladatban szere-
pl6 ardanyokhoz képest.

7.11. Egyszert kovetkezménye Ceva tételének, csak az ott szereplé aranyok mindegyike ,,meg-

fordul”.
7.14. A Ceva-tételben szerepld ardnyok rendre Z—; 2—2 és g—z, s ezek szorzata 1.

7.15. Lasd a 7.3. feladatot!

99



Segitség, atmutatas 8. Kézéppontos nagyitds

8. Kozéppontos nagyitas
8.2.

1. segitség, utmutatas. Legyen P a kitlizott pont a szog a szardn Ay, Ao, Az, A4, As tet-
sz6leges pontok. Szerkessziik meg a By, By, Bs, By, Bs pontokat tigy, hogy a PB; (i = 1,2,3,4,5)
szakasz felez6pontja az A; pont legyen. Hol helyezkednek el ezek a B; pontok?

2. segitség, itmutatas. Lasd a 3.3. feladatot!
8.2.
1. segitség, itmutatas. Lasd a 8.1. feladatot!

2. segitség, utmutatas. Kilon igazoljuk, hogy az atlok metszéspontja egy egyenesen van
az alapok felez6pontjaival, majd azt, hogy a szdrak meghosszabbitdsainak metszéspontja is
illeszkedik az alapok felezOpontjait 0sszekotd egyenesre.

8.3. Hasznéljuk a 8.2. feladat eredményét!

8.4. Hasznéljuk a 8.2. feladat eredményét!

8.2.

1. segitség, utmutatas. Vizsgaljuk az elfajuld eseteket!

2. segitség, itmutatas. Vizsgaljuk el6szor a téglalap AB oldallal parhuzamos, de nem az
AB-re es6 oldala felez6pontjanak mértani helyét!

8.1. A D-beli érint6 messe az AC, BC oldalakat A’-ben illetve B’-ben. Hasonlitsuk Ossze az
ABC, A'B'C héromszogeket !

8.2. Hasonlitsuk 6ssze a koriilirt kor As, By, Co-beli érintéi altal hatarolt haromszoget az ABC
haromszoggel !

8.3. A C pont a ky, ko korok egyik hasonldésagi kézéppontja.
8.4. Lasd a 8.3-8.3. feladatokat.
8.5. Vizsgaljuk az alakzatok képét annal a nagyitasnal, amely ki-et ko-be viszi!
8.1. Vizsgéljuk kiilon az alabbi eseteket!
- 01 = 09;
— 01 #0388 A1 - A2 =1;
— 01 Z0g 88 A\ - Mg # 1.

Mutassuk meg, hogy az utébbi esetben a kompozicié is kdzéppontos nagyitas, amelynek kozép-
pontja az 0105 egyenesen van, aranya pedig Aj - Ao.

8.2.

1. segitség, itmutatas. Lasd a 8.1. feladatot!
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9. Egyenldtlenségek Segitség, itmutatas

2. segitség, itmutatas. Lépjink ki a térbe! Rakjunk minden kérkézéppontja f6lé merdlegesen
a kor sugaraval egyenlo tavolsagra egy-egy pontot. Hogyan kaphaték meg ezen pontok segitségév-
el a paronkénti hasonlésagi kézéppontok ?

8.6. Keressiik meg a K, L, m korok paronkénti hasonlésagi pontjait!

8.7. Keressiik meg a k4, k, i korok paronkénti hasonlésigi pontjait, ahol i az ABC hatomszog
beirt kore!

8.8. Keressiik meg a c4, w, ¢ korok paronkénti hasonlésigi pontjait, ahol i az ABC hatomszog
beirt kore!

9. Egyenlotlenségek

9.3. A sulyvonalak milyen ardnyban osztjik egymést? A BSCS 4 négyszogrél mi allithat6?
Dolgozhatunk vektorokkal is! Pl mi allithat6 a FT(;?, AC vektorokrol?

9.1. Vonjunk le mindkét oldalbdl a* + b* + c*-et és alakitsunk szorzatta! Emlékezziink vissza a
Heron képletre!

9.2. Lasd a 9.1. feladatot!
9.3. Igazoljuk a 0 < (a+b—c)(a —b+c) < a? 6sszefiiggést vagy hasznaljuk a Heron képletet !

9.6. A 9.4. feladat alapjan — a 9.5. feladat megoldasahoz hasonléan — most is azt kapjuk, hogy
a szabalyos haromszog keriilete a legnagyobb.

9.1. A 9.4. feladat egyenl6tlenségében T helyére sr-et frunk.

9.2. A 9.1. feladat alapjin azt kapjuk, hogy a szabdlyos haromszogé.

Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy legkisebb sugart haromszog nincsen, hiszen adott keriilet
esetén a beirt kor akarmilyen kicsi lehet. Példa egy olyan egyenldszart haromszog, amelynek
szarszoge ,majdnem” egyenesszog.

9.3. A 9.1. feladat alapjén azt kapjuk, hogy a szabdlyos haromszogé.
Megjegyzés. Nyilvanval6, hogy legnagyobb keriileti nincsen. Itt is, mint a 9.2. feladatban,
példa erre egy ,majdnem” egyenesszogl egyenldszari haromszog.

9.5. Haszndljuk a 9.5. feladatot és a silyvonalak és az oldalak négyzetosszege kozott fenndlld
Osszefliiggést.

9.6. A sulyvonalra vonatkozé feladatoknal gyakori Otletet hasznaljuk: tiikrozziik a ¢ oldallal
szemkozti csicsot a c oldal felezd6pontjara. A kapott paralelogramma atléinak hossza ¢ és 2s..
Ha c-vel szemben derékszog van, a két atlé egyenlo hosszi. Kiilonben az a nagyobb, amelyikkel
szemkoOzt nagyobb szog van.

Megjegyzés. Az Aallitas kijon szamoldssal is. A ¢ oldalhoz tartozd stlyvonal hosszanak né-
gyzete (2a% +2b% — c?) /4, s ez attdl fiiggen nagyobb, egyenld vagy kisebb, mint c? /4, hogy c-vel
szemben hegyes-, derék- vagy tompaszog van (1. a 9.1. feladatot).

9.8. Agz Allitas kévetkezik a 9.5. feladatbdl a szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlbtlen-
ségbol.

9.9. Agz allitas kovetkezik a 9.10. feladatbol.
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Segitség, atmutatas 10. Az Apolloniusz probléma 1.

9.10. Hasznaljuk a szamtani és harmonikus kézép kozotti Osszefiiggést és azt, hogy a maga-
ssadgvonalak reciprokosszege a beirt kor reciprokaval egyenld.

9.11. Egy magassidgvonal hossza legfeljebb akkora, mint az ugyanabbdl cstcsbél futé siulyvon-
alé.

9.12. A kozépsé egyenlStlenség nyilvanvalé. A magassagvonalak szorzatara vonatkozd egyen-
16tlenség a mértani és harmonikus kozép kozotti egyenl6tlenséghbol kovetkezik, felhasznélva,
hogy a magassidgvonalak reciprokosszege éppen a beirt kor sugardval egyenl6. A sulyvonalakra
vonatkozo egyenlGtlenség a mértani és szamtani kozép kozotti egyenlétlenségbol kovetkezik a 9.8.
feladat alapjan.

10. Az Apolléniusz probléma 1.

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdasokat.

11. Kor és pont

11.3. A 11.1.-ben emlitett négy eset mindegyikében igaz, hogy az AXY / irdnyitott sz6g egyenl6
az BC A/ irdnyitott szoggel. Ebbdl pedig az 4llitds mind a négy esetben kévetkezik. Két esetben
a keriileti szogekre vonatkozoé tételbdl, két esetben pedig abbdl, hogy egy négyszog akkor és csak
akkor hurnégyszog, ha egyik cstucsanal levé belso szoge egyenld a szemkozti csticsnal levo kiilsé
szoggel.

11.6. A feladat a 11.2. feladat egyszerli kévetkezménye.

11.8. Ez a feladat egyszerii atfogalmazasa a 11.7. feladatnak. Csak azt kell tekintetbe venni,
hogy a Feuerbach kor sugara a koréirt kor sugaranak fele.

11.1. Keressiink egyenl6 szogeket, hasonldé haromszogeket!

11.4. Alkalmazzuk az érinté szaru keriileti szogek tételét!

11.1.

1. segitség, itmutatas. Vizsgaljuk a beirt kor kézéppontjanak hatvanyat a koriilirt korre!
2. segitség, utmutatas. Invertaljuk a beirt kort a korilirt korre!

11.4. Vizsgéljuk mely X pontokra allandé a fl—))(( tort értéke!

12. A sik hasonlésagi transzformacioi
12.1. Lasd a 6.1. feladatot.
12.4. Léasd a 12.3. feladat megoldasat!

12.5. a) Hasznéljuk ki, hogy az F' alakzatban az A pontot az alakzat barmely mésik pontjaba
egy O koriili forgatva nyujtas képezi.

b) Ehhez hasonlban, az F' alakzat barmely O-n 4t nem mené a egyenesét barmely mésik O-n
at nem meno egyenesébe egy O koriili forgatva nyujtas viszi.

12.1.
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18. Parabola, ellipszis, hiperbola Segitség, utmutatas

1. segitség, itmutatis. Préobaljuk egy egyenesen egymas mogé fiizni a PB, PC szakaszokat!

2. segitség, Gtmutatas. Ha a C cstcs koriil (megfelels iranyban) 60°-kal elforgatjuk B-t,
akkor A-t kapjuk. Mi torténik ennél a forgatasnal P-vel?

12.2.
1. segitség, utmutatas. Lasd a 12.1. feladatot! Probaljuk PA-ra masolni a PB szakaszt!

2. segitség, utmutatas. A C koriili megfelel$ irdnya 90°-os forgatdas a B pontot A-ba viszi.
Hova keriil ilyenkor a P pont?

12.7. Prébaljuk egy egyenesen egymas mogé flizni a PB, PC szakaszokat!

13. Parabola, ellipszis, hiperbola

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

14. Térgeometria

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

15. Axiomatikus térgeometria

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

16. Specialis témak

16.2. Az érintészogekre vonatkozo tétel megforditdsa szerint ez a ) pont rajta van a 16.1.
feladatban szereplé mindharom koérén. Tehat e harom kor egyetlen kézos pontjardl van szé.
Ugyanigy: az R pont rajta van, a megoldasban szereplé mésik harom koron.

16.3. Bizonyitsuk be, hogy a @) pont izogonédlis konjugaltja (14sd a 16.1. feladatot) éppen az R
pont.

16.4. Ha a harom meroleges vetiiletet forgatva nytjtjuk a Brocard-pont koriil 90° — ¢-vel és
1/cose ardnyban, épp az eredeti hdromszoget kapjuk.

16.6. A 16.5. feladat megoldasabdl ez konnyen kiolvashato.
16.3. Alkalmazzunk dinamikus geometriai szoftvert!
16.1. A feladat allitasa kovetkezik a 16.1. feladatbdl. L. a 11.12. feladat megoldasat is.

16.8. Huzzuk meg az AB-hez antiparalel PQ) szakaszt az L ponton keresztiil, P van a C'A
oldalon, @) van az CB oldalon. Ekkor L tavolsiga az C'A oldaltdl LPsin 3, az C'B oldaltdl
LQsina. Itt LP = LQ, mert L felezi az antiparalelt. Innen szinusz-tétellel adédik a feladat
allitasa.

16.9. Ez a C kozépponti koézéppontos hasonlosiaghol kovetkezik a 16.8. feladat alapjan.

16.18. Két szinusz-tételbdl: AU : UB = xsina : ysin 5. L. a 16.9. és 16.10. feladatot is.
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Segitség, atmutatas 16. Specidlis témdak

16.19. a) Ha példéaul az els6 két egyenesnek van kozos pontja, akkor ennek a pontnak az a és b
oldalegyenestdl vett eléjeles tavolsagai ugy ardanylanak egymashoz, mint z/z : y/z = x : y, tehat
ez a pont rajta van a harmadik egyenesen is. Ugyanigy bizonyithatd, hogy ha valamelyik két
egyenes metszi egymast, akkor a metszéspontjukban a harmadik oldalparnak megfelel¢ arany is
fennall, tehdt a harmadik egyenesen is rajta van a metszéspont.

b) Ha az = : y : z ardnyhdrmas kiilonbozik az 2/ : ¢ : 2/ ardnyhdrmastol, akkor a két
aranyhdarmashoz tartozé harom-hdrom egyenes koziil legalabb egy megfelel6 par kiillonbozni fog.
Tehat a harom egyenes kézos pontja sem lehet azonos a két aranyharmas esetén.

¢) Ha z, y, z pozitiv, akkor mindhdrom egyenes athalad a haromszog belsején, tehat metszik

egymast.

16.20. a) A beirt kor kozéppontja. b) és ¢) az AB oldalhoz irt érinté kor kézéppontja. d) Ez az
aranyharmas igy is irhaté: mg : my : me, igy a silypontot kapjuk.

16.21. A 16.8. feladatban lattuk, hogy a Lemoine-Grebe pontnak az oldalegyenesektdl vett
tavolsagaranya éppen a : b : c. Valéjaban ott ezt nem az eldjeles tavolsdgokra lattuk, tehat
itt még meg kell gondolni azt is, hogy a Lemoine-Grebe pont minden esetben a haromszog
belsejében van.

16.22. Ez a pont a koréirt kor kozéppontja.

16.23. A magassagpontnak az a oldaltdl vett tavolsadga bcosycot 5 = 2R cosycos 8. Tehat a
magassagponthoz tartozé ardnyharmas:
cos 3 cosy : cosacosy : cosacosfS=1/cosa:1/cosf:1/cosn.

16.24. Az els6 ardnyharmas megegyezik az mg : my : —m, ardnyharmassal. Ehhez tehat olyan
pont tartozik, amelyik rajta van a C' csticshoz tartozé stlyvonalon. A C cstcsnak az AB oldal
felezépontjara vonatkozd tiikérképe a megfelel6 pont.

A maésodik ardnyhirmashoz a 16.2. feladatban szereplé S pont tartozik.

16.25. A  nagy” szinusz-tétel tobbszori alkalmazasaval kiszdmolhatd, hogy ha az A cstccsal
szemkozti iven van a P pont, akkor az oldalaktdl vett tavolsdgai rendre —2R sin psin(a — ¢),
2Rsin(f 4 @) sin g és 2R sin(f8 + @) sin(a — @), ahol ¢ az C'P ivhez tartoz6 keriileti szog.

16.27. Ha egy, az A csticson atmend egyenes pontjainak a b és ¢ oldaltdl vett el6jeles tévol-
sagai ugy ardnylanak egymadshoz, mint x : y, akkor ennek az egyenesnek a szogfelezOre vett
titkkorképén levé pontokra ez az ardny y : x = 1/x : 1/y. Tehdt az izogonédlis konjugélthoz
tartozé ardnyhdrmas 1/x : 1/y: 1/z.

A 77, feladat alapjan elmondhatjuk, hogy ez igaz akkor is, ha az izogonalis konjugélt idealis
pont, vagy ha az eredeti pont idedlis pont.

16.28. Hasznaljuk most is a 16.27. feladat megoldasanak elején mondottakat, valamint azt, hogy
ha a C-n 4tmend, u : v ardnyhoz tartozo egyenesnek és az A-n atmend, v : w ardnyhoz tartozé
egyenesek metszik egymast, akkor metszéspontjukon dtmegy a B-n atmend, u : w aranyhoz
tartozo egyenes is.

16.29. Ha egy pont nem a haromszog oldalegyenesein van, akkor egyértelmiien tartozik hozza
egy x : y : z ardanyharmas, amelyre xyz # 0. Tehat az 1/x : 1/y : 1/z ardnyhdrmas értelmes és a
hozzatartoz6 pont éppen a pont izogonalis konjugaltja.
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16. Specidlis témdak Segitség, utmutatas

16.34. A 16.10. feladat szerint a szimedidn a szemkozti oldalt a kézrefogd oldalak négyzetének
ardanyaban osztja. Ebbol kovetkezik, hogy példaul az A csicsbdl az L Lemoine-Grebe pontba
mutaté vektor (bQE + RAC )/(a® + b? 4 %), mig a szimedidnnak és a szemkozti BC oldalnak
T metszéstpontjaba mutatd vektor (b%@ + 2AC)/(a® + b?).

16.1. A megadott pontok kozti tdvolsagra algebrai sszefiiggésnek kell teljesiilnie:
ANy -NpHp = BNy -NAsC =1INy- (NsHp+1Hy), (1)

hiszen a bal oldali egyenl6ség két oldalan az N4 pontnak a haromszog korilirt kérére vonatkozo
hatvanya all(14sd a 11.1.-11.2. feladatokat), mig a jobb oldali egyenléség két oldaldn N 4-nak arra
a korre(6.5. feladat) vonatkozé hatvanya &ll, amelynek kozéppontja H 4, sugara Hal = HoB =
= H,C = Hyl s, ahol 14 a BC oldalhoz hozzairt kor kézéppontja és Nalg = NaHa + TH 4.

Ha (1) nem teljesiil, akkor nincs megoldds, ha teljesiil, és a pontok a feladat szévegében
megadott sorrendben kovetkeznek az egyenesen, akkor végtelen sok megoldds van. Ha a (1)
Osszefiiggésnek megfeleléen vessziik fel egy Na-n dtmené AH 4-t6l kiillonbozb egyenesen Ny
kiiléonb6z6 oldalain a B, C pontokat, akkor a 11.5. feladat eredménye szerint az A, B, Hu, C
pontnégyes is egy k korrre illeszkedik és az I, B, I 4, C pontnégyes is egy koron lesz. Az utdbbiban
14 az I kp-osan tiikrozott képe H 4-ra és a (1) képletb6l megmutathat6, hogy I H4 a kor sugara,
tehat H 4 a kozéppontja. Mivel H4 B = HC, igy a k korben ezekhez a hirokhoz egyenl6 kertileti
szogek tartoznak, azaz AH 4 tényleg szogfelezd. Ezen a beirt kor kozéppontjat a H 4 kozépponti
HsB = H4C sugara kor metszi ki, tehat valéban I lesz a kézéppont. A szerkesztés helyessége
igazolast nyert.

16.2.

1. segitség, utmutatas. Szerkesszilk meg az A-bdl induld kilsé szogfelez6 metszéspontjat a
BC egyenessel!

2. segitség, atmutatas. Hatdrozzuk meg a N4 H 4 tavolsdgot, ahol H 4 a szogfelezOnek és a
héromszog koriilirt korének A-tél kiillonb6zé metszéspontja.

16.1. Rajzoljuk ki a mértani helyet dinamikus geometriai szerkesztoprogram segitségével! Probaljuk
meghatarozni a kapott mértani hely jellemzdit, majd fogalmazzunk meg sejtést!

16.2. Induljunk ki a kész abrabdél! Elevenitsiik fel az 1.8. feladatot!

16.4. Tekintsiink olyan

a) irdnyitdstarto; b) irdnyitasvalto

egybevigdsagot, amely a Q pontot a Q' pontba, a QA egyenest pedig a Q' A egyenesbe képezi.
Lasd még az 5.6., 16.1., 4.6. feladatokat!

16.6. Lasd a 16.4. feladatot!

16.7. Lasd a 16.6. feladatot!

16.9. Emlékezziik vissza a 16.8. a), 16.6., 6.2. feladatokra.
16.13.

1. segitség, atmutatas. Tekintsik az ABC haromszoget és D-hez keressiik a 16.11., 16.12.
feladatoknak megfelelé M’ pontot.

2. segitség, itmutatas. Kereshetjik kozvetleniil a hiperbola kézéppontjat is. Ezzel kapcso-
latos a 16.1. feladat is.
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Segitség, atmutatas 17. Vegyes feladatok

17. Vegyes feladatok

17.5.

1. segitség, utmutatas. Mutassuk meg, hogy az AK M D négysziig hirnégyszog.

2. segitség, utmutatas. Alkalmazzuk azt a hasonlésagot, amely A-t D-be, B-t C-be viszi.

17.8. A feltétel azt jelentené, hogy ACF és FCB — a csucsok ilyen sorrendjében — hasonlok,
ami viszont lehetetlen.

17.29. Osszegezni kell a 17.27. feladat és a 17.28. feladat eredményét és fel kell hasznalni, hogy
— az ottani jelolésekkel — HG a koréirt kor atmérdje.

17.34. Ez egyszerii kovetkezménye az el6z6 két feladatnak: a 17.32. és 17.33. feladatoknak.
17.35. Ez is egyszerii kovetkezménye az el6z6 két feladatnak: a 17.32. és 17.33. feladatoknak.
17.38. Elevenitsiik fel az 1.10. feladatot!

17.44. Jeldlje az A-bdl induld belsd szogfelezd és a BC' oldal metszéspontjat F, a beirt kor
kozepét O, O merbleges vetiiletét a BC oldalon O', az A-bdl indulé magassdg talppontjat
ugyanezen az oldalon T. Ismert, hogy TAF/ épp a B-nél és C-nél levs szog kiilonbségének
a fele. A parhuzamossigok miatt az O'OF / is ugyanekkora. Tehdt az OO'F héiromszog sz-
erkeszthetd. Az FO egyenes és a magassagvonal hosszanak ismeretében A is szerkeszthetd, és a
beirt kor is. Az A-bdl hizott érinték megadjak a megoldast.

A szerkeszthetdség feltétele: a magassagvonalnak nagyobbnak kell lennie a beirt kor sugaranak
felénél.

17.45. Huzzuk meg az X és Y pontbeli kozos érintéket. A metszéspontjuk legyen P. Mit mond-
hatunk a PFE szakaszrol?

17.46. Ha az A és B cstcsbdl induld silyvonal és a C' csticsbél indulé magassdgvonal hossza
van adva, akkor — S-sel jeldlve a haromszog silypontjat — az ASB haromszogben ismert két
oldal és a kozos csticsbdl indulé magassagvonal hossza, tehat e haromszog szerkesztheto.

17.47. Az els6 egyenléség kijon az ABA’ és C BC' haromszogek hasonlésagabdl és a két masik
megfelel6 haromszogpar hasonlosdgabdl. (De kijon Ceva tételébdl is.) A mésodik egyenléség
pedig kijon példaul abbdl, hogy az A’B'C, A’BC’" és AB'C’ haromszogek mindegyike hasonld
az ABC' haromszoghoz (a csicsok ilyen sorrendjében), tehat a mésodik és harmadik szorzat
hényadosa atirhaté tgy, hogy az ABC haromszog minden oldala egyszer a szamléléban, egyszer
a nevezoben szerepeljen.

De gyorsan kijon mindkét egyenlGség egyszerli trigonometriaval és szinusz-tétellel is.

17.49. A 17.48. feladatra adott masodik megoldés itt is miikédik.

17.52. M-nek az ABC haromszog oldalegyeneseire esé merdleges vetiileteirdl van szo. L. a 6.7.
feladatot

17.61. Induljunk ki a kész abrabdl és vegyiik fel a DFE szakaszon azt a P pontot, amelyre
DP = BD (kovetkezésképp PE = EC). Igazoljuk, hogy P a beirt kor kozéppontja.

17.62. Adjuk Ossze a gdmb egy tetszOleges pontjanak és az atellenes pontjanak az n ponttél
vett tavolsagait. Ennek a 2n tavolsagnak az 6sszege nagyobb 2n-nél.
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17. Vegyes feladatok Segitség, itmutatas

17.61. Induljunk ki a kész abrabdl és vegyiik fel a DFE szakaszon azt a P pontot, amelyre
DP = BD (kovetkezésképp PE = EC). Igazoljuk, hogy P a beirt kor kézéppontja.

17.62. Adjuk Ossze a gomb egy tetszOleges pontjanak és az atellenes pontjanak az n ponttél
vett tavolsdgait. Ennek a 2n tavolsagnak az Osszege nagyobb 2n-nél.

17.63. Hasznaljuk ki, hogy az X PY / szog allandé és keressiink olyan T' és U pontot a C'D
egyenesen, amelyre a T'X és Y D szakaszok szorzata allandé!
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Segitség, atmutatas 17. Vegyes feladatok
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Megoldasok

1. Bevezetés
1.1.

1. megoldas. Betlizziink gy, hogy az O kozepii kor érintési pontja E, az O’ kozepili koré F.
Ekkor OAE/Z = 90° — EFOAZ/2 és FAO'Z = 90° — AO'F//2. Tehdt EAF/ = (EOAZ +
+ AO'F/)/2. OF és O'F parhuzamossiaga miatt utobbi két szog osszege 180°, tehdt EAF/ =
= 90°.

2. megoldas. Az A-ban hizott kézos bels6 érinté messe az E'F szakaszt a G pontban. Ekkor
GE = GA = GF az egy pontbdl huzott érintészakaszok egyenlésége folytan. Tehat a Thalész-
tétel szerint FAG/ derékszog.

1.2. Az érintési az az A pont, ahol a két kor érinti egymaést. Ha ugyanis az A pontban meghtzzuk
a kozos bels6 érint6jiiket, akkor ez egyrészt merdOleges a centrélisra, masrészt a kozos kiilsé
érintovel valé metszéspontjat G-vel jeldlve az AG szakasz épp az EF folotti Thalész-kor sugara
(1. az 1.1. feladat masodik megold4asat).

1.3.

1. megoldas. Az OEFO’ derékszogli trapéz kozépvonala egyrészt merSleges EF-re, masrészt
az 00’ 16lé rajzolt Thélész-kor sugara.

2. megoldas. Tiikrozziik az OEFO’ trapézt EF-re! Az igy kapott egyenlészart trapézban
a két szar hossza a két sugar Osszege, a két alap hossza pedig a két atmérovel egyenld. Vagyis
érinténégyszogrol van szo6 (hiszen szemkozti oldalainak dsszege egyenld). A beirhaté kor atmérdje
nyilvan a szimmetriatengyel, azaz E'F'.

1.4. a) Igen.

Ha a beirt kor I kézéppontja egyenld tavolsagra van az A, B csucsoktdl, akkor IAB egyenld
szart haromszog, amely szimmetrikus az AB szakasz t felezGmer6legesére. A C' A, C'B oldalak
a beirt kort érintik és kiilonboznek az AB oldaltél. Az A és a B cstcson at AB-n kivil csak
egy-egy tovabbi érinté huizhaté a beirt korhoz, és ez az AB egyenes Al-re illetve BI-re vonatkozd
tiikorképe. Ezek egymads t-re vonatkozo tiikorképei, hiszen AB 6nmaga tiikorképe, mig Al és BI
egymés tikkorképei. Igy ABC is szimmetrikus ¢-re, azaz egyenl szari.

b) Nem.

Jelolje az AC, BC oldalak felez6pointjat Fac illetve Fpo, mig a beirt kor érintési pontjat
ezeken az oldalakon Ty és Tgrc.

Az ITycFac, ITpoFpe hiromszogek derékszogtliek és IT ¢, ITpc oldalaik egyenldek (a beirt
kor sugara), igy az I Fac, [ Fpe szakaszok pontosan akkor egyenléek, ha a TacFac, TpcFpe
szakaszok egyforma hossziak.

Ismeretes, hogy (a szokdsos jelolésekkel)

at+b—c b a
CTac =CTge = — CFac = 3 CFBng,
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Megoldasok 1. Bevezetés

azaz, )
a—c —c
Tackac =|—5—| TpcFpc = ’ 5 |-
A két vizsgélt szakasz tehdt pontosan akkor egyenld, ha (lasd az 1. abrat)
et = b=¢ azaz ha a = b, vagy ha
—45E = %, azaz ha ¢ = “T*'b.

Az ut6bbi esetre példa az a nevezetes haromszog, amelynek oldalai 3, 4 és 5 egység hossziak.

C

T
Fro

1.4M.1. abra.

1.5. A két kor kozéppontja O és O’, el6bbit a kozos kiilsé érinté E-ben, utébbit F-ben érinti. Az
el6bbi sugara r, az utébbié R és R > r. Huzzunk parhuzamost E-n keresztiil az OO’ centralissal,
ez O'F-et F'-ben metszi. Az EE'F hidromszogben F-nél derékszog van, EE' = OO0’ = r + R,
E'F = R — r. A Pitagorasz-tételbél azt kapjuk, hogy OO = 4rR, ami ekvivalens a feladat
allitasaval.

Megjegyzés. A feladat allitdsat érdemes Osszevetni az 1.10. feladattal. Az itteni allitas
kovetkezik az ottanibdl, ha meggondoljuk, hogy az OEFQO’ trapézt bdévitve az EF-re vett
tiikorképével egy olyan trapézt kapunk, amelynek van beirt kore és annak atmérdje éppen EF.
Nem véletlen, hogy a két feladat bizonyitasa is nagyon hasonlit.

1.6. ¢) Az ABM haromszog magassidgpontja a C' cstics. A két hdromszogben a magassidgok
talppontjai ugyanazok a pontok.
Valéban, az ABC' haromszognek az az M pont a magassigpontja, amelyre

AM | BC, BM 1 CA, CM 1 AB. (1)
Ekkor természetesen ABM-nek is magassdgpontja C, hiszen a fenti relaciék igy irhaték &t:

CBL1MA, CALBM, CM 1 AB. (2)

Az ABC héromszog magassagainak talppontjai a (1) sorban emlitett meréleges egyenespéarok
metszéspontjai, mig az M BC hiromszog magassagainak talppontjai a (2)-beli meréleges egyene-
sparok metszépontjai. A (1), (2) sorokban ugyanazok az egyenesparok szerepelnek, igy ugyanazok
a talppontok is.

Definicié: Ortogondlis pontnégyesnek nevezziik a sik négy olyan pontjat, amelyek koziil
barmelyik kett6 6sszekoto egyenese meroleges a méasik kettd egyenesére.

Megjegyzés: Barmely — nem derékszogli — haromszog harom csticsa és magassagpontja orto-
gonalis pontnégyest alkot. Megforditva: barmely ortogonélis pontnégyes barmelyik hdarom pontja
egy olyan nem derékszogi haromszog harom csiicsa, amelynek magassagpontja a negyedik pont.
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1. Bevezetés Megoldasok

1.9.

1. megoldas. Jeldlje a beirt kor érintési pontjait az AB, CD,DA oldalakon rendre E,F és G
(lasd az 1. abrat). AE = AG és DF = DG, mert a pontbdl a korhoz huzott két érinté hossza
egyenld, tehat AD = “T*'C

Jelolje az A cstics merdleges vetiiletét a DC egyenesen A’. Az AA’ derékszogt haromszogben
DA’ = |DF — AE| = @ és EF = AA’ = 2r, {gy a Pitagorasz-tétel szerint:

o (55 - (45"

Jac

amibol r = Y5

T B

[VIS]

1.9M1.1. 4bra.

2. megoldas. Hasznaljuk az 1.9M1. megoldas jeloléseit és abrajat. Vegyik észre, hogy az
AFEOG, GOF D négyszogek az AQ illetve a DO atlojukra szimmetrikusak, azaz AOE/ = GOE/
és GODZ = DOFZ, azaz AOD/ = £9E2 = 90
Az AOD derékszogti haromszogre felirhatjuk a magassdgtételt (vagy masként: az AOG, ODG
héromszogek hasonlésagat):
OG? = AG - GD,

tehat r2 = % .

[\S]le}

E

(SIS}

1.9M2.1. abra.
1.10. Az A cstics merSleges vetiiletét a DC egyenesen jelolje A’ illetve B’. Mivel ABCD érin-
ténégyszog, ezért AD = AE + DF. Masrészt DA’ = |DF — AE| és EF = AA' = 2r. Az AA'D

derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt épp a kivant allitast kapjuk.
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Megoldasok 1. Bevezetés

E B

1.10M.1. &bra.

1.1. Lasd az 1. 4brat!

1.2. Legyen az adott pont A, az adott ¢ kor kézéppontja O, a szeld egy rogzitett helyzetében
messe a kort a C, Co pontokban, végiil legyen a C1C5 szakasz felezOpontja — a vizsgalat targya
— F (lasd az 1. abrat). A C1C5 hir felezémerélegese atmegy a kor kozéppontjan, tehat AFOZ =
= 90°. Ez azt jelenti, hogy akeresett mértani hely része az O A szakasz Thalesz-korének.

Allitjuk, hogy a Thalesz kornek a ¢ kér belsejébe tartozé pontjainak halmaza a keresett mértani
hely. Val6oban, a hur felez6pontja a kor belsejébe esik, Thalesz-kérnek csak ezek a pontjai lehetnek
jok. Mésrészt, ha F az AO szakasz Thalesz koérének ¢ belsejébe es6 pontja, akkor az AF egyenes
két helyen metszi a kort, tehat szeld, és az OF egyenes a ra O-bdl allitott merdleges, tehat F' a
szel6 hurdarabjanek felezGpontja.

A Thalesz-kornek és az adott ¢ kornek lehetnek kozos pontjai, ezek elfajult szelékhoz, az
érint6khoz tartoznak.

1.3.

1. megoldas. A dinamikus geometriai programmal késziilt 1. dbra alapjan sejthetjiik, hogy a

sorozat periodikus, Cy = Cy. Ezt alabb bizonyitjuk is.

Jeloljik a ch:X aranyt g—val. A BCyAg, BAC haromszogek koézéppontosan hasonléak, igy

pﬁq = %af) = %%9, azaz (hivatkozhatunk a parhuzamos szel6k tételére is):

p_ BC _ BAo (1)
q_CoA_A()C,

[5S)
|
hN
(=)
Q

tehat 1 = 5= A CApBy, CBA haromszogek hasonlésdgabdl ehhez hasonlban:

q _ A()C o B()C

1 _ - 2
P BA(] ABO’ ( )
tehat g = %. Igy haladhatunk tovabb:
p_AB _AG, ¢ _GB_AB - p_ CA_Ch
q_BOC_ClB’ p_Acl_CA17 q_AAlB_BlAA7
végiil
g _ BlA _ CQA
p OBy  BCy
azaz



2. Hdromszdg adatai az oldalak fligguényében Megoldasok

iq

1.1M.1. abra.

tehat Cy és Cs ugyanolyan ardanyban osztja fel a BA szakaszt. Ez csak tgy lehet, hogy C5 és C
egybeesik.

2. megoldas. Vessiik 6ssze a BCyAg, C1 ABj haromszogeket (1dsd az 1. dbra bal oldalat)! E két
haromszog koézéppontosan hasonlé az eredeti ABC' hdromszoghtz, igy egymashoz is hasonléak.
A kis haromszogek Ag, Cy cstcsai a nagy haromszog C csicsdnak felelnek meg, mig Cy és A az
A-nak, B és C1, a B-nek. A BCyAy, C1ABy héror%ek egybevagok is. Az ACyAgBy négyszog
szemkozti oldalai parhuzamosak, igy az ACy = AgBg vektorral vald eltolds az CyAg szakaszt
ABy-ba, az egyenl6 szogek miatt a B cstcsot C-be viszi.

Az egybevigd hiromszogek sora folytathaté. A C1ABy haromszog eltoldsaval kaphaté az
A1 B, C, annak eltoldsaval pedig a BCsAs haromszog. A B cstiicshoz a haromszog belsejébe csak
egyféleképpen rakhaté be 6nmaga eltoltjaként a BCyAg haromszog, tehat Cy megegyezik Co-vel,
Ag pedig As-vel. A pontsorozat innen ismétlédik.

2. Haromszog adatai az oldalak fiiggvényében

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.
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Megoldasok 3. Egybevagosagok

1.2M.1. 4bra.

c
By Al

By A

A O Cy B
1.3M1.1. abra.

3. Egybevagdsagok

3.4.
atbt<a = ata< + ab< + bt = 90° + ab<t + 90° = ab<t (mod 180°).

3.6. Eredmény: az a) 4llitas igaz, a b) allitds hamis.

a) Legyen anb=C,bNec=A,cNa=B,d Nt =C", 0N = A és fektessiink az A'C’
szakaszra az ABC haromszoggel hasonld, azzal azonos irdnyitasia A’B’'C’ haromszoget (A-nak
feleljen meg A’, mig C-nek a C’). A B’ A’ egyenes ugyanakkora szoget zar be A'C’ = b'-vel mint
c és a B'C’ egyenes is ugyantgy hajlik ¥’-hoz, mint o/, igy a 3.5. feladatban leirt egyértelmiiségi
tétel miatt B'A’ = ¢/ és B'C’ = d/, tehét az o/, V', ¢ egyenesek az a, b, ¢ egyenesekhez hasonld
haromszoget hatarolnak.

b) Tekintsiink pl két (ellenkezd koriiljarast) négyszoget az aldbbi belsd szogekkel: 45°, 120°,
75°, 120° illetve —135°, —60°, —105°, —60°. Az egyik négyszog szogei rendre megegyeznek mod
180%"¢ a mésik négyszog szogeivel, igy a megfelelé egyenesek szoge egyenld, de a két négyszog
szogel mégsem egyenléek.

Az 1. 4brén egy mésik konstrukeié lathaté. A B'"BCC’ trapézt (b= BC' || B'C' = V) elvagtuk
a BB' = a, CC'" = c szarakon &t htuzott d = AD egyenessel. Az ABCD, AB'C’'D négyszogek
szogei itt is megegyeznek egymassal mod 180°, de a két négyszog szogei csak specidlis esetben
egyenlOk egymassal.

3.7. A megoldishalmaz barmely 7% irdnyitott egyenes és tetszbleges u valds szam esetén egy
m~mel parhuzamos egyenes.

3.8. A keresett mértani hely a 3.7. feladat eredménye szerint két nem parhuzamos egyenes
metszéspontja, azaz barmely p € R és v € R esetén egyetlen pont.
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3. Egybevdagosdagok Megoldasok

AN AN

Cy B A O
1.3M2.1. 4bra.
B 'C
» D
@ d c
A
B v c
3.6M.1. abra.

3.10. A P € n esetben az ardny algebrailag nem értelmezett, de egy hasznos geometriai
értelmezésre kés6bb visszatériink.

A v # 0 esetben a mértani hely egy pontban kilukasztott egyenes, amely atmegy az 7,
T egyenesek O metszéspontjan, ahol ki van lukasztva, tehdt maga O nem tartozik a mértani
helyhez.

Valéban O-ban nem értelmezett az arény, de ha P a tavolsagaranynak megfelel6 pont, és

"az OP egyenes tetszdleges pontja és A\ = O 7, akkor az O kozéppontd A ardnyd kozéppon-
tos nagyitds P-t P’-be képezi, igy a 3.9. feladat eredménye szerint a két irdnyitott egyenestél
valé tavolsag A-val szorzddik, ardanyuk valtozatlan marad. Ezért a megoldashalmaz O-n 4tmend
(lukas) egyenesekbdl all.

Miésrészt, barmelyik ilyen egyenes elmetszi az n-t6l kiilonb6z6, de azzal parhuzamos d(P, ) =
= 1 egyenletii n; egyenest (lasd a 3.7. feladatot). Erre a Py metszéspontra sziikségképpen
d(P,mt) = L. Mésrészt a 3.8. feladat eredménye szerint tetszoleges pp = & € R (és vy = 1)
érték esetén pontosan egy olyan Py pont van ni-e, amelyre d(P, 71i) = p, tehat minden EeR
aranyra egyetlen lukas egyenes a megoldas.

Az n egyenes pontjaira d(P, ) = 0, mondhatjuk, hogy ezek — kivéve O-t — a g = oo ardnyhoz
tartoznak.

3.7. A két kor érinti egymést, mert a paralelogramma kozéppontosan szimmetrikus és a kozép-
pontjan dtmend kor képe azt érinté kor.

3.7M.1. &bra.
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Megoldasok 3. Egybevagosagok

3.8. a) A paralelogramma F' szimmetriakozéppontja az AB, XY atlék kozos felezépontja. Az
AB szakasszal egyiitt F' is adott, erre kell titkkrozni X-et, hogy Y-t kapjuk. Igy mig X befutja
az adott kort addig X e kor F-re tiikkrozott képét futja be. Ahogy X nem egyezhet meg az A,
B pontokkal tgy Y is kihagyja a korébdl a B, A pontokat.

3.8M.1. abra.

b) A paralelogramma AB oldala, s6t a BA = XY vektor is adott. Az Y cstics tehat az X
csucs BA vektorral valé eltoltja. Mig X befutja az adott kort addig X e kor BA vektorral valé
eltoltjat futja be, kihagyva bel6le az A, B pontok eltoltjait.

3.1. Jeldlje a szog csicsat O, a PO szakasz és az a szar szogét o, mig PO és b szogét 5. A
tiikrozés miatt AO és a szoge is « illetve BO és b szbge is [, azaz

AOBZ =20+ 20 =2(a+ f) = 27,

ahol v = a4+ az a, b szarak szogével egyezik meg. Masrészt a tiikrozések révén: AO = PO = BO
tehat az AOB haromszog egyenl6 szaru.
a) Most AOBZ =2 -78° = 156°, azaz az AO Bhéromszog szogei: 156°, 12°, 12°.

b

3.1M.1. &bra.

b) Itt AOB< = 2-110° = 220°, igy az AOB haromszog az ellenkez8 oldalon jon létre, azaz
az AOB haromszog szogei: 140°, 20°, 20°.
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3. Egybevdagosdagok Megoldasok

Ha a P pont tetszOlegesen helyezkedik el, akkor szdmoljunk irdnyitott szogekkel! Pl rakjunk
egy O kézépponti P-n atmend kort az dbrara és annak ivén szamoljuk a szogeket! Tartozzon P
a 0° forgasszoghoz, az a szogszar az « forgasszoghodz, mig b a B-hoz. A tiikrozés miatt A a 2,
B a 27 forgasszoghoz tartozik, igy irdanyitottan szamolva:

AOB< =20 —-2a=2(f — a) =27,
ahol v az a, b félegyenesek iranyitott szoge.

3.2. a) —10; b) 2 c) —x d) 4 e) 16
f) 14—z g) 2a — 10 h) 2a +2 i) 2a — x.

3.3. a) kozéppontos titkrozés 1-re.
b) eltolas 2-vel.
c¢) Origd centrumu 2 ardnyu kozéppontos nagyitas.

3.4. a) (—9;3);
e) (12;—4)
i) (2a —p;2b — q).

b) (—2;-2);
f) (14 -p;—2-9)

c) (=p;—q) d) (5:1)
g) (2a —9;2b+3—) h) (2a —2;2b — 2)

3.5. a) (9;3); b) (2;-2); c) (p;—q); d) (9;9);
e) (9;4); f) (p;6 —q); g) (2a —9;9); h) (2a — 2;2);
i) (2a —p;q); §) (=3;9); k) (2;2); 1) (¢;p)

m) (7;-5); n) (2;2); o) (4—q;4—p).

3.6. a) (—18;1); b) (—2,6); c) (—p.q+4); d) (~16,1);
e) (0,6); f) (2—p,q+4); g) (1,13); h) (5,5);

i) (¢+3,p+3); J) (11, -4); k) (4,0); 1) (6—¢,2—p).

3.7. a) (3;9); b) (—2;2); c) (—¢;p); d) (656);
e) (1;-1); f) 3—q;p—3); g) (—3;-9); h) (2;-2);

i) (¢; —p); ) (0,-6); k) (5,1); 1) 3+ ¢,3—p).

3.9. a) Az (0;3) vektorral val6 eltolds is megfelelé és az y = 2,5 egyenesre val tengelyes
tlikrozés is.

b) Az w(1;3) vektorral val6 eltolds is megfeleld és az a cstisztatva titkrozés is, amelynek
tengelye az y = 2,5 egyenes, vektora pedig 7' (1;0).

c) Az O(—1;1) pont koriili 90°-os forgatas is j6 és az y = = + 2 egyenesre vald tengelyes
tlikrozés is.

d) Az O(—1;2) pont koriili 90°-os forgatas is j6 és az a cstusztatva tiikrozés ism amelynek
tengelye az y = x + 2 egyenes, vektora pedig 7' (1;1).

3.10. a) Nyolcféle megfelel6 betiizés lehet: az A cstics négyféle helyre keriilhet, szomszédja B
az A képének egyik szomszédja, az minden esetben kétféle folytatdsra ad lehetéséget. A tobbi
cstcs mar egyértelmii. Az 1. dbran lathatdk a megoldasok.

b) Az I. esetben eltolasrdl van szd, a I1.-IV esetekben forgatasrol, melynek szoge rendre —90°,
180°, 90°, mig az V.—VIII. esetekben csiisztatva tiikrozésrdl, melynek tengelyét és vektorat az 1.
abran tiintettiik fel.

3.4.
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D A D B A B
I I . L. : . IV .
Y B/ % fod ;"G’:Q D’ R9%-- A
D—Cfu(12) P—mxqC - ep-90" D0 D__C...
A B A B A B A B

3.10M.1. abra.

1. megoldas. Ha az a, b egyenesek parhuzamosak, akkor csak akkor van megoldas, ha F felezi
e két parhuzamos tavolsagat, ilyenkor viszont végtelen sok megoldéds van.

Tegyiik fel most, hogy a és b metszik egymast egy P pontban. Induljunk ki a kész abrabdl.
Tekintstik azt a (Q pontot, amelyre a PAQ B négyszog paralelogramma. Mivel a paralelogramma,
atléi felezik egymast és ez a felezOpont az adott F' pont és P is adott, igy @ szerkeszthetd. A
@Q-n at b-vel hizott parhuzamos kimetszi a-bdl A-t, és hasonléan kaphaté B is.

2. megoldas. Felejtsiik el egy pillanatra, hogy B illeszkedik b-re és szerkessziik meg a lehetséges
B pontok mértani helyét a tobbi feltétel alapjan. A 3.1., 3.3. feladatokhoz hasonldan itt is az
adédik, hogy a keresett mértani hely az a alakzat kozéppontos tiikorképe az F' pontra. Ez az o’
alakzat egy egyenes és b-vel valé metszéspontja a keresett B csiics. B-t F-re ,visszatiikrozve”
kapjuk A-t.

3.5. Legyen az adott k, [ korok két metszéspontja A és B, a paralelogramma X cstcsa legyen
k-n, mig Y az l-en. A csicsok elvileg haromféle lényegesen kiilonb6zo sorrendben lehetnek a
paralelogramma cstcsai: ABXY, ABY X, AXBY (ugyan 4! = 24 sorrendben lehet leirni a
négy betiit, de A-t tehetjiik elére, és mehetiink olyan irdnyban korbe, hogy B megelézze Y-t).

Az utolsé esetben a 3.8. a) feladat megoldasa szerint, ha X befutja k-t, akkor az AXBY
paralelogramma Y csiicsa a k kornek az AB szakasz F' felezépontjira vonatkozo k' tiikkorképén
mozog. A k' kor dtmegy az A és B pontokon, tehit vagy nincs mds kozos pontja I-lel, vagy
megegyezik [-lel. Az elébbi esetben nincs megoldds, az utébbiban végtelen sok van, X lehet a
k kor tetszbleges — de A-t0l és B-t6l kiillonbozd — pontja, mig Y az X kézéppontosan tiikrozott
képe F-re.

Ha a sorrend ABXY, akkor a 3.8. b) feladat megoldésa szerint, ha X befutja k-t, akkor a
paralelogramma Y csticsa a k kornek a BA vektorral valé k 4 eltoltjdn mozog. A B pont eltoltja
A, gy az ky kor atmegy A-n és az | kort még Y4 pontban metszi (14sd a ??. dbrat), vagy érinti
-t A-ban (ldsd a ?7. abrat). Az utébbi esetben nincs megoldés, az el6bbiben az Y4 pontot a
AB vektorral wvisszatolva” megtaldljuk k-n azt az Xa-t, amelyre ABX 4Y4 paralelogramma.

Ha a sorrend ABY X, akkor az el6z6h6z hasonléan kell eljarni, de most a k kor AB vektorral
val6 kp eltoltjanak és [-nek B-n kiviili Yp metszéspontjat BA-val visszatolva kapjuk azt az Xp
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3. Egybevdagosdagok Megoldasok

3.50M.1. abra.

pontot, melyre ABYpXp paralelogramma. Itt pontosan akkor nem kapun megoldéast, ha kg
érinti [-t (B-ben).

Vizsgédljuk meg, mikor nem jon létre az egyik illetve a mésik megoldas! Jelolje a korok kozép-
pontjait Oy és O;. A k4-kor pontosan akkor érinti [-t, ha az AOy, O;B egyenesek parhuzamosak
(lasd a ?7?. abrat). Ilyenkor az O;AOiB négyszog trapéz, de az OO, atlojara szimmetrikus,
tehat deltoid. A rombuszok az atlojukra szimmetrikus trapézok, tehat akkor van specialis elren-
dez6dés —mind a harom esetben, tehat az ABXY |, ABY X, AXBY sorrendek mindegyikében —
ha a két adott kor sugara egyenlé.

Osszefoglalva: ha a két kor sugara egyenld, akkor végtelen sok olyan paralelogramma van,
amelyben a csicsok sorrendje AX BY, de més tipust paralelogramma nincs ilyenkor, mig ha a két
kor sugara kiillonb6zé, akkor csak az ABXY, ABY X sorrendekhez tartoznak paralelogrammal,
mindkettébol egy-egy van.

3.5.

1. megoldas. Dr. Agy megolddasa Akkor jon létre két négyszog, ha az egyenes két szemkoztes
oldalt metsz. Az ilyen egyenes mindig két egybevigd négyszogre vagja a paralelogrammat, hiszen
e két négyszog oldalai parhuzamosak, szogei egyenlok és még két-két egyenlé hosszu oldaluk is
van, igy az egybevagdsagok alapeseti szerint egybevagok.

Megjegyzés Természetesen Dr. Agy megolddsa hibds.Az egybevagdsdgoknak nincs ilyen
alapesete, az alapesetek csak haromszogekre vonatkoznak.

2. megoldas. A paralelogramma kozéppontjan dtmend egyenes két egybevagd négyszogre vag-
ja a paralelogrammat, mert az erre a pontra vonatkozé kozéppontos tiikkrozés kicseréli a két
négyszoget. Valoban, paralelogramma kozéppontjara vald titkrozés a rajta atmend egyenest és
a paralelogrammat is dnmagéra képezi, de a ez egyenes két oldalan talalhato félsikokat kicseréli
egymassal, igy a négyszogeket egymésba viszi.

Tekintsiink egy — a paralelogramma O kbzéppontjat nem tartalmazé — e egyenest, és annak O
ra kozéppontosan titkrozott € képét. A paralelogrammdbdl e altal levagott N1, Ny négyszogek
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3.50M.2. 4bra.

koziil az O-t nem tartalmazé Ny négyszog egybevagd az e dltal levagott O-t nem tartalmazé N|
négyszoggel, hiszen ez a két rész kozéppontosan szimmetrikus O-ra. Igy Ni nem lehet egybevigd
az Ni-etvalodi médon tartalmazé, igy annél nagyobb teriilet(i Na-vel. Tehdt a kozéppontot nem
tartalmazé egyenes nem vagja egybevagd részekre a paralelogrammat.

3.9. Legyen a két adott pont A és B, a beldliikk az adott e egyenesre bocsajtott merdleges talp-
pontja T4 illetve Ts. A feltétel szerint az AT 4, BTp szakaszok egyenl6 hossztak és parhuzamosak
(vagy egy egyenesbe esnek). Keressiik azt az egybevagdsagi transzformaciot, amely A-t B-be és
egyuttal T'a-t a T-be képezi.

b) Az A, B pontok az e egyenes azonos oldalan helyezkednek el, az ATy, BTp vektorok
egyenlk, a transzformacié az AB = TyTp vektorral valé valodi eltolds (nem identitds, mert
A # B). A m vektor (T4 # Tp) parhuzamos az adott egyenessel, AB pedig az adott
pontok 0sszekotd egyenesével, tehat ez a két egyenes parhuzamos. Masrészt, ha az adott egyenes
parhuzamos az AB egyenessel, akkor az AT4TpB négyszog szemkoztes oldalai parhuzamosak,
igy az paralalogramma, ATy = BTg.

c) Az A, B pontok az e egyenes kiilonb6zé oldalan helyezkednek el, tehat most az A—TA>, Tﬁ
vektorok egymads ellentettjei, a transzformécié az AB, TaTp szakaszok kozos felezdpontjira
valé koézéppontos titkrozés. A TaTg (esetleg pontta fajult) szakasz, igy annak felezOpontja is
illeszkedik e-re, tehat az adott egyenes atmegy az AB szakasz F' felez6pontjan. Méasrészt, ha e
atmegy F-en, akkor e és az AB szakasz is kozéppontosan szimmetrikus F-re, tehat ATy = BTp.

a) Pontosan azok az egyenesek jok, amelyek dtmennek az AB szakasz felezOpontjan vagy
parhuzamosak az AB egyenessel.

3.10. Harom ilyen egyenes van, a haromszog kézépvonalainak egyenesei. Lasd a 3.9M. feladat-
megoldast !

3.1. A PgAPc hiaromszog egyenld szari, APg = APg, hiszen az APp szakasz AC egyenesre
vonatkozo tiikorképe AP, mig az utébbi tiikorképe AB-re APc. A @ pont illeszkedik a PpPo
szakasz felezémerdlegesére, ami — az egyenl6 szart hdromszogben — egybeesik a PgAPy szog
szogfelezbjével.
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3. Egybevdagosdagok Megoldasok

3.1.

1. megoldas. Toljuk el az A, T pontokat a kordk kozéppontja altal meghatirozott OA0p
vektorral. Ennél a k4 adott kor képe a maésik adott kor. kg, az A € K4 pont képe legyen
A" € Kp, aT € K4 érintési pont képe T" € Kp (lasd az 1. dbrat).

3.1M1.1. abra.

Mivel a TT’ szakasz a kg kor atmérdje, igy TA'T'/ = 90°. Az AT szakasz parhuzamos a sajéit
eltoltjaval, A'T"-vel, gy ATA'/ = 90°, azaz B = A'. Az AB = AA’ szakasz hossza az eltolds
vektoraval azonos hosszisagu, azaz 2R-rel egyenlo.

2. megoldas. Jeldlje az A pont T-re kézéppontosan tikrézott képét C'. A C pont a kp korén
van, mert ennél a tiikrozésnél a k4 kor képe az azt T-ben érint6 kp kor (lasd az 1. dbrat). Mivel

= ATB/Z = CTB/Z, igy Thalesz tételének megforditisa szerint a C'B szakasz a kp kor
atméréje.

A B

3.1M2.1. abra.
Az ACB haromszégben TOpg kozépvonal, igy AB = 2TOp = 2R.

3.2. Legyen M’ az M pont AB vektorral eltolt képe. Az M A, M D szakaszok eltoltja rendre
M'Bés M'C (l4sd a ??. abrét), igy az M BM'C négyszog épp megfelel a kirdtt kovetelményeknek.

3.3. Toljuk el a DA oldalt a DC vektorral a CE szakaszba (lasd a ??. abrat). Az ECBA (az
abran hurkolt) négyszog szerkeszthetd, hiszen adott négy oldala és az egyik (FCB/) szoge. A
CFE A haromszogbdl egyértelmiien adédik a CEDA paralelogramma negyedik csiicsaként az A
pont, tehat megkapjuk az ABC D négyszoget.

Négy megoldasa is lehet a feladatnak, de nem vallalkozunk ra, hogy elemezziik hany hurkolt
négyszog lesz altalaban kozottiik. Az FC B A négyszoget ugy szerkesztjik, hogy felvessziik a BC
szakaszt és C-be egy ezzel 45° bezard egyenest. Ezen C-t6l DA tévolasdgban két pont (a 77.
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3.2M.1. abra.

D

3.3M.1. abra.

abran Ej és FE,) is valaszthaté E-nek. Az E kézépponti C'D és a B kozépponti BA sugari
korok kozéppontjaként adodik A. Erre akar négy lehetéség is van, a ?77. dbran E1-bol adéddan
A11 és Alg, mig Eg—bél szarmazik A21 és AQQ.

A konkrét adatokkal szerkesztve az egyik megoldas (A2 BC D12) konvex, két masik (A1 BC D1q
és A9 BC Do) konkav, a negyedik hurkolt (Aze BC' Das)

3.4. a) Legyenek a korok k, [, az adott egyenes e, a korok e-re meréleges szimmetriatengelye
ex, ;. Toljuk el az [ kort e-vel parhuzamosan gy, hogy e; szimmetriatengelyének képe épp e
legyen (lasd az 1. abrat). Ha [ képe I’, akkor most az ey, egyenes és a k kor illetve az ex-val azonos
e; egyenes 6és az I' képkor kozotti félhiroknak is egyenld hosszisagiaknak kell lennie, tehat a k,
I korok metszépontjai kozti hirt kell valasztani.

b) Az adott e egyenesirdanyt és az adott hossz helyett vegyiink fel a kettét egyszerre megadd
o vektort. Dolgozzunk eleve az a) feladat megolddsaban kapott I/ korrel, tehat essen egybe a k
és az I' kor ¥-re merdSleges szimmetriatengelye. Induljunk ki a kész abrabol! Ha a két kor azonos
egyenesre esé hirjainak 6sszhossza a ¥ vektor hosszéaval egyezik meg, akkor a szimmetriatengely
egyik iranyaban az egyik kor félhirja, a szimmetraitengely masik irdnyaban a masik kor félhirjat
épp az adott vektor hosszanak felére egésziti ki (14sd a 2. dbrat). Toljuk el az I’ kor egyik félkorét
a %? vektorral és keressiik meg hol metszi a k-kor ellenkezo félkorét! A metszéspontokon atmend
-vel parhuzamos egyenesek adjdk a megoldést.

A megoldédsok szama a két kor elhelyezkedésétél és nagysigatol fiiggben 0, 1, 2 vagy oo lehet.

3.5. Az 1. dbréan az ABC haromszog, annak BC' vektorral vald eltoltja és az eltolt kép BC
egyenesre vonatkozé tiikérképe lathato. Elég a BA szérat a Cp ponttal eltolni és tiikrozni. Az
eltolas és a tiikkrozés is megtartja a szoget, tehat a BA, CA’, C A" egyenesek ugyanakkora szoget
zérnak be a BC egyenessel. Ezt azt jelenti, hogy az A, By, C, Cf, A” pontok mind egy egyenesen
vannak.

122



3. Egybevdagosdagok Megoldasok

3.4M.1. abra.

A szerkesztés innen mar egyszerii. Toljuk el a Cy pontot e,-val parhuzamosan a tavolsagra (a
két lehetséges iranyitas koziil a By felé mendt valasztva) és a kapott C] pontot tiikrozziik e -ra.
Az igy nyert C] pontot Bj-gyel 0sszekotd egyenes a szerkesztendd haromszog egyik szdrdnak
egyenese, e 4-val valé metszéspontja C'. A C pontra az el6z6 eltolas ellentettjét alkalmazva kapjuk
B-t és a BC4 egyenes adja a masik szart. Az igy kapott haromszog alapja e,-n van, hossza a,
szarainak egyenesén vannak a megadott pontok, csak az nem egészen egyértelmi, hogy valéban
egyenld szart, de konnyen igazolhat6. Valdban, a szerkesztés révén a C1 BC'C| négyszog paralel-
ogramma (BC, C1Cf oldalai parhuzamosak és egyenld hossziiak), igy C1 B, C]C oldalai egyenld
szoget zarnak be a CB oldallal és ez a szog a tikrozés miatt a CYC A egyenes és BC' egyenes
szogével is egyenld, tehat a két szar az alappal egyenl6 szoget alkot.

3.6.

1. megoldas. A BF,p szakaszt a B? vektorral eltolva kapjuk a C'Fy szakaszt, mig az AFap
szakaszt AD vektorral eltolva kapjuk a DF; szakaszt (lasd az 1. dbrét). Az eltoldsok miatt az
FapBCFy, AFApF5D négyszogek paralelogrammak, igy pl FapFi = BC, FagpFy = AD. A
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3.4M.2. abra.
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3.5M.1. abra.

DF,CFy négyszog is paralelogramma, hiszen CFy és DF; az egymaéssal egyenl6 hosszisagu és
egy egyenesbe esd FapB illetve AFsp szakasszal parhuzamos és egyenld hosszi. E paralelogram-
méban az Fop pont az Fy Fy atlonak is felez6pontja. Az Fy Fo Fap hiromszog szerkeszthet6 (1dsd
az G.I.5.11. feladatot), hiszen adott két oldala és sulyvonala. Ezutan szerkeszthetd az FyCFyD
paralelogramma, majd a DAF pF>, BCF,Fap paralelogrammak.

3.6M1.1. abra.

A paralelogrammak alkalmazdsaval a szerkesztés biztositja, hogy Fap valoban felezépontja
legyen az AB szakasznak és konnyen megmutathatd, hogy a kapott négyszog oldalai és FapFeop
szakasza is megfelel¢ hosszusagu.

A szerkesztést részletesen nem diszkutaljuk, de megjegyezziik, hogy altaldban nem csak egy
négyszog szerkeszthetd a megadott adatokbdl. Ha készen vagyunk az FapF) Fo haromszog sz-
erkesztésével, akkor az Fy DF,C paralelogramma ugyan egybevagésig erejéig (az FoFopF) sz-
immetriatengelyre tiikrosen) egyértelmi, de az Fup ponthoz képesti elhelyezkedése maés, igy a
folytatds is elagazik. A 2. dbrén pl két kiilonb6zd megoldas jelenik meg.
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3.6M1.2. abra.

2. megoldas. Toljuk el az AD oldalt az AB illetve az AC vektorral! Igy kapjuk a BD;, C' Dy
szakaszokat (lasd az 1. abrat). Az eltoldsok miatt az AC Dy D, AB D1 D négyszogek paralelogram-
mak, igy BD1D-oC' is paralelogramma. Az ACDyD paralelogrammaban Fop az ADo szakasz
felezépontja is, igy FapFop kozépvonal az ABDs hiaromszogben, azaz BDy = 2FagFeop.

3.6M2.1. abra.

A BD>C haromszognek mind a harom oldala adott, igy szerkeszthetd, és folytathaté a BC' Dy Dy
paralelogramma&va. A D pontot is megkaphatjuk, hiszen adott a C-t6l és a D1-t6l mért C'D il-
letve AB tavolsaga. Végiil az A pontot a D csiics D1 B = m vektorral vald eltoldsaval kapjuk
meg. A szerkesztés garantdlja, hogy a kapott ABC D négyszog oldalai megfelel6 hosszisdguak.
Az eltolas révén a szerkesztett abraban az AC Dy D négyszog paralelogramma, igy a C'D oldal
felez6pontja egyben az ADs szakasz felezépontja is, igy FapFop szakasz kozépvonal lesz az
ABDy haromszogben, tehat fele olyan hosszu lesz, mint a BDy szakasz, azaz hossza megfelels.
Lehet, hogy a megadott szakaszokkal a menet kozben szerkesztendé haromszogek nem jonnek
létre. Ha létrejonnek, akkor altalaban két megoldas van, mert a D pont a BD;DsC' paralelo-
grammahoz képest két helyre keriilhet. Semmi sem garantalja azonban, hogy a kapott négyszog
nem lesz hurkolt.

3. megoldas. Induljunk ki a kész dbrabdl! Tiikrozzik kézéppontosan négyszogiinket az Fop
pontra! Ilyenkor C' és D egymésra képzédik. Legyen A, B, Fap képe rendre A', B’ és Fjp.
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Az AB'A’B négyszog kozéppontosan szimmetrikus, tehat paralelogramma, melynek AB’, BA’
oldalai parhuzamosak és egyenléek az FapFop ,dupldzdsdval” nyert FapF) 5 kozépvonallal.

/
FAB

3.6M3.1. abra.

A szerkesztés folyaman most Fop eldllitasa kozben kell két esetet megkiilonboztetni, igy két
négyszog is megfelelhet a kovetelményeknek. Nehezen lathato at, hogy egyaltalan mikor jonnek
létre a kivant alakzatok és hogy hurkolédik-e a kapott négyszog.

3.2. Legyen T a d egyenes tetszOleges pontja, P’ a P pont d-re vonatkoz6 tiikorképe és T" a
P'Q szakasz d egyenessel valé metszéspontja (lasd az 1. dbrat).

Q

o
Pl
3.2M.1. abra.

Allitjuk, hogy akkor kapjuk a legrovidebb toréttvonalat, ha a T’ ponthoz megyiink a d egye-
nesen. Tehat azt akarjuk bizonyitani, hogy az 1. abran

PT'+T'Q < PT + TQ, (1)

ha T # T'. Vegyiik észre, hogy a tikrozés miatt P'T = PT és P'T' = PT', igy PT' +T'Q =
=PT +T'Q = P'Q, mig PT+TQ = P'T + TQ tgyhogy a bizonyitandé6 (1) egyenlétlenség
nem ma4s, mint a hdromszog-egyenlétlenség a P'QT haromszogben.

3.3. Legyen A a szog a szarédnak tetszéleges pontja, B a b szir egy pontja és jelolje P’ a P
pont a-ra vonatkozo tiikkorképét. A b szar P’ ponthoz legkozelebbi pontja legyen B’. A B’ pont
értelemszertien a P’ pontbdl a b szar egyenesére bocsajtott merdleges talppontja, ha ez magara
a b szérra esik (14sd az 1. dbra bal oldalat), nem annak meghosszabbitdséra, illetve a B’ pont
a sz0g csucsa, ha a talppont kiviil van a szdron (az 1. 4brdn jobb oldalon). Végezetiil legyen A’
a PB' szakasz és az a szar metszéspontja, ami természetesen megegyezik B’-vel, ha az a szog
csucsa.
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3.3M.1. abra.

Allitjuk, hogy a legrovidebb térottvonal a PA'B’, azaz az 1. 4brén
PA'+ A'B' < PA+ AB. (1)

Valéban, most a tiikkrozés révén PA' = P'A’ és PA= P'A, igy P’A' + A’B' = P'B’, mig PA +
+ AB = P'A+ AB, de P’ és a b szar kozott a legrovidebb torottvonal a PB’ szakasz, minden
mas hosszabb néla.

3.4. Ha P’ illetve P” a P pontnak az a szar egyenesére illetve a b szar egyenesére vonatkozo
titkkorképe, akkor a 3.1. feladat megolddsa szerint OP" = OP” = OP és P'OP"< = 2, ahol ~
az a, b szarak szoge.

Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy v < 90° vagy v > 90° (ldsd az 1. dbréat).

3.4M.1. abra.

Az els6 esetben a P pontot is tartalmazé P'OP” szogtartomény konvex, a P'P” szakasz
elmetszi az a, b szarakat. Legyenek a metszéspontok A’ és B’ (lasd az 1. 4brat). Megmutatjuk,
hogy PA'B'P a legrovidebbb torottvonal. Legyen PABP egy tetsz6leges masik torottvonal. A
tiikkrozés miatt PA = P'A, PB=P"B, PA' = P'A'", PB' = P'"B’,igy PA+ AB+BP = P'A+
+AB+ BP', mig PA'+ A'B'+B'P=P A +A'B'+ B'P" = P'P", tehat a PABP torottvonal
egyenld hosszisagi egy valahol biztosan megtoré P’ és P kozti torottvonallal, mig PA'B'P a
P'P" szakasszal egyenld hosszi. Ebben az eetben tehat megleltiik a legrovidebb torottvonalat.

Most vizsgaljuk a v > 90° esetet. Ilyenkor az A’ = B’ = O pontokhoz tartozé6 PA'B’'P azaz
POOP elfajult torottvonal adja a minimumot.

Tekintsiik most a P’'P" szakasz felezémerdlegesét. Allitjuk, hogy ez az O ponttél a P'P” sza-
kasz felezOpontjaval ellenkez6 irdnyban kettévagja az adott szogtartomanyt. Legyen PPOP/ =
= 2a, POP"/ = 203 és éallitsunk az a szarral (8 szoget bezard szogszarat O-bol. Ugyanezt a
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szogszarat kapjuk, ha az ellenkez6 irdnyban a b szarral a szdget bezard szogszarat allitunk O-
bol, hiszen (a+6)+(a+8) = 2a+20. Igy ez a szogszar épp a tekintettbe vett felezémerélegesnek
az a, b szarak kozti szogtartomanyba es6 része. Azért van a felezémerdlegesen, mert O is azon
van és az OP' OP" egyenesekkel azonos szoget zar be, és azért van a szogtartoméanyban, mert
annak hataraitdl az a, b szarak o + 8 sz0gétél kisebb szdget mértiink fel, mikor a szdgekkel
képeztiik.

Tekintsiink egy tetszéleges PABP tordttvonalat. Ha A és B egyike megegyezik Oval, a masik
kiilonbozik téle, akkor konnyen igazolhatd, hogy a POP torottvonal rovidebb nédla. A P'P”
szakasz felezémerdlegesének egyik oldalan van az a, méasikon a b szogszar, igy ha A és B is
kiilénbozik O-t6l, akkor a felezémeréleges egy belsé C' pontjdban metszi el az AB szakaszt.
Ekkor

PA+AB+BP =P A+ AC+CB+BP">PC+CP'">PO+0P'=PO+OP,

ahol az elsd egyenlStlenség az P’ AC, P” BC haromszogekre vonakoz6 haromszogegyenlStlenség
miatt all fenn, a mésodik pedig a 9.1. feladat allitdsa miatt.

3.5. Mozgassuk a P4 pontot a BC' egyenesen és minden helyzetében keressiik a 3.4. feladatnak
megfeleléen azokat a Pg € AC, Po € AB pontokat, amelyekre a P4 Pg Po P4 torottvonal hossza
minimalis. Ott lattuk, hogy alapvetéen két lényegesen kiilonbozd eset van és az esetszétvalasztas
nem a P4 pont helyzetén milik, hanem a BAC/ = « sz0g nagysagan.

Ha v < 90°, akkor képezziik a P4 pont AB illetve AC egyenesre vonatkozé P’ illetve P”
tiikorképét és a legrovidebb Py-t tartalmazé zarddé torottvonal hossza a P’ P” szakasz hosszéaval
lesz egyenld, és ez a szakasz kimetszi az AB, AC oldalakon a minimumot szolgaltaté Po, Pp
pontokat.

A 3.1. feladatban lattuk, hogy a P’AP” hiromszog mindig egyenld szart és a szarak szoge
mindig 2, tehat ez a haromszog a P4 pont kiilonbo6z6 valasztasai esetén egymashoz mindig ha-
sonld. Az AP', AP" szirak az APa szakasz hosszéval egyeznek meg, igy a toroéttvonal P’ P”-vel
egyenld hossza is akkor lesz minimalis, ha AP, hossza minimélis. Az AP, szakasz hossza szig-
ortian monoton fogy, ahogy Pa-val kozelitiink az ABC haromszog A-bdl indulé magassaganak
talppontjahoz. fgy ha az ABC hiromszég B-nél és C-nél fekvd belsé szogei is hegyesszogek,
akkor AP, pontosan abban az esetben minimalis, ha P4 az A-bdl indulé magassag talppontja,
mig ha a BC oldal egyik csiicsanal tompaszog van, akkor a P4 pontot ide kell tenniik. Az utébbi
esetben Pp és Ppo kozil az egyik is ez a csucs, a masik pedig ennek a cstucsnak a szemkozti
oldalra vonatkozé tiikérképe lesz, tehat a minimalis keriiletii hdiromszog elfajul, a tompaszoghoz
tartozo dupla magassdgot kapjuk.

Ha v > 90°, akkor a 3.1. feladat megoldasaban leirtak szerint a P = Po = A esetben lesz
a minimum, tehdt a minimaélis 6sszhosszt adé torottvonal az elfajult P4AP4 haromszog. Pa
valtoztatasaval ez ugy tehetd a legrovidebbé, ha Ps-nak az A-bdl indulé magassig talppontjat
valasztjuk.

Tompaszogi haromszogben tehat a minimalis keriiletet adé haromszog elfajult: a tompaszog
cstucsdhoz tartozé dupla magassag, mig hegyesszogii hdromszog esetén mindegyik oldalon a ma-
gassag talppontjat kell valasztani, tehat a talpponti haromszoég adja a minimumot.

3.8.

1. megoldas. Ha az eredeti haromszog derékszogli, akkor a talpponti haromszog elfajult, két
egybeeso csiicsa a derékszogli csics, harmadik csticsa a derékszogi csticsbdl indulé magassag
talppontja az atfogéon. Ennek dupla oldalegyenesét, az eredeti haromszog atfogéhoz tartozé mag-
assaganak egyenesét az atfogéra vonatkozé tiikrozés egymasba, azaz dnmagaba viszi. A talpponti
haromszog tovabbi oldalparjairél nem érdemes beszélni.
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A 3.5. feladat megoldasaban azt kaptuk, hogy egyetlen hiromszég adja a minimumot és ezt —
ha az eredeti haromszog hegyesszogi — gy kapjuk, hogy az A-bdl indulé magassag T4 talppon-
tjat tikrozzik az AB, AC oldalakra, és képezziik a T%, T tikorképek AB, AC oldalakkal val6
Tc, T metszéspontjait. Az igy kapott TATsTc haromszog szolgaltatja a minimumot. Ebben
tehat T4 a magassag talppontja, de ha eredetileg més oldalbdl indulunk ki, akkor levezetheto,
hogy ott is a talppont szolgaltatja a minimumot, tehat T4TpT¢c a talpponti hdromszog.

A TpTec egyenes AC oldalegyenesre vonatkozé tiikorképe természetesen atmegy a Tp € AC
ponton és a szerkesztés miatt a T4 ponton is, tehat a talpponti haromszog egyik oldalegyenesének
képe egy masik oldalegyenese. Ezt kellett igazolni.

Ha az ABC' haromszogben A-nal tompaszog van, akkor térjink at az M BC haromszogre,
ahol M az ABC hiromszog magassidgpontja, amely mar hegyesszogii (lasd az 1.7. feladatot). Az
M BC haromszog magassdgvonalainak talppontjai megegyeznek az ABC haromszog magassa-
gainak talppontjaival (1.6. feladat). A fenti — a hegyesszogii haromszogre vonatkoz6 — eredmény
szerint az M BC' haromszog oldalegyeneseire vonatkozé tiikkrozések a T4TpT¢ talpponti harom-
sz6g oldalegyeneseit paronként egymésba képezik. Igy példaul a TTo, ToT 4 egyeneseket a met-
széspontjukon atmend M C' egyenesre vald tiikkrozés egymasba viszi. Az MC, AB egyenesek a T
pontban egymaésra merdlegesek, az ezekre vald tiikkrézések pontosan ugyanigy képezik egymasra
a To-n 4tmend egyeneseket. Tehat azt allitjuk, hogy ha e-nek MC-re vonatkozé tiikorképe e’ és
¢’-nek az AB-re valé tikorképe €”, akkor e és € megegyezik. Ez valéban igaz, mert e-b6l e” a
két tiikrozés egymas utdni elvégzésével kaphatod, tehat egy T.-re valé kozéppontos tiikkrozéssel.
A kozéppontos tikrozés a T, kozéppontjan dtmend egyeneseket dmagdra képezi: e = €.

Tehat az AB egyenesre tikrozve a TpTo, ToT 4 egyenesek egymasba képzédnek és hasonléan
igazolhatd, hogy az AC-re vonatkozo tiikkrozés egymasba viszi a TgTo, TaTp egyeneseket, mig a
BC egyenes az M BC haromszognek eleve oldalegyenese tehat ra vonatkozolag mar nem is kell
igazolni a megfelel6 allitast. Ezzel tompaszogii haromszogre is megoldottuk a feladatot.

2. megoldas. A BC oldalegyenesre vonatkozd tiikrézés pontosan akkor képezi egymasra a
TATc, TATg egyeneseket, ha azok ugyanakkora szoget zarnak be vele, azaz ha

TcTyB< = CTyTp<t (mod 180°). (1)

A BM szakasz Thalesz korére illeszkedik a T4 és a T talppont. E kor BT¢ hirjanak kertileti
szogei:
TcTaB<=TcMB< (mod 180°), (2)

mig a C'M szakasz T4-t és Tp-t taratlmazé Thalesz korén az CTg har keriileti szogei:
CTyTp<<=CMTp< (mod 180°). (3)

A CMT¢ egyenes és a BMTp egyenes szoge all (2) és (3) jobb oldalan is, tehat az ezekben
lathaté bal oldalak is egyenl6k egymaéssal, amivel igazoltuk is a (1) Osszefliggést.

Hasonléan igazolhatd, hogy a haromszog tobbi oldaldra valé tiikrézés is egymadsba viszi a
talpponti haromszog megfelelé oldalegyeneseit.

3.1. a) Figyeljik meg az 1. abrét illetve az internetes véltozatban a hozzé tartoz6 animaciét!

Az oldalfelezémerdlegesek egy ponton mennek at, a felez6pontok pedig szabalyos hatszoget
alkotnak.

b) Figyeljiik meg a 2. dbrét illetve az internetes véltozatban a hozza tartozé animéciot!

A felez6pontok mintha illeszkednének egy egyenesre. A felez6émerdlegesek rendszere elsé megkozelités-
ben nem mutat kiilonésebb szabéalyossagot.
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3.1M.1. abra.

3.2. A két egyenes irdnyitott szogére, illetve a két irdnyitott egyenes irdnyitott szogére:
a) ee’<<=+v (mod 1)80°;
b) ee’<=~ (mod 3)60°.

3.3. A két egymasnak megfelel6pont egyforma messze van a forgasi kozépponttdl, igy az rajta
van a felezOmerd6legesiikon.

3.4. Legyenek az egyik haromszog csticsai pozitiv forgasiranyban A, B és C. A forgatas koriiljaras-
tarto, igy ha A, B és C képei egy forgatdsnal A’, B’ és C’, akkor az A'B'C’ héromszog is
pozitiv koriljarasa. Ezt figyelembe véve irjuk a mésik haromszog cstcsaira pozitiv koriiljaras-
ban az A’, B, C’ betiiket! Ezt haromféleképpen tehetjiik meg, hiszen az A’ betlit akdrmelyik
csucsra frhatjuk, a tobbi betli pedig a betlisorrend és a koriiljaras rogzitése miatt adott. An-
nak a forgatdsnak a kozéppontja, amely A-t A’-be képezi az A, A’ pontoktdl egyforma messze
van, tehat a felez6merdlegesiikre illeszkedik. Ugyanezért a forgatds centruménak a BB’ szakasz
felezOmerdlegesére és a C'C’ szakaszéra is illeszkednie kell, tehdt az O forgdscentrum — ha van
egyaltalan ilyen, akkor — e harom felezémeréleges metszéspontja.

Ha ez a harom felezOmeréleges egybeesne, akkor az erre az egyenesre vald tikrozés az A,
B,C pontokat rendre az A’, B, C' pontokba vinné, de a tiikrozés irdnyitasvalto, igy ez nem
lehetséges.

Van tehdt két felezémerdleges, feltehetjiik, hogy az AA’ és a BB’ szakaszoké, amelyik nem esik
egybe. E két felez6merdlegesnek van kozos pontja, mert ha parhuzamosak lennének, akkor az
AA’, BB’ szakaszok is parhuzamosak lennének, és igy az AA’ B’ B négyszog paralelogramma vagy
hurtrapéz lenne. Paralelogramma nem lehet, mert AB és A’B’ nem parhuzamos és hurtrapéz
sem lehet, mert AA’ és BB’ felezOmerdlegese nem esik egybe.

Jelolje tehat e két felezOmerdleges egyetlen kozos pontjat O. Meg szeretnénk mutatni, hogy
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3.1M.2. 4bra.

megfeleld szogli O kortili forgatas az ABC haromszoget az A’ B'C’ hdromszogbe viszi.

Tekintsiink két transzforméciét, az AA’ szakasz t felez6mer6legesére vonatkozé tiikkrozést,
valamint azt az O centrumu ¢ forgatast, amely A-t A’-be viszi. Legyen t(B) = B; és ¢(B) =
= Bs. Azt szeretnénk megmutatni, hogy By = B, s6t ¢(C) = C".

Tekintsiik az OAB, OA’' B’ haromszogeket. A felezémerdlegesek miatt OA = OA’ és OB =
= OB’, mig ABC és A’B'C’ egybevagdsiga miatt AB = A'B’, tehat ez a két haromszog egy-
bevagd.

A t tiikrozésnél OAB képe OA' By, mig ¢p-nél OA' By, Az O A’ B’ haromszog tehédt egybevagd az
OA’ By, OA’ By haromszogekkel is és két csticsa egybeesik vele, tehat megegyezik a két hdromszog
egyikével. Nem egyezik meg OA’Bi-gyel, mert abban AA’ és BB felezémerdlegese egybeesik.
Tehét O A’ Bo-vel egyezik meg, azaz By = B’, ahogy éllitottuk.

Az ABC haromszog ¢ forgatdsndl szarmazo képe és az A'B'C’ haromszog megegyezik két
cstcsban ¢(A) = A’-ben és ¢(B) = B’-ben. Ezen kiviil oldalaik hossza, tehét szogeik nagysdga és
koriiljardsuk is megegyezik, igy harmadik cstcsuk is egybeesik: ¢(C) = C’. Ezzel megmutattuk,
hogy a ¢ forgatés az ABC haromszoget az A’ B'C’ haromszogbe viszi.

3.5. Az O forgési kézéppont a forgatds egyetlen fixpontja, ezért nem lehet két kiillénbozé O
pont. A forgatds szoge adott, igy a forgatds egyértelmi, ha egyéltaldn létezik.

Legyen t1 az AB szakasz felezémer6legese és to az a 3.5. feladat szerint 1étezd és egyértelmi
egyenes B-n &t, amelynek t,-gyel bezar elGjeles szoge -vel egyenlé  (mod 180°). A ti-re és
to-re valé tilkrozések szorzata a metszéspontjuk koriili 23 = ~ szogii elforgatds, tehat 1étezik is
a kérdezett transzformacio.
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4. Egybevagosagi transzformaciok kompozicidja

4.1. El6szor az egyértelmiiséget (,kétértelmiiséget”) igazoljuk, utdna pedig a transzformaciok
létezését mutatjuk meg.

Legyen C' tetszdleges, az AB egyenesre nem illeszkedd pont. A C' pont képe, C’, a tdvolsag-
tartas ismeretében konnyen szerkeszthetd: az A’ kozéppontit AC sugart és a B’ kozéppontil
BC sugart korok metszéspontja lesz. A két kornek két metszéspontja van, tehat C'-re is két
lehetéségiink van az A’ B’ egyenesre tiikrosen. Valasszuk ki ez egyik lehetséget. Ha D tetszOleges
tovabbi pont, akkor az AD, BD tévolsigok figyelembevétele alapjan D’-re is két lehet8ség van,
melyek az A’ B’ egyenesre tiikrosek. Ez a két lehetséges D' pont a valasztott C’ ponttdl kiillonbozd
tavolsdgban van, hiszen a D’-kt6l egyforma tévosldgban elhelyezkedd pontok az A’B’ egyenesen
vannak. Mivel CD = C'D’ {gy csak az egyik D’ pont lehet jo. Ezek szerint C7 vdlasztdsa utén
mar az Osszes tobbi pont képe egyértelmii, ha egyaltalan lehetséges egybevagosigot értelmezni.

Megadunk megfelel egybevagdsagot két ill. harom tengelyes tiikrozés kompozicidjaként. Legyen
az els6 tiikortengely, t1, az AA’ szakasz felezOmerdlegese. Legyen a t1(B) = Bj. Legyen a ma-
sodik tiikortengely, to, a B1B’ szakasz felezOmerSlegese, ha By # B’, illetve legyen to = A'B’,
ha By = B’. A ty tengelyre illeszkedik A’ hiszen egyforma messze van B1-t6l és B'-t6l. A to 0ty
transzformécié (elébb tiikroziink t1-re, majd to-re olyan irdnyitastarté transzformdcio, amely az
A pontot A’-be, B-t pedig B’-be képzi. Legyen t3 az A’ B’ egyenes. A t3 oty ot transzformacio
is A'-be viszi A-t, B’-be B-t, de ez irdnyitasvalto.

Ezzel az allitast igazoltuk.

4.4. Fixpont nincs, az egyetlen fixegyenes a tengely.

4.6. Koncentraljunk el8szor csak arra, hogy A az A'-be keriiljon. A 4.5. feladat szerint a cstsz-
tatva tiikrozés tengelyének 4t kell mennie az AA’ szakasz F felezépontjan. Ha véilasztunk egy
tetszoleges t tengelyt F-en at, akkor taldlhatunk hozza egy olyan eltolast, hogy a két transzfor-
maciobol allé csusztatva titkkrozés A-t A’-be képezze. Valéban, az A pont, annak t-re tikrozott
A* képe és az A’ pont meghatdrozta haromszogben t kozépvonal, mert dtmegy AA’ és AA*
felez6pontjan is, igy az A* A’ vektor parhuzamos t-vel, azaz egyiitt ¢ tengelyti cstsztatva tiikrozést
hataroznak meg.

Térjink at a megfelel tengely kivalasztdsara. Az eltolds nem valtoztatja az egyenes al-
lasat, tehat a csisztatva tiikrozés tiikrozésének az a egyenest a’-vel parhuzamos egyenesbe kell
képeznie. Egy tengely pontosan akkor megfeleld erre a célra, ha parhuzamos az a, a’ egyene-
sek valamelyik szogfelezdjével, ha azok metszik egymast, illetve ha parhuzamos vagy merdleges
rajuk, ha azok parhuzamosak egymassal.

A két emlitett irdany barmelyikében valaszthatjuk a ¢ tengelyt F-en at taldlunk hozza olyan
eltolast, amely A-t A’-be képezd csisztatva tiikrozéssé egésziti ki. Ez egyuttal a-t a’-be viszi,
mert a képegyenes megfeleld ponton A’ € o’ megy &t és megfelel irdnyu t(a) || o'.

Tehat két cstsztatva tiikrozés felel meg a kovetelményeknek. Ha az A, A’ pontok egybeesnek,
akkor mindkét csusztatva tiikkrozés egyszerli tiikrozéssé fajul. Ha pedig A és A’ kiilonbozok, de
aAA = AA'd"  (mod 180°), akkor az egyik cstsztatva tiikrozés egyszer(i tiikrozés.

4.7. Ha a ty, to, t3 tengelyek egy ponton mennek at vagy mind parhuzamosak, akkor ¢y és
ts elforgathaté vagy eltolhaté a th, ¢4 egyenespdrba tgy, hogy t) egybeessen t1-gyel. Ilyenkor
t30t20t1 :tgot'zotl :tgotlotl :tg

Ha a harom tengely nem megy at egyko6zos ponton és nem is mind parhuzamosak egymassal,
akkor to és t3 vagy eleve metszi egymast, vagy csak t1 és to metszi egymast, de akkor ezek
elforgathatok a metszéspontjuk koriil, hogy to képe messe t3-at. Ezek utan feltehetjiik, hogy a
t9, t3 tengelyek egy olyan U pontban metszik egymaést, amelyen nemmegy at a t; tengely(lasd
az 1. abrat). Forgassuk el U korill to-t és tz-at a t5, t5 tengelyekbe tgy, hogy t5 merdleges
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legyen t1-re. Most t5 o th = t3 oty hiszen a két tengelyes tiikrozés kompozicidja csak a tengelyek
metszéspontjatol és szogétdl fiigg. Jelolje th és t1 metszéspontjat V. A V pont nem illeszkedik
th-ra, egyrészt mert V nem az U pont, hiszen ¢1-en van, mésrészt mivel V' a t/, tengelyen van és
a th, th tengelyek kiilonboznek, ha to és t3 is killonbozd.

Forgassuk el V korill th-t és t1-et a t4, t| tengelyekbe tgy, hogy ¢ merdleges legyen th-ra és
igy t] parhuzamos legyen azzal. Most t§ o t| = th o ty, igy th oth oth = tz3oteoty. Itt t5 és
t kiilonboz6k, hiszen V illeszkedik t4-re, de th-ra nem. Igy a t} o t4 o ] csisztatva tiikrozés,
melynek tengelye t] és eltoldsa a tf5 o t.

t3
U
t1
to ! t/g to
~~‘
|~~ . W
: .b~~~
Vi N
PR
2] ] o
2 "
t2
4.7TM.1. abra.

4.11. a) Tekintsiik a harom oldalfelezé merélegesre valo tiikkrozés kompozicoidjat. A 4.7. feladat
eredménye szerint ez aszerint tiikrozés vagy csisztatva tiikrozés, hogy a harom tengely egy
ponton megy at (parhuzamos is lehet) vagy nem. Az adott esetben a kompoziciénak fixpontja
az egyik csics (a hdromszog cstcsait korbejarva visszatér eredeti helyéhez), igy a transzformacio
nem lehet cstsztatva tiikrozés (4.4. feladat). Ezek szerint a hdrom oldalfelez6 merdleges egy
ponton megy &t vagy parhuzamosak.

de irdanyitasa megfordul. Csusztatva tiikrozésnél azonban az egyetlen fixegyenes a tengely, aminek
nem fordul meg az irdnyitasa. igy az a) részben alkalmazott elvek hasznalhatok itt is.

4.12. a) A kompozicié csisztatva tiikrozés, hiszen a harom oldalegyenes nem megy at egy
ponton.

Ismeretes, hogy a talpponti haromszog oldalegyeneseit az eredeti haromszog oldalegyenesei
paronként egymasra tiikkrozik: a ToTa, ToTp egyenesek egymasra képzédnek a c egyenesre,
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mint tengelyre valé tiikrozéskor és ehhez hasonléan ToTg és Talp illetve TaTp és TATc is
egymas képei a b-re illetve az a ra valé tiikkrozéskor (1asd a 3.8. feladatot).

Ebbdl kovetkezik, hogy a ToT4 egyenes a csusztatva tiikrozés tengelye, hiszen ezt egymas
utan sorban c-re, b-re majd a-ra tikrozve rendre a ToTp, TaTs, TcTa egyeneseket kapjuk,

tehat visszajutunk az eredetihez, és a csfifzbdtva Mikrozésnek egyetlen fixegyenese van.
4 A *» 4

4.12M.1. 4bra.

b) Tekintsiik a C' pont koré irt, a talpponti haromszog oldalegyeneseit érinté 7 kort (lasd az 1.
abrat).

Aszerint, hogy az eredeti haromszog C-nél, B-nél vagy A-nal tompaszogii vagy hegyesszogi,
az ¢ kor a rendre a talpponti hdromszog beirt kore, TsT, TaT¢ illetve T4 Tp oldalahoz hozzairt
kore.

Tekintsiik az i kor és a TgTr egyenes P; érintési pontjat. Az ¢ kor kézéppontjan atmend b
egyenesre vonatkozd tiikrozés ezt ¢ és a TpT4 egyenes Py érintési pontjaba képezi. A szintén
1 kozéppontjan atmend a egyenes ezt a ToT4 egyenes és az ¢ kor P3 érintési pontjaba viszi.
A P; pont a P; pont TocC egyenesre vonatkozé tiikorképe. Jeldlje Py a Py pontnak a TcC
egyenesre To-ben meréleges ¢ egyenesre vonatkozé tiikkorképét. A szarmaztatds miatt Py-bol Ps
kétféleképpen is megkaphaté: egyrészt T pontra vonatkozd koézéppontos tiikrozéssel, mésrészt
a ¢, b, a egyenesekre valé tikkrozések egymas utani alkalmazaséval.

A cstsztatva tiikrozés eltoldsvektora tehat a PyP; = 2170?53> vektor, amelynek hossza a T¢
pontbdl az i kérhoz huzott érinté dupldja. Aszerint, hogy az eredeti haromszog C-nél, B-nél
vagy A-nal tompaszogi vagy hegyesszogi ez rendre

(=TaTp +TpTc + TcTa), (TaTp +TBTc —TcTa),

(TaTp —TTc +TcTa), (TaTp +TBTc + TcTa).

4.13.

1. megoldas. Az AC atlo E és a BD &atlé F felez?pontja mellett tekintsiik a BC' oldal G
felez 7pontjat is. A CBA haromszogben GE koézépvonal parhuzamos AB-vel és feleakkora, mint
AB, mig a C BD haromszogben G F parhuzamos C D-vel és feleakkora, mint CD. A GEF hérom-
sz0g GE, GF oldalai egyenl?ek, hiszen AB és CD is egyenl?ek, rdadasul a parhuzamossigok
miatt a szaraknak az alappal bezart szoge épp az EF egyenesnek az AB, CD oldalegyenesekkel
bezart szogével egyezik meg.
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4. Egybevdgosdgi transzformdciok kompozicidja Megoldasok

2. megoldas. Az AB-t a C'D-be képez? irdnyitasvaltd transzformécié egy cstusztatva tiikrozés.
A cstsztatva tiikrozésnél barmely pontot a képével Gsszekot ?s szakasz felez 7pontja a tiikrozés
tengelyén van. Ennek megfelel 7en most az E'F egyenes a tengely. Az EF-fel parhuzamos eltolas
és az EF-re valé tikrozés megtartja AB és EF szogét.

4.1.

1. megoldas. [3]
Tekintsiik a P pont koriili 90°-0s és a ) pont koriili 90°-os forgatasokat és ezek

QQO o P90 (1)

kompozicidjat. A (1) jelolést jobbrél kell olvasni: el@szor a P koriili forgatést végezziik el. A
P pont koriili 90°-os elforgatds két olyan tengelyes tiikrozéssel helyettesithetd, amely tengelyek
egymést P-ben 45°-ban metszik. Pontositas: az els6 tengelytdl (¢1) a mésodik tengelyig (t2)
mért irdanyitott szog 45°-0s. Vegyiik fel ezt a ké ttengelyt gy, hogy a masodik épp (Q-n menjen
at. A @ kortli 90°-os elforgatast helyettesitoé tengelyeket pedig gy vegyiik fel, hogy az els6 (t3)
menjen at P-n (lasd az 1. dbrét).

ty = t3 @
P
ty
3]
L
4.1M1.1. abra.
Az igy kapott tq1, to, t3, t4 tengelyekkel
ng o P90 = (t4 o t3) o (tQ o tl) =t40 (t3 o t2) ot] =14 Otl, (2)

tehat az eredd transzforméacié a ti, t4 tengelyek L metszéspontjara vonatkozé koézéppontos
tlikrozés, hiszen e két tengely szoge 90°.

Az Q% o PP transzforméciondl az A cstics képe C, hiszen P°(A) = B, PY(B) = C. A
kozéppontos titkrozés kozéppontja tehat az AC szakasz K felezOpontja (lasd a 2. abrét).

Q

4.1M1.2. 4bra.

Gondolatmenetiink szerint a PK, QK egyenesek megegyeznek a korabbi ¢y, t4 tengelyekkel,
melyek szoge 90°. Mellékeredményként az is kijott, hogy a PKQ haromszog egyenld szari és
derékszogii.
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Megoldasok 4. Egybevdgdsdgi transzformdcick kompozicidja

2. megoldas. [16]

Nagyitsuk a PK szakaszt az A csicsbdl, a QK szakaszt pedig a C' csticsbdl a kétszeresére. A
PK, QK szakaszok szoge helyett képeik, a veliik parhuzamos P'C, Q' A szakaszok szogét fogjuk
vizsgalni.

4.1M2.1. 4bra.

A P'B szakasz felfoghat6 az AB szakasz PB egyenesre val tiikorképének, tehdt P'B = AB
és PPBAZ = 90°. Ehhez hasonléan Q'B = CB és Q'BC/ = 90°.

Vizsgéljuk az P'BA, ABQ' haromszogeket. Az els6bdl a mésodik egy B koriili 90°-os for-
gatassal kaphaté meg, hiszen ennél a forgatdsndl P’ képe A, mig C képe @Q'. A forgatds a P'C
szakaszt az AQ' szakaszba képezi, ezért ezek szoge a forgatds szogével, 90°-kal egyezik meg.
Ugyanennyi a kérdezett szog, PKQZ értéke is.

4.3. Nevezziik el az egyeneseket igy:
€1, €2, €3, €4 (1)
Nevezziik meg a metszéspontokat ciklikusan:
e1Ney = Py, eoNeg = Py, e3Ney = P, eqgNep = Py,
és irdnyitsuk az (1) egyeneseket ugy, hogy rajtuk rendre a

PPy, PP, Py Ps, P3Py

vektorok iranya legyen a pozitiv irdny és legyen
PyPy = ay, PPy = ay, PPy = ag, P3Py = ay. (2)

Jelolje a4 azt az irdnyitott szoget, amellyel a ¢4 irdnyitott egyenes a t; irdnyitott egyenesbe
forgathatd, és ehhez hasonléan «; (i = 1,2,3) azt a sziget, amely az e; irdnyitott egyenest az
ei+1 irdnyitott egyenesbe forgatja. Ezek a szogek csak  (mod 360°) vannak meghatarozva. Az
irdnyitott szogek Osszeadasdnak szabdlya szerint:

o1 + g + a3 + ay = bty + t1tg + lols + 3ty = t4t, = 0°  (mod 360°). (3)

Jelolje t;f az ey4, e1 egyeneseknek azt a szogfelezdjét, amelyre vald tengelyes tiikrozés a két
egyenest irdnyitastarté modon képezi egymasba (lasd az 1. dbrat) és legyen ¢, a masik szogfelezd.
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4. Egybevdgosdgi transzformdciok kompozicidja Megoldasok

Az utébbira valé tiikrozés is egymasba viszi az e, e4 egyeneseket, de megforditja az irdnyitdst.
Legyen tovabba t;r (1 =1,2,3) az e;, e; 41 egyeneseknek az a szogfelezGje, amelyre valo tengelyes
titkrozés a két egyenest irdnyitastarté médon képezi egymasba és legyen ¢;” a masik szogfelezdjiik.
A probléma pontositisa: A (2) hosszisagok ismeretében eldontheté-e, hogy a négy eléjelet

megfelel6en megvalasztva a
Bty ty, fg (4)

egyenesek egy kozos ponton haladnak at? A (2) hosszakbdl hogyan lehet kitalalni a megfelel§
elojeleket ?

Legyen
tita = o, tot3 = o, t3ty = ag, tyt = oy. (5)
Y
ty
_; 4.3M.1. abra.
1
Mivel o, —
ties = 74 (mod 180°) és eaty = 71 (mod 180°),
igy

WO 0d 180°).

tit] =
Ha hozzéatesszik még, hogy

tit; =t;t7 =90° (mod 180°),

akkor kimondhatjuk az aldbbi &ltaldnos oOsszefliggéseket (i = 1,2,3,4, illetve ¢ = 5 megfelel
i = l-nek):

thth, = % (mod 180°),  tfti, = % +90° (mod 180°)
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Megoldasok 4. Egybevdgdsdgi transzformdcick kompozicidja

. 0yt o+ 0t aq

titig = % (mod 180°),  t;tf, = %

Jeloljiikk most az egyenes jelével az arra az egyenesre vonatkozd tiikrozést is. Ismeretes, hogy

az a, b egyenesekre vonatkozo tiikrozések b o a kompozicidja (el6bb hajtjuk végre a-t, utédna b-t)
az

+90° (mod 180°).

2ab=¢ (mod 360°)

iranyitott szoggel valé elforgatas (C/LB még csak mod 180° értelmezett, a forgisszog pedig mar
mod 360°), illetve eltolds, ha ez a szog 0° (-val kongruens). Mindezek alapjan az egymés melletti
szogek szogfelezbire vonatkozd tiikrozések kompoziciéja jol leirhatéd:

+ + _ HQitaip + — _ @itaip1+90°
tipi oty = Oi++, ) tipiot; = Oi-i——, )
_ —  Aaitaip + —  Aaitoi1+90°
tip10t; = Osz, ) tipgot; =0,y )

ahol O? bi 2 t;-t, til tengelyek metszéspontja koriili ¢ szogl forgatast jelenti, illetve a megfelel6
eltolast, ha a két tengely parhuzamos, azaz ha ¢ =0 (mod 360°).
Tekintsiik most a
Yp=trotfotd ot (6)

egybevagosagi transzformaciot a négy el6jel tetszoleges valasztasa esetén. Az elézd bekezdésben
mondottak szerint (3) figyelembevételével allithat6, hogy 1 eltolds (azaz Gsszesen 0°-kal forgat),
ha az elgjelek kozott paros sok ,,+7 van, illetve kozéppontos tiikrozés (azaz Osszesen 180°-kal
forgat), ha az el6jelek kozott paratlan darab ,,+” van.

A ¥ transzformaciénak fix egyenese az e; egyenes, hiszen

tit(el) = €9, tg:(eg) = €3, tét(eg) = €4, tflf(€4) =e1.

Ezek szerint a 1) transzformécié egy e;-gyel parhuzamos eltolds (esetleg az identitds) vagy egy
ep-re illeszkedé pontra vonatkozo tiikkrozés.

Lemma Ha az elgjelek megfelel$ vdlasztdsa mellett a (4) egyenesek egy ponton haladnak at,
akkor az el6jelek kozott paros sok ,,+7 van.

A lemma bizonyitasa Ha a szogfelezok egy O ponton mennek at, akkor O kéré rajzolhatd
egy olyan k kor, amely mind a négy oldalegyenest érinti. Jeloljiik ezeket az érintési pontokat T,
Ty, T3, Ty-gyel (T; € e;). Mindegyik érintési pontrél eldonthetd, hogy sajat irdnyitott egyenesének
pozitiv vagy negativ felén van. (Pl. e;-en Py a 0 és téle P;-felé van a pozitiv rész, e;n P;,_1 a 0
és t6le Py-felé van a pozitiv rész.)

A tj szogfelezére vonatkozd tikrozés felcseréli a szarak pozitiv és negativ félegyeneseit, a
t; szogfelezére vonatkozo6 tiikrozés pedig megtartja az eléjeleket. Masrészt, az egymast O-ban
metsz6 szogfelezOkre vonatkozoé titkkrozés a két megfeleld oldal érintési pontjat egymaésba titkrozi.
A tiikrozések ¢ kompozicidja a Ty érintési pontot onmagédba képezi, tehat a négy tikrozés kozott
péaros sok olyan lesz amely megforditja az elGjelet. Ezzel a lemmat igazoltuk.

Kovetkezmény A (4) egyenesek pontosan akkor haladnak &t egyetlen ponton, ha (6)-ben
definidlt ¢ transzformécié az identitas, de a (megfelel§ el6jelekkel vett) t;ﬁ o tli transzformacio
nem eltolés.

Valoban, 1 csak tgy lehet identitds, ha paros sok pozitiv elGjelet valasztunk és a négy
szogfelezd is csak igy mehet at egy ponton. Ebben az esetben a t;ﬁ o tli, tjf o t3i transzfor-
méciok komporzicigja eltolds igy vagy mind a kett6 eltolas (fent ezt zartuk ki) vagy azonos a
kozéppontjuk.
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4. Egybevdgosdgi transzformdciok kompozicidja Megoldasok

Allitas Pontosan akkor lehet (4)-ben a négy eldjelet igy megvalasztani, hogy a négy egyenes
egy ponton haladjon at, ha az aldbbi kifejezésben megvélaszthatok az eldjelek tgy, hogy tel-
jestljon az egyenlOség:

a1:|:a2:|:a3:|:a4:0. (7)

4.4. Hasznéljuk az 1. aldbbi abra jeloléseit !

4.4M.1. abra.

A levezetésben sokszor kihaszndljuk, hogy kiilsé pontbdl a kérhoéz huizott két érintészakasz
egyenld hosszii. A masik otlet az, hogy a C'P szakasz hosszat kétszer is felirjuk!
Egyrészt
CP=CDp—-PDp=CVg— PWp,

Maésrészt

CP=CDjy—PDy=CVy— PWy.

E CP-re elébb kapott két kifejezést Osszeadjuk, és felhasznaljuk, hogy a korok centrédlisara
szimmetrikus WpW a4, UgU,4 érintészakaszok egyenl6 hossztak.

2CP = (CVB + CVA) — (PWB + PWA) = (CVB + CVA) — WpWay.

A kisebbitendét és a kivonandét is megnoveljitk a B-bol illetve az A-bdl hiizott érintészakaszok
hosszaval :

2CP = (CVB + VB +CVy + VAA) — (BWB + WpWa+ WAA) =CB+ CA - AB,

azaz ;
CP:W:S—C.

Tehat a C'P szakasz hossza csakis az ABC' hiaromszog oldalaitol fiigg és fiiggetlen a D pont
helyzetétdl.
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Megoldasok 4. Egybevdgdsdgi transzformdcick kompozicidja

4.5. A 7?. dbran berajzoltuk az ABC, ACD, BC D hiromszogek k, ka, kp beirt koreit, melyek
kozéppontja rendre O, O 4, Op. Behtiztuk még az CAB/, ABC/Z, BCD/, DCAZ szbgek t4,
tg, 9B, ga szogfelez6it, illetve az O40p = t tengelyt. A k kérnek az AB, BC, C A oldalakkal
val6 érintési pontja rendre T, T és T'a.

Az alabbi gondolatmenetben az egyenes betiijelével jeloljiik az egyenesre vonatkozé tengelyest
tiikrozést is.

4.5M.1. abra.

Tekintsiik a
¢p=taocgaogpolp

transzformaciét (a legutolsénak irt titkkrozést vegezziik el eldszor). Ez irdnyitastarté egybevagdsag,
hiszen négy tengelyes tiikrozés szorzata. A T pont fixpontja a ¢ transzformécionak, hiszen
tp(T) = Tg, ga(TB) = @, ahol a @ pontrél annyit lehet tudni, hogy @ € CD és CQ = CTpg,
igy ga(Q) =Ta és ta(Ty) =T. A ¢ transzformécié tehat egy T koriili forgatés.

Legyen még ABC/ = 8, BCAZ = v, BCD/ = v, DCAZ = ~4, CABZ = «, és igy
OpBC/ = g, BCOps =2%,0cCAL =%, CAO 4 = §. A ¢ transzformaci6 igy is irhaté:

¢=(taoga)o(gpotp),

ahol a gpotp transzformacié a két tengely Op kézéppontja kotili forgatas a két tengely szogének
kétszeresével, azaz —a BC'Op haromszogben szdmolva — (8 + yp) szoggel, mig a t4 0 g4 transz
forméci6 az O4 pont koriili (74 + «) szoggel val6 forgatés:

¢=0%""00p",

Az O?A’B forgatéas felirhaté barmely két olyan O p-ben metszd tengelyre vonatkozd titkkrozésként,

mely tengelyek szoge B—J;@. Legyen a két tengely koziil a masodik t = OpO4:

O?A’B =toTg.

Ehhez Az O;Y(“La forgatashoz elsének valasztjuk a t tengelyt:

+a
O™ =140t,
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5. Keriileti szogek I. Megoldasok

igy

¢p=(taot)o(torg)=T40(tot)oTp =T40TB.
Most azt kaptuk, hogy a ¢ transzformacié a 74, 7p tengelyek metszéspontja korili forgatas.
Korabbi eredménytiinkkel 6sszevetve tehat a 7p, 74 egyenesek az OpT, O AT egyenesek, azaz az
OpO AT hiromszog szogei:

TOs04s = BF1B 0,047/ = ‘”T'“ OATOp/ = 90°.
Vegyiik még észre, hogy t(Q) = T', hiszen
gpotp=toTp — togpotp =1p,

igy a (gpotp)(T) = Q pontra t(Q) = (togpotp)(T) = 75(T) =T. A CD egyenes a ky, kp
korok kozos belsé érintéje, erre illeszkedik a @ pont, igy CD-t a k4, kp korok kozos szimmetri-
atengelyére, a t tengelyre tiikkrozve is a két kor egy kozos bels6 érintdjéhez jutunk. Ez az érinto
atmegy T, tehat az allitast igazoltuk.

Megjegyezzilk, hogy az AB egyenes a ka, kg korok T-n dtmené kozos kiilsé érintbje, igy
ennek t-re vonatkozé titkorképe is kozos kiilsé érint6. Ebbél adddik, hogy a @ pont megegyezik
a a 4.4M. megoldasban definialt P ponttal. Mivel C'Q) = C'Tp és az utébbi fiiggetlen a D pont
valasztasatol, igy egyuttal bizonyitast adtunk a 4.4 feladatra is.

4.2. Igen, pld a félegyenes vagy a félsik.

5. Keriileti szogek 1.

5.3. Allitas: B'H, || AC

Bizonyitas: A k kor HqaB, CH4 ivei egyenl6k és azonos iranyitasiaak is, igy a HaB iv
tiikkorképeként kapott AB’ iv is egyenld nagysdgu, de ellenkezd irdnyitast, mint a CHy4 {v. Az
AB’', CH 4 ivek tehat az AC hiir azonos oldalén 4llnak és egyenlék, tehat az AC felezOmerdSlegesére
vonatkozé tiikrozés egymasba képezi 6ket. Ennél a tiikrozésnél tehat H 4 képe B', azaz a HaB
egyenes is meréleges AC felezGmerdlegesére, igy parhuzamos AC-vel.

Allitas: BAH < = H4AC<.
Bizonyitas: Az el6z6 allitdas miatt AH4B'<< = Hy AC< (valtdszogek), mig a tiikrozés miatt
AHAB'<< = BAH s<.

5.1. Legyen C olyan, A-tdél és B-t6l kiilonb6z6 pont, amelyre teljesil a
ACB< =~ (mod 180°) (2)

Osszefliggés és jelolje az AC, C'B szakaszok felezémerélegeseit rendre tp és t 4. A tp-re vonatkozd
tlikrozés A-t C-be, a ta-ra vonatkozo tiikrozés pedig C-t B-be képezi, igy a két tiikkrozés ¢ =
= t4 ot kompoziciéja A-t B-be viszi. A meréleges szari szogek tétele szerint

tpta<<=~ (mod 180°), (3)

tehat a ¢ transzformécié a tp és t4 metszéspontja koriili 2y szogl forgatas. Egyetlen olyan
2+ sz6gl forgatds van, amely A-t B-be viszi és az az O kozépponti, tehdt O = tg Nty és
d(A,0) =d(tg(A),tg(0)) =d(C,0O), azaz C € k.

Masrészt, ha C' € k tetszOleges pont, akkor jelolje az OA, OC iranyitott egyenesek illetve
az OC, OB iranyitott egyenesek szogfelezojét tp illetve t4. E két tengelyre vonatkozo tiikrozés
¢ = taotp kompozicidja A-t B-be viszi. A ¢ transzformacié egy O-koriili forgatas és az O-koriili
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Megoldasok 6. Keriileti szogek I1.

2 sz0gl forgatds is B-be képezi A-t, igy ¢ csak ez a forgatas lehet. Kovetkezésképpen teljestil
a (3) osszefiiggés. A tp, ta szogfelezék egyben az AC, C'B szakaszok felezémerdlegesei is, illetve
A = C esetén (B = C esetén) tp (ta) az OA sugar (OB sugdr) egyenesével egyezik meg, igy
alkalmazhatjuk a a merdleges szaru szogek tételét, azaz fennéll a (1) reldcié is, ha A = C (illetve
B = C) esetén AC-n (ill. BC-n) a sugarra merdleges egyenest, az érintét értjik.

5.6. a) Az AB szakasz bels6 pontjainak halmaza.
b) Az AB egyenes AB szakaszon kiviil es6 két része, azaz két félegyenes.
c) Az AB szakasz Thalesz korének az A és B hatérolta egyik félkore.
d) Az AB szakasz y-hoz mod 180° tartozé latokorének egyik ive.

5.5.

1. megoldas. Az ABC haromszog BC oldalanak Fpo felezOpontjara titkrozzik A-t, az igy
kapott pontot jeloljitk A’-vel. Az A-nél fekvd szog és az A-bol induld silyonal ismeretében az
ABA’ haromszogben ismerjiik az AA’ = 2s, szakaszt, az hozzd tartozé 180° — « szogll 1atdkoriv
szerkeszthetO, a B cstcs ezen lesz.

Az A-bél indulé magassag talppontjat jeloljiikk T-vel. Az AT Fpc derékszogli haromszogben
ismerjik az AFpc = s, atfogdt és az AT = m, befogdt, tehat ez a haromszog szerkeszthett. Az
FpcT egyenes a latékorivbol kimetszi a B cstcsot, ennek Fpo-re vett tiikkorképe lesz C.

Nyilvan nincs megoldas, ha a sulyvonal hossza nagyobb a magassagnal. Egyenloség esetén
az egyenlészart haromszog konnyen szerkesztheté. Ha a magassig kisebb a stlyvonalnal, akkor
az AT Fpc haromszog az AA’ egyenes mindkét partjara szerkeszthetd, igy két, szimmetrikus(!)
megoldast kapunk.

2. megoldas. Az A-bdl induldé magassag talppontjat jeloljik T-vel, a BC oldal felezépontjat
Fpe-vel. Az AT Fpo derékszogli haromszogben ismerjiik az AFpo = s, atfogot és az AT = my,
befogét, tehat ez a haromszog szerkeszthetd.

Ismerjiik tehat a BC oldal és a hozzatartozé silyvonal bezart ¢ szogét, valamint az A-nal fekvo
szoget. EbboOl mar szerkeszthet6 egy, a keresett haromszoghoz hasonld: felvesziink egy tetszéleges
szakaszt, folé az adott « szogl latokorivet szerkesztiink, majd a szakasz felez6pontjabdl a §
szogben hajlé egyenes kimetszi a hasonlé haromszog harmadik csticsat. A kapott haromszoget
a magassagok aranyaban kinagyitva kapjuk a keresett hdromszoget.

Ha a megadott sulyvonal kisebb a magassagnal, nincs megoldas, kiilonben egy megoldas van.

5.1. A két négyszog megfelel§ szogei egyenlék, és az egyikben a szemkozti szogek 6sszege 180°.
5.2. Egy ellenpélda: ugyanabba a korbe irt téglalap és négyzet.

5.3. Az atléik egyenlok.

6. Keriileti szogek II.

6.1.

1. megoldas. a) Dolgozzunk irdnyitott szogekkel! Legyen Ky, Ko € k, Ly,Lo € [ két-két
megfelel§ pont, azaz A € K1L1, B € KolLo. Egyrészt

L1K1B<« = AK1B<x = AKyB< = LyK9B<« (mod 1800), (1)

ahol a két széls6 egyenldség (kongruencia) azért teljesiil, mert Ly, A és K7, illetve Lo, A és Ko
egy egyenesen van, mig a kozéps6 a kertileti szogek tétele a k korben. Masrészt ehhez hasonléan

BL1Ki< = BL1{A<d = BLyA< = BLy Ko<t (mod 1800). (2)
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Azt kaptuk, hogy az LK egyeneshez a K B, LB egyenesek dllandé szogben hajlanak, tehét a 3.6.
feladat a) részének eredménye szerint az LK B haromszog szogei allandé nagysaguiak.

b) Jeldlje a k illetve az [ kor A pontbeli érintdjét ey, illetve e;. Az érint6 szaru kertileti szogre
vonatkozé tételt a k korben a K A hirra alkalmazva kapjuk, hogy

KLey<x=KAer<x= KBBA< (mod 180°),
mig az [ kor LA hurjara
e KLg=¢ LB<=BALB< (mod 180°).

Mivel
KLeg<epe<<+ e KLa=KLKL<=0° (mod 180°),
igy
0°= KBBA<+ BALA< + e, ¢g< = KB LB< + e ;<< (mod 180°),
azaz

KBL<=e¢jep<t (mod 180°).

A K BL< irdnyitott szog tehat az [ kor és a k kor A-beli érintéinek irdanyitott szdgével egyezik
meg.

2. megoldéas. b) Vélasszuk K-nak a k koron B-vel atellenes pontot. Ilyenkor L az [ korén B-vel
atellenes pont (lasd az 5.2. feladatot). A korok B-beli érintéi a BL, BK &tmérokre meréleges
egyenesek, tehat a merdleges szaru szogekre vonatkozé tétel (77 feladat) szerint az [ és a k kor
B-beli érintSinek irdnyitott szoge az LBK < szoggel egyezik meg (mod 180°).

6.2.
1. megoldas. Az L4 Lp szakasz hossza allandé.

2. megoldas. a) A 6.1. feladat a) részének éllitdsa szerint az egyik metszésponton dtmend
szel6 a masik metszésponttal egymashoz hasonlé haromszogeket alkot. Egy ilyen haromszog
megszerkeszthet6 és felnagyithatd, hogy a szelonek megfeleld oldala megfelel6 hosszusdgu legyen.
Adott a két kor kozos ponjainak tavolsiga, igy meghatarozhaté (tipikusan két lehetéség), hogy
a szeldnek megfelelé oldalon hol van a korok kozos pontja. Ezutidn a szel6 mar egyszeriien
szerkesztheto be a korparba.

3. megoldas. a) Induljunk ki a kész 1. d4brabdl! Az Ok és Oy, kozéppontt k, | korok A met-
széspontjan at szerkesztett KL szel6 K € k, L € [ legyen a kivant a hossziisidgi. Az AK, AL
hiirok Fy, F, felezOpontjait 0sszekotd szakasz hossza §. Tekintsiik az O kozéppontbdl az Fr Ok
egyenesre bocsajtott meréleges T; talppontjat. A T Fy F;0; négyszog téglalap, hiszen a T}, Fy, Fy,
csticsaindl derékszog van. E téglalapnak ismert az § = Fj.F; = T)O; oldala és az F}T; egyenes
egy pontja, igy megszerkeszhtetjiik: Ez az egyenes ugyani az O; kozéppontd § sugari korhoz
hiizott érintd.

Ha § < 040, akkor Oy, kiviil van a szerkesztett kéron, két érintd, két megoldds is van. Ha a =
= 20,0, akkor csak egy érintd, és abbdl szarmazdan csak egy megoldas van, az O O; centralissal
parhuzamos szelé. A szel6darab hossza nem lehet 20;0;-nél nagyobb.

b) Fent megkaptuk, hogy a maximalis hossz 20;0;.

6.7. Lasd [19] 23. oldal.

6.1. A beirt kor I kézéppontjabol a BC oldal 90° + § szog alatt latszik, a hozzd {rhat6 kor
14 kozéppontjabdl pedig 90° — § sz0g alatt. E két sz0g Osszege 180°, tehat a BICT4 négyszog

valoban hiarnégyszog.
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6.2M3.1. abra.

6.14. A BI egyenes a B-bdl induld bels6 szogfelezd, a Bl4 egyenes pedig a kiilsé szogfelezd,
tehat merdlegesek egymasra. Ugyanezért a CI és a Cl, egyenesek is merdlegesek egymaésra.
Tehat az I14 szakasz mind B-bél, mind C-bdl derékszogben latszik. Ezért Thalész tételének
megforditasa szerint B is, C' is rajta van az 14 atmér6ji koron.

6.2. Legyen H, az A-t nem tartalmazo BC iv felez6pontja. Ezen {v egyenld hossztsagi B/H\A,
H AC részivei nem tartalmazzdk az A pontot, igy a BAH4/, HAAC / sz6gek ezen ivek keriileti
szOgei, tehat egyenlok egymaéssal. Az AH 4 egyenes tehat felezi a BAC szoget és a megfeleld BC
iv valasztasa miatt az BAC szog belsejében halad, igy AH 4 ezen szog szogfelezbje.

6.3. A 6.2. feladat szerint az A-t nem tartalmazé BC {v Hy felez6pontjan atmegy az A-nal fekvé
sz0g szogfelezbje. Masrészt a BC' oldal felezGmerdlegese a kor és egyben a BC szakasz szimmetria
tengelye, tehat szimmetriatengelye a kor BC' altal levagott iveinek is. Ezért a felezOmerdéleges is
atmegy az iv H 4 felez6pontjan.

6.4. Az adott cstucsok legyenek B és C', a beirt kor kézéppontja I, a koriilirt kéré O. Ha az
adatok gy vannak felvéve, hogy OB # OC, akkor ellentmondas van, nincs ilyen haromszog. A
tovabbiakban feltessziik, hogy OB = OC.

Tekintsiik az O kozépponti B-n athalad6 k kort, ez kell legyen a haromszog koriilirt kore.
Vilagos, hogy az ABC haromszog pontjai a k kérvonalon és annak belsejében helyezkednek el,
tehat az I pontnak k belsejében kell lennie. Ha nem igy voltak felvéve az adatok, akkor nincs
megfelel6 haromszog sem.

A 6.3. feladat szerint a k kor egyik BC ivének felezOpontja lesz az A-bdl induld belsé szogfelezd,
tehat az Al egyenes és a k kor A-tdl kiilonbozé metszéspontja. A k kor és a B, C pontok
ismeretében H 4 felvehetd (kétféleképpen), a H4I egyenes megszerkeszthet6 és ennek k-val vett
mésik metszéspontja lehet csak A.

A szerkesztés tehat kész, de vajon megfelelé-e az igy kapott ABC haromszog. A szerkesztés
biztositja, hogy k a koriilirt kor, O annak kézéppontja legyen, de I biztosan a beirt kor kozép-
pontja lesz? Ez nem mindig lesz igy, a fenti gondolatmenetben csak azt hasznaltuk fel, hogy I
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rajta van a belsd szogfelezén (és nincs k-n). Az I pont elhelyezkedésére a k kor és a B, C' pontok
mar egy komoly feltételt adnak, ezt latni fogjuk a 6.5-6.7. feladatokban.

6.5.

1. megoldas. Hidnyos megoldds

A BICI4 koré irhaté kor kozéppontja egyrészt rajta van BC' felezOGmerdlegesén, mésrészt
e kor atméréjén, I14-n is (lasd a ?7?.). De az I14 egyenes az A-bdl induld belss szogfelezd
egyenese, tehat a BICT, koré irhatd kor az A-bdl induld belsd szogfelezd egyenesének és BC
felezémerdlegesének a metszéspontja, azaz az ABC haromszog koré irt kor A-t nem tartalmazé
BC ivének a felezGpontja.

Ez a megoldas nem j6 abban az esetben, ha az A-bdl indul6 szogfelez6 és BC felez6merdlegese
egybeesik, azaz ha a hiromszog egyenld szarti: AB = AC.

2. megoldas. Megmutatjuk, hogy a kor kozéppontja az A-hoz tartozd belso szogfelezd és a
héromszog kortlirt korének A-tol kiillonbozd H 4 metszéspontja. Ehhez azt kell igazolnunk, hogy

a) BHy = CHy, b) BHy = [Hj,, b) BHy = IoHg.

a) Lasd a 6.3. feladatot!

b) Azt mutatjuk meg, hogy az I H 4B hiaromszog egyenlé szara: IHy = HyB. Ehhez elég azt
igazolnunk, hogy HoIB/ = HxBI/.

Az I pont a szogfelezOk metszéspontja, tehat CAI/ = IABZ = 5§, CBI/ = IBAZ = g
A koriilirt kor HoC' ivéhez tartozd kertileti szogek egyenlék (lasd az 1. abrat): HqBC/Z =
= HAACZ = 5. A HyIBZ az AIB haromszog I csticsndl 1év6 kiilsé szoge, ez tehdt a masik két
csticsnal fekvd belsd szog Osszege: Hal B/ = 5 + g Masrészt HaBl/ = HyBC/ 4+ CBI/ =
=2 4 B tehat TH4 = HaB, ahogy éllitottuk.

6.5M2.1. abra.

c) Ehhez hasonl6an mutathaté meg, hogy a H 4 BI 4 haromszogben HoBIs/ = H Iz B, tehét
ez a hadromszog is egyenlo szari: HaB = [4B.
3. megoldas. Tudjuk, hogy 14 a BC folétti 90° — § szogili 1atokoriven van. Az ehhez tartozé
kozépponti szog 180° — a. Tehat a BI4C koré irhaté kor kézéppontja a BC felezOmerdlegesének
az a pontja, amelyb&él BC' éppen 180° — « (irdnyitott) szog alatt latszik. Ez a pont rajta van az
ABC haromszog koré irt korén, éspedig az A-t nem tartalmazé BC koriv felezépontja. Ettél a
ponttdl tehat egyenld tavol van B, C' és 4, s mivel BICT, hturnégyszog, ezért O is.
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6.6. Ha a AB a trapéz egyik alapja, akkor AB felezOmerélegese szimmetriatengely, rajta van
az 4tlok metszéspontja is. Nem nehéz megmutatni, hogy a felezOmeroleges korén beliili részén
az AB egyenessel valé metszésponton kiviil barmelyik pont lehet az atlék metszéspontja.

Ha AB a trapéz szara és M az AC, BD &tlok metszéspontja, akkor a szimmetrikus trapézban
ACBZ = DBC/Z és BMAZ a BMC' haromszog kiilsé szoge, igy BMAZ = 2BCAZ. Mivel
BCA/ az AB hur keriileti szoge az adott korben, igy egyuttal BOA/ = 2BCA/ = BMA/
tehdt M az ABO héiromszog koriilirt korének az adott kérén belili ivén fut. Nem létezne a
koriilirt kor, ha O az AB egyenesen lenen, azaz ha AB a kor atmér6je lenne. Ebben az esetben
azonban trapézt sem tudunk rajzolni, az 4tmér6é nem lehet szar.

Ha M az ABO haromszog koriilirt korének az adott kor belsejébe es6é pontja, akkor az AM,
BM egyenesek még egy-egy C', D pontban metszik a kort és a szogek segitségével megmutathato,
hogy ABC' D hurtrapéz.

6.7. Tekintsiik a k kor BC hur altal levagott h, g iveinek H 4 illetve G 4 felezOpontjait és a H»
illetve G'4 kézépponti B-n dtmend koérck k belsejébe es6 iy, i4 {veit. E két korlv ¢ = iy U i,
egyesitése lesz a keresett mértani hely.

A 6.4-6.5. feladatok megoldasabdl kideriil, hogy az I pont csak az el6bb megadott ¢ halmazban
lehet. Most azt mutatjuk meg, hogy ¢ minden pontjiban lehet az I pont.

Legyen pl a H 4 kézéppontu i, koriv egy pontja Iy és tekintsiik az e = Haly egyenest. Ez az
egyenes nem érinti k-t, mert a k kor vonaldnak egy pontjat (H4) kotottiik osze a k egy bels6
pontjaval (Ip). Az egyenes tehat H4-n kiviil még egyszer metszi k-t, legyen ez a metszéspont
A. Az A pont a k kor g ivén van, nem a h iven. Valéban, ha a h iv két pontjat kotjik ssze
szakasszal, akkor a BC szakasz és a h iv hatarolta konvex alakzatban maradunk, az ij ivet nem
metszik, mig AH 4 elmetszi ip-t (Ip-ban).

A g és h iv egy-egy pontjat Osszekoté szakasz elmetszi a BC' egyenest, mert a BC altal
meghatdrozott egyik félsikban van az egyik a mdsikban a maésik. A k korlap konvex, igy két
pontjat Osszekotd szakasza a k kor belsejében van, tehat a BC' szakaszt is csak annak belsejében
metszheti. Azt kaptuk, hogy az AH 4 szakasz metszi a BC szakaszt, tehat belsd szogfelezé.

Az ABC haromszog beirt korének I kozéppontja illeszkedik az AH 4 szogfelezére és az iy
korivre is (lasd a 6.4-6.5. feladatokat), de ezeknek csak egy metszépontja van, Iy, azaz I = Ij.
Megmutattuk, hogy i a kereett mértani hely.

6.8.

1. megoldas. Azt kell belatnunk, hogy HaNa/HaB = HaB/HAA. Ha tekintjiik a H4NsB
és H 2B A hiaromszoget, ezeknek H 4-nél fekvd szoge megegyezik, tehét elég azt beldtnunk, hogy
még egy megfelel6 sz0g megegyezik a két haromszogben. NaBH 4/ = C'BH o/ sz6g megegyezik
az ugyanezen a C'H 4 iven nyugvé CAH 5/ szbggel, ami viszont megegyezik a HyAB/ szoggel,
mert H4A szogfelezd.

Ezzel belattuk, hogy a két haromszog hasonlé, tehat a két ardny valéban megegyezik.

2. megoldas. Ha belatjuk, hogy az ABN 4 hiromszog koré irt kort a H 4 B egyenes érinti, akkor
a szel6-tétel érintés alakja(ldsd a 11.4. feladatot) szerint kész vagyunk. Az érintéshez viszont elég
belatni, hogy a BAN 4/ keriileti szog megegyezik a H BN 4/ érinté szoggel. Ez viszont kénnyen
igazolhat6, hiszen mindkét szog egyenl6 az N AC /L szoggel. El6bbi azért, mert H4N A felezi a
BAC/ szbget, utdbbi azért, mert az eredeti haromszog koré irt korének H4C koriven nyugvo
keriileti szogek egyenlSk.

6.9. Jeldlje I meréleges vetiiletén AB-n J, mig H 4 merdleges vetiiletét BC-n Fa. Az 1J szakasz
hossza a beirt kor r sugara, mig F4 a BC szakasz felezépontja (14sd a 6.3. feladatot).
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a) Az AJI, BFsH, egyméshoz hasonlé haromszogek, hiszen derékszogliek és A-nél illetve
B-nél fekvo szogiik is egyenld (§-vel). Ezért

JA_FAB s—a

azaz =

a
= = 2
TA ~ HuB’ Pa dy’

b+c—a

amibél Z—“ =
a a

6.9M.1. abra.

b) A HuF,4 egyenes a BC hur felezémerSlegese, tehat folytathaté a GaHa dtmérévé. A
H 4G AB haromszog Thalesz tétele szerint B-nél derékszogli, mig HaGaBZ = HaABZ = §,
mert ezek a szogek a HaB {v keriileti szogei. Igy tehat a G4 BH 4 hiromszog is hasonlé az AJT
haromszoghoz:

IJ  BHj r dg

azaz —_— = —

IA ~ GaHy4 Pa 2R’

azaz dgap, = 2Rr.
c) Az ICI14 haromszog szogei kénnyen szdmolhatok, kideriil, hogy hasonlé az IJB hiarom-
szoghoz, azaz

e 1J De T
— = azaz =—
II4, 1IB 2d, Py’

ahol felhasznaltuk, hogy H, az I, szakasz felezbpontja (lasd a 6.5. feladatot). Atszorzassal
kapjuk a kérdezett py - p. = 27 - d, Osszefliggést.

6.10. A 6.8. feladat szerint H4M - HqyA = H4B?. El6bbi két szakasz ismeretében tehat H 4B
szakasz hossza szerkeszthetd. Mésrészt 6.5. feladat megolddsdban azt kaptuk, hogy HaB =
= Hal, ahol I az ABC haromszogbe irt kor kézéppontja. Tehat az I pont is szerkeszthetd
az AH 4 egyenesen. (Megjegyezziik, hogy a BC-hez hozzairt kor I4 kozéppontja is ugyanigy
szerkeszthet6 volna, de erre nem lesz szitkségiink.) Ha N4 az AH 4 szakasz belsé pontja, akkor
a megszerkesztett I pont az AN 4 szakasz belsd pontja lesz. Mas esetben nincs megoldas.
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Ezutdn méar megszerkeszthetjiikk az ABC haromszog beirt korét, hiszen ismerjiik kozéppontjat
és sugarat. N4-bol érintét szerkesztiink ehhez a korhoz (ha Ny a kor belsejében van, akkor a
sugar tul nagy, nem létezik az adatoknak megfelel6 hiromszog), az érinté és a H 4 kozépponti
H 4B sugaru kor két metszéspontja lesz B és C.

Ennek a szerkesztésnek az a hatuliitéje, hogy elég nehéz bebizonyitani, hogy a kapott hdrom-
szognek valéban a megrajzolt I kézépponta kor a beirt kore, és azt se konnyti beldtni, hogy AN 4
valoban a bels6 szogfelezd. Ezért érdemes véltoztatni az utolsd 1épésen. Miutan megszerkesztet-
titk az I kozépponti, adott sugart kort, érint6t hiizunk hozza N4-bdl (csak egyet) és meghuizzuk
hozza mindkét érintét A-bol. Ezek az érinték metszik ki a B és C' csticsot.

Ennél a szerkesztésnél is van nehézség. El6szor is: melyik érint6t htzzuk meg N a-n keresztiil ?
Konnyen lathatd, hogy ez nem lényeges, két, AH 4-ra szimmetrikus megoldast kapunk annak
megfelel6en, hogy melyiket hiizzuk meg.

Most abban biztosak lehetiink, hogy az I kézepii kor valéban az ABC haromszog beirt kore. De
vajon AN 4 valoban az A cstucsbdl induld belsd szogfelezdje-e? Ez abbdl kdvetkezik, hogy dtmegy
a beirt kor kézéppontjan. De vajon H 4 rajta van-e a koré irt koron ? Tudjuk, hogy HANs-H4 A =
= H4I?, tudjuk azt is, hogy a szogfelezd és a koréirt kor metszéspontjara ugyanez teljesiil. De
nyilvanvalé, hogy az AN 4 félegyenesnek csak egyetlen pontjara teljestil ez az egyenléség. Legyen
ugyanis * = HqgNa, h = Nal és f = NaA. Annak kell teljesiilnie, hogy z(z + f) = (z + h)?, és
ez z-re els6fokn egyenlet, amelynek egyetlen megoldasa van. Vagyis H 4 valéban a koréirt kor és
a szogfelez6 metszéspontja.

Ezzel a szerkesztés helyességének az igazolasat (is) befejeztiik.

6.11. Legyen az ABC haromszog vizsgalt csicsa A, a magassagvonal AT, a silyvonal AFy, a
koriilirt kor kozéppontja O, a szogfelezd AH 4, ahol H4 a koriilirt kor A-t nem tartalmazé BC
ivének felezOpontja. A haromszog B-nél és C-nél fekv6 szoge koziil legalabb az egyik hegyesszog,
legyen pl B-nél hegyesszog.

a) BAT / = 90° — TABAZ = 90° — 3, mig a keriileti és kozépponti szogek tétele szerint
COA/Z =2CBA/ =23 és az AOC haromszog egyenl§ szaru, tehat C AO/ = 90° — 3. Mivel B-
nél hegyesszog van, igy a magassagot gy kapjuk, hogy ha az AB oldalt a haromszog belseje felé
forgatjuk és AC-t is a haromszog belseje felé kell forgatni, hogy AO-t kapjuk. A két forgési szog
is egyenld, igy a BAC szog szogfelezbje egyben a T4 AO szog szogfelezbje is, tehat a magassag
és a sugar kozé esik.

b) Az ATy H,F 4 négyszog trapéz (lasd a 6.3. feladatot), igy konvex. Az AH 4 atl6 az AT,
AF4 oldalak kozé esik, tehat s szogfelez6 a silyvonal és a magassag kozé.

c) Tekintstik az AOH 4 hiaromszoget! Ha az ABC haromszogben A-nal hegyesszog van, akkor
F4 az OH 4 szakaszon van, ha BAC Z = 90°, akkor F4 = O, mig ha A-ndl tompaszog van, akkor
O esik az FyH 4 szakaszra. Igy a vizsgalt szakaszok sorrendje attdl fiigg, hogy A-nal milyen szog
van, pontosan akkor esik a siulyvonal a szogfelez6 és a koriilirt kor kézéppontjahoz huzott sugar
kozé, ha BAC/Z < 90°.

6.16. Az a oldal és a szemkozti szog ismeretében megszerkeszthetjiik a BC hur f6lotti « szogi
latokorivet, s igy a haromszog koré irt korét is. Legyen Hy az A-t nem tartalmazé BC' koriv
felez6pontja. Ezt a pontot is meg tudjuk szerkeszteni. Legyen tovabbd N4 az A-bdl indulé (belsd)
szogfelez6 és a BC' oldal metszéspontja. Nyilvan elég ezt az N4 pontot megszerkeszteni, hiszen
ennek ismeretében a H4 N4 egyenesnek a korrel valé masodik metszéspontja adja az A cstcsot.
Elég tehat az Ho N = = szakasz hosszat megszerkeszteniink.

A 6.8. feladat szerint HyN4 - HaA = H B2, Itt a HB szakasz hosszat ismerjiik, a bal oldal
pedig z(x + f) alakba irhaté, ahol f = N4 A jeloli az A-bél induld belso szogfelezd hosszat. gy
z-re egy 1 féegytitthatéji masodfoki egyenletet kapunk, aminek konstanst tagja negativ, tehat
pontosan egy pozitiv megolddsa van: \/f2/4 + d? — f/2, ahol d = HB. Ez Pitagorasz tétellel
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szerkeszthetd. Az is biztos, hogy ez a szakaszhossz kisebb d-nél, tehat a H 4 korili z sugara kor
a BC oldalt egy bels6 N4 pontjaban fogja metszeni.

A szerkesztés mindig jé haromszoget ad, ez abbdl kovetkezik, hogy a kapott hdromszoghen
d?> = HaN4 - HjA. vagyis a H4BNy és HyAB haromszogek hasonlék, tehdt HyBNa/ =
= BAH 4/, utébbi viszont egyenl6 a szintén a HAC' koriven nyugvdé HaAC/Z szbggel. Tehat
BAH / = HAACZ, azaz AH 4 valéban a hiromszog szogfelezbje.

6.1. Az AC szakasz keriileti szoge (1asd az 1. abrat) - ABCZ = a — és érint6 szart keriileti szoge
— ACP/ = a — egyenl6 egymassal. Ha CH az AC B/ szogfelezbje, akkor ACH/ = CHB/ =+
és a AHC/Z a CH B héiromszog kiils6 szoge, tehat AHCZ = B+ .

6.1M.1. abra.

A PHC haromszogben PHC/ = PCH/ = o+ tehét ez a haromszog egyenld szaru: PC =
= PH. Q.E.D.

6.3. A beirt kor érinti a harom oldalt, tehat az érinté szaru keriileti szdgek tétele szerint példaul
az YZ X/ egyenl6 az CY X/ szoggel. Tudjuk, hogy CY = CX, tehat ez a szog 90° — /2.
Ugyanigy a masik két szog 90° — «/2 és 90° — /2.

6.4. Fenndll az 427 = BD Gsszefiigeés, amib6l BB = 9. A részletes indoklés a Komal[?] 2005.

évi 9. szamanak 543. oldaldn, a B. 3827. feladat megolddsaban olvashatd.)
6.5.

1. megoldas. A Thalesz tétel szerint az APD derékszogli hdromszoghen FapD = FapA =
= FapP, a tiikkrozés miatt FypP = FapP’, igy a Thalesz tétel megforditdsa szerint AP'D is
derékszogii haromszog. Ehhez hasonléan a BP'C hdromszog is derékszogl és FpoB = FpcC =
= FgcP = FgcoP'. (Lasd az 1. abrat!)

A DFspP', CFpc P’ egyenld szart haromszogek DP’, C' P’ alapjainak felez6merdlegese messe
egymést az I pontban, mig az AFApP’, BFpc P’ egyenl6 szart hdromszogek AP, BP' alapjai
felez6merd&legesének metszéspontja legyen J. A szerkesztés révén I a C'DP’ hiromszog koriilirt
korének kozéppontja, mig J az ABP’ haromszogé. Igazoljuk még, hogy az I, P’, J pontok egy
egyenesen vannak, ami egyben a feladat megoldasat is jelenti.

Tekintsiik az FaplFpc, AP'B haromszogeket. Ez a két haromszog kozéppontosan hason-
16 helyzetii. Valéban, FapFpc || AB, mert a trapéz kozépvonala parhuzamos az alapokkal,
mig Fxpl az AP’ D hiromszog egyik kozépvonaldnak egyenes, igy parhuzamos AP’-vel és Fpol
hasonlé okbdl parhuzamos BP’-vel. A hasonlésigi kozéppont a trapéz AD, BC szarai meghossz-
abbitdsanak @) metszéspontja, tehat @, I és P’ egy egyenesen vannak. Hasonléan igazolhatd,
hogy @, J és P’ is egy egyenesen vannak, amivel a feladat megoldésat befejeztiik.
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J

6.5M1.1. 4bra.

2. megoldas. Azt kell beldtni, hogy a két koriilirt kornek P’-ben kozos érintéje van.

A P'DC korben tekintsiik a P’ DC< keriileti szoget, a BAP' korben pedig a BAP'< keriileti
szoget. Ezekhez sajat koreikben tartozik egy P’ mellett fekvd érintd szaru keriileti szog, a P’ DC
kor P’-beli érintéjének P'C-vel bezart szoge illetve a BAP' kor P’-beli érintjének BP’-vel
bezért szoge. A két érinté pontosan akkor egyezik meg egymadssal, ha a két érinté szara kertileti
szog épp kiadja a BP'C/ szoget, azaz ha

BP'C«a = BAP'<+ P'DC«. (1)
Ezt aldbb igazoljuk a konkrét esetre. Mivel BA||DC, igy BAD<+ ADC< = 180°, amib6l
BAP'<+ P'DC<« = 180° — P"AD< — ADP'«. (2)
Masrészt a DP’ A haromszogben
DP'Aq=180° — PPAD< — ADP'«, (3)
amit a (2) reldcidval osszevetve kapjuk, hogy
BAP'<+ P'DC< = DP'Aq (4)

P rajta van AD és BC Thalész-korén, igy FpoP = FgoP' és FpaP = Fps P’ miatt P’ is rajta
van ezeken a korokon, DP'A/ és BP'C/ is derékszog. Ez —(4) és (1) Osszevetésével — igazolja,
hogy a két kor érinti egymaést. Q.E.D.

6.2. a) Ha M az ABC héromszog magassagpontja és Mo az AB oldalra vonatkozé tiikorképe,
akkor (ldsd az 1. abrét) a meréleges szaru szogek tétele szerint

AM BM<=CACB< (mod 180°) (1)
a tiikrozés miatt pedig

AM BM< = —AM¢ BMo< = BMc AMe<t (mod 180°). (2)
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Mc

6.2M.1. abra.

A (1), (2) relaciok osszevetésébdl latjuk, hogy az AB szakasz egyenld szogben latszik C-bél
és Mc-bél, tehat a A, B, C, M¢ pontok egy kéron vannak. Hasonléan igazolhatd, hogy Mp és
M 4 is illeszkedik az ABC haromszog koriilirt korére.

b) Amikor az AB oldal felezépontjara tikroziink, akkor az A, B pontok kicserélédnek, mig
M egy M/, pontba képzédik. A kézéppontos titkrozés megtartja az irdnyitott szoget, tehét
AM BM < = BM}; AM{<t (mod 180°), (3)
igy a (1) osszefiiggés figyelembevételével
CBCSA< = BM{ AM{< (mod 180°), (4)

tehdt az AB szakasz egyenld szogben latszik C-bél és M(-b6Sl. Innen az a) részhez hasonléan
fejezheto be a bizonyitas.

6.5. Jelolje a haromszog magassagpontjat M, egy azt tartalmazé tetszéleges egyenest m, tiikorképeiket
az AC, BC, BA oldalakra rendre Mp, M, M¢ illetve mp, ma, mc, magukat a tikrozéseket
tg, ta, to (lasd az 1. abrat).

Mivel

tB(CMB):CM, tA(CM):CMA, igy tA(tB(CMB)):CMA,
és mivel
tg(mp) =m, ta(m) =ma, igy ta(teg(mp)) = ma.

A t 4 otp transzformécio egy forgatds, igy minden egyenes ugyanakkora szoggel fordul:
CMpCMa<=mpma<,

azaz az mpNm4 = Do metszéspont az M4 Mp szakasznak ugyanazon a latokorén van, mint a C
pont, tehat az ABC haromszog koriilirt korén. A Do pont tehdt az my egyenesnek (és egytuttal
az mp egyenesnek) az ABC haromszog koriilirt kérével valé metszéspontja; az a metszéspont,
amelyik M4-t6l (illetve Mp-tél) kiilonbozik, illetve csak akkor egyezik meg M g-val (Mp-vel),
ha m4 (ill. mp) a kortilirt kor M 4-beli (Mp-beli) érintéje. A D¢ pontot tehdt mér maga m 4 és
a koriilirt kor egyértelmiien meghatarozza, az m 4, mo egyenesek Dp metszéspontja ugyanez a
pont lesz, azaz az m, mp, mc egyenesek itt metszik egymast.

151



Megoldasok 6. Keriileti szogek I1.

6.5M.1. abra.

6.6. Ha M az ABC haromszog magassdgpontja, mig P a koriilirt kor tetszoleges pontja és My
az M tiikkorképe a BC' egyenesre, akkor legyen m az MaP egyenes (illetve M4 = P esetén
a kortilirt kor P-beli érintdjének) BC-re vonatkozé titkorképe. Az elézé tétel szerint m-nek a
haromszog oldalaira vonatkozé tiikorképei P-ben metszik egymast, igy P-nek az oldalegyenesekre
vonatkozo tiikorképei m-en vannak.

6.8. A QQ = M elfajult esetben k = k4 = kg = k¢ és a koriilirt kor tetszéleges P pontjara igaz
a fenti allitas, a kapott egyenes a P Simpson egyenese.

Q # M esetén tekintsiik az m = QM egyenest, jelolje az AC-re vonatkozé tiikrozést tp, az
BC-re vonatkozét t4, tehat Qa4 = ta(Q), @p = tp(Q) és legyen mp = tg(m), ma = ta(m).
Mivel @Q € m, igy Qp € mp és Q4 € my, kordbban pedig lattuk, hogy P € my4, P € mp (lasd
az 1. 4brat).

6.8M.1. abra.
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tp(PQp) =tp(mp) =m, ta(m) =ma = PQa, igy ta(ts(PQB)) = PQa,

és mivel

ts(CQp) = CQ, ta(CQ) = CQa, igy ta(tp(CQB)) = CQa.

A t 4 otp transzformécio egy forgatds, igy minden egyenes ugyanakkora szoggel fordul:

PQpPRA<=CQpCRAS,

tehat C és P a Q AQ) p szakasz egy latokorén van, azaz P illeszkedik ko-re. Hasonléan igazolhatd,
hogy P illeszkedik a k4, kp korokre is.

6.1. Adott tehat az ABC haromszog AB oldaldnak hossza, a vele szemben fekvo ~ szog és a
maésik két oldal Osszege. ,,Egyenesitsiik” ki ezt az utébbi adatot, azaz tekintsiik az AC félegye-
nesnek azt a B’ pontjat, amelyre AB’ = AC + CB. Ez azt is jelenti, hogy BC' = B'C, tehat a
BC B’ hdromszog egyenldszari és a BB’ alapjan fekvd szogek /2 nagysigiak. Vagyis AB'B =
= ~/2. Ez viszont azt jelenti, hogy a B’ pont rajta van az AB feletti v/2 szogli 1atokoriven. Ha
e latékorivnek és az A kézépponti, AC + C'B — megadott hosszisdgu — sugédrral hiizott kérnek
van kozos pontja, akkor az lesz B’. Ezutdn meghtizzuk a BB’ szakasz felezOmerdlegesét. Ha ez
metszi az AB’ szakaszt, akkor a metszéspont lesz a C' pont.

Ha a C pont létrejon, akkor a szerkesztés jo, hiszen B'C' = BC és igy AC + CB = AB/,
ami éppen a megadott hosszisag. Masrészt az ABC haromszog C-nél levd szoge a /2 szogil
egyenlészart BB'C haromszog kiilsd szoge, tehdt éppen v-val egyenld.

A szerkesztés diszkusszidja: B’ a kor és a koriv metszéspontja, konnyen lathato, hogy vagy
egy metszészpont van, vagy egy sem. Utdbbi esetben nincs az adatoknak megfeleld haromszog.
(Kvantitativen trigonometridval szamithaté ki, hogy ez az eset mikor fordul el6.) A C pont akkor
jon létre, ha AB’ > AB, vagyis ha a + b > ¢, azaz ha c-re teljesiil a hdromszogegyenlStlenség.
Ellenkez6 esetben nincs az adatoknak megfelel6 haromszog.

Tehat a feladatnak vagy 1 vagy 0 haromszog a megoldasa.

6.2. Nyilvdn a kor AB-tél legtdvolabbi pontja lesz a megfelelé C' cstcs. Ha AB atmérd, akkor
mindkét AB felez6pontja j6, ha AB nem atmérd, akkor a nagyobbik AB felez6pontja a megfeleld
C.

6.3. A feladat atfogalmazhaté tgy, hogy keressiik azt a C' pontot a kor keriiletén, amelyre az
AC + BC téavolsagosszeg a lehetd legnagyobb.

Megszokhattuk mar — 1. példéul a 6.1. szerkesztési feladat megoldasat —, hogy ilyenkor érdemes
Lkiegyenesiteni” ezt a tdvolsdgosszeget. Vagyis tekintsiik azt a B’ pontot az AC félegyenesen,
amelyre AB’ = AC + BC, vagy masképp: CB’ = CB. A BCC’ hiromszog egyenl6szart és
szarszoge (C-nél fekvé szoge) 180 — v, tehat CB'B = 7/2. Ez azt jelenti, hogy a B’ csics az
AB feletti v/2 szogli 1atékoriven fut végig, ha C' a v szogli 1latokoriven, azaz a megadott kor
megfeleld AB kérivén fut végig.

Az AB' szakasz ennek a /2 szogll korivnek hurja. Nyilvan akkor a legnagyobb, ha e koriv
atmérdje, azaz ha atmegy a koriv O koézéppontjan. De a kozépponti és keriileti szogek tétele
szerint AOB = v, igy O rajta van az eredeti K koron. Kozelebbrol: O az AB koriv felezépontja,
hiszen AO = OB. Az AB’ szakasz, s igy az ABC haromszog tehat akkor lesz maximadlis kertilett,
ha C' = O az AB kériv felezGpontja.
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6.4. Nyilvan a szabdlyos haromszog teriilete a legnagyobb. Legyen ugyanis ABC hiromszog a
korbe irt haromszog. Ha nem mind a harom csicsa van a kor keriiletén, akkor a hdromszog egy
bels6 pontjat 6sszekotve a csticsokkal a félegyenesek és a kor metszéspontjait valasztva csiicsnak
nagyobb teriiletii haromszoget kapunk.

Ha az ABC haromszog koré irt kore az adott kor és példaul AC # BC, akkor a 6.2. feladat
megoldasa szerint nagyobb teriiletli haromszoget kapunk, ha a C csticsot a megfeleld AB iv
felezGpontjaba toljuk.

6.5. Nyilvan a szabalyos haromszog keriilete a legnagyobb. Legyen ugyanis ABC' héromszog a
korbe irt haromszog. Ha nem mind a harom csicsa van a kor keriiletén, akkor a hdromszog egy
bels6 pontjat 6sszekotve a csticsokkal a félegyenesek és a kor metszéspontjait valasztva csiicsnak
nagyobb keriiletli hdromszoget kapunk (1. a 9.1. feladatot).

Ha az ABC haromszog koré irt kore az adott kor és példaul AC' # BC, akkor a 6.3. feladat
megoldasa szerint nagyobb keriiletli haromszoget kapunk, ha a C' csicsot a megfelel6 AB iv
felezOpontjaba toljuk.

6.6. A megoldas csak annyit bizonyit, hogy a a 6.2. feladat megoldasaban adott médszerrel min-
den, a szabdlyos haromszogtol kiilonb6zé haromszoghol tudunk nagyobb tertiletiit szerkeszteni.
De ez még nem arul el semmit arrél, hogy esetleg mas maddszerrel a szabalyos haromszognél is
nem tudunk-e nagyobb teriilet{it szerkeszteni. Ez nem kizart! Eléfordulhat ugyanis, hogy nincs
legnagyobb teriiletli a kérbe irhatd haromszogek koziil!

A megolddasunk gondolatmenetének hidnyossdgat taldléan mutatja a kovetkezd példa. Elso
lépésként allitjuk, hogy ha n egynél nagyobb egész szdm, akkor négyzetre emeléssel nagyobb
egész szamot kapunk. Ez felel meg a 6.2. feladat megoldasanak, ahol lényegében azt lattuk
be, hogy ha a korbe irt haromszég nem szabalyos haromszog, akkor két nem egyenl6 oldalat
egyenlévé téve nagyobb teriiletiit kapunk. Ezutan a 6.4. feladat megoldasaban kijelentettiik,
hogy tehat a szabalyos haromszog teriilete a legnagyobb. Ugyanigy az egész szamok esetében
arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy tehat az egy a legnagyobb pozitiv egész szam.

Ha azonban tudnank, hogy wvan legnagyobb teriiletii a koérbe irt haromszogek koziil, akkor
maér jé volna a 6.4. feladat megolddsa. Azt azonban korantsem olyan egyszerii bizonyitani, hogy
valoban létezik legnagyobb teriiletii a korbe irt haromszogek koézott. Ezért mas utat fogunk
valasztani a 6.4. feladat teljes megolddsédhoz. (L. a 6.8. feladat megold4sat.)

Természetesen pontosan ugyanez elmondhaté a kertilet esetén is.

6.7. Az 1. 1épést csak egyszer kell megtenniink. A 3. 1épést kell tehat vizsgalnunk. Ha C-nél v
sz0g van, akkor e 1épés végrehajtasa utdn a C-nél levo szog nem fog valtozni, a masik két szog
viszont 90 — 7/2-re médosul. Ha tehat + fokokban mérve irracionalis merészamu, akkor e 1épés
utan minden szogének irracionalis lesz a fokokban mért mérészama, igy a tovabbi 1épésekben is
minden sz6gének mérdszama irracionalis lesz. Vagyis a szabalyos haromszoghoz sosem ériink el.
Marpedig ha a haromszog nem szabdlyos, akkor az eljaras folytathato.

Azt kaptuk tehét, hogy ha a C-nél levs szog mérdszama fokban irraciondlis, akkor az eljarasunk
nem ér véget véges sok 1épésben. Természetesen igy véges sok 1épésben nem is jutunk el a
szabélyos haromszoghoz.

6.8. Csak a 3. 1épést kell végrehajtanunk. Ha a C-nél fekvo v szoget 60+ 9 alakban irjuk (6 lehet
negativ is), akkor a 3. 1épés utan a masik két szog 60 — §/2 lesz. A kovetkezd alkalommal tehat
erre kell végrehajtanunk a 3. lépést. Ez azt jelenti, hogy a szarszognek a 60°-tél vald eltérése
minden lépésben pontosan felezédik. Vagyis ha kezdetben nem volt nulla, akkor sosem valik
nullava.

Azt kaptuk, hogy ha a haromszog egyik szoge 60°-0s, akkor egy 1épés utan a szabédlyos harom-
szoget kapjuk, viszont egyetlen mds esetben sem ér véget az eljards véges sok 1épésben.
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6.9. Ha az ABC nem-szabalyos haromszoghdl sikeriil egy olyan haromszoget eldallitanunk,
amelynek egyik szoge 60°¢és a teriilete nagyobb, akkor a kévetkezd 1épésben kész vagyunk, hiszen
a kovetkez6 1épésben egy 60°-0s egyenlOszart haromszoghoz, tehat a szabalyos haromszoghoz
jutunk a teriilet novelésével. Nyilvan feltehetjiik, hogy az ABC' haromszog egyik szoge sem
60°-0s, hiszen ebben az esetben a 6.7. feladat eljardsa egy lépésben a szabdlyos haromszoget
adja.

Tegyiik fel tehdt, hogy az ABC haromszdgben nincs 60°-os szog és tilkkrozzik tehdt a C
csucsot az AB szakasz felez6merdlegesére és legyen a tiikorkép C. Ez is rajta van a koron. Ha a
C csticsot a CC’ fven mozgatjuk, akkor az ABC haromszog teriilete né. Ha tehat ezen az iven
van olyan X pont, amelyre példaul az ABX szdg 60°-0s, akkor kész vagyunk. Ehhez arra van
sziikség, hogy az ABC' szog kisebb legyen 60°-ndl és au ABC’ szog nagyobb legyen 60°-nal. A
tiikkrozés miatt az ABC’ szog egyenlé a BAC szoggel. Tehét a feltétel tigy szdl, hogy az ABC
haromszog A-nal fekv6 szbge kisebb, a B-nél fekvo pedig nagyobb legyen 60°-nal.

Ha tehdt C-t gy valasztjuk, hogy A-nal legyen a hdromszog legkisebb, B-nél a legnagyobb
szoge, akkor biztosan van megfelel6 X pont a C'C’ kériven. Tehat van olyan ABX haromszog,
amelynek teriilete nagyobb ABC haromszog teriileténél és amelynek egyik szége 60°-0s. Ebbol
pedig a 6.7. feladat eljarasaval mar egy lépésben a szabdlyos haromszoghoz jutunk.

6.10. A 6.9. feladat megolddsanak eljarasa most is alkalmazhaté. Annyit kell beldtnunk, hogy
az ott szereplé C'C’ iven fekvé X pontokra igaz, hogy az ABX haromszognek nemcsak a teriilete,
hanem a keriilete is nagyobb az ABC hdromszogénél. -

Jeloljik F-fel az (AB-t nem tartalmazd) CC’ {v felezépontjit. Minthogy a C'C’ {v szim-
metrikus az AB szakasz felezémeroOlegesére, elég azt belatnunk, hogy a CF iv tetezéleges X
pontjara igaz az allitasunk.

Szerkessziik meg aCF fv minden X pontjéhoz az AX félegyenesnek azt az X’ pontjat, amelyre
AX' = AX +XB. A 77 feladatban lattuk, hogy ezek az X’ pontok egy olyan korivet hatdroznak
meg, amelynek kozéppontja éppen az F pont. Tehat ha az X pontot a C-tdl az F-ig futtatjuk,
akkor a hozzatartozé AX' szakasz hossza az X = C helyzettdl az X = F helyzetig egyfolytdban
nd. Kovetkezésképp az AX B haromszog keriilete is egyfolytaban né.

Ezzel belattuk, hogy a 6.9. feladat megolddsanak eljarasa most is alkalmazhat6: az ott alka-
Imazott eljaras két 1épsben a teriilet és a keriilet névelésével vezet a szabalyos haromszéghoz.

6.11. Igen. Most mar tudjuk, hogy ha egy haromszog nem szabalyos, akkor legfeljebb két
tertiletet és keriiletet is novel6 1épéssel eljutunk beléle a szabalyos haromszoghoz.

Ez az eljaras tehéat egyszerre bizonyitja, hogy a szabalyos haromszog a maximalis kertiletli és
teriileti és ad véges eljarast arra, hogy hogyan juthatunk el adott haromszoghol a szabélyoshoz
véges sok teriilet- és keriiletnoveld 1épéssel.

6.1. Kétféle haromszogben fordul el a megadott tulajdonsig: az egyenlé széruban (AB = AC)
és abban, amelyikben BACZ = 60°. Ezt aldbb indokoljuk.

Az INpA, INcA hiaromszogek két oldala (Al = AI, és INg = IN¢) és az egyikkel szemkozti
sz6g IANp/ = NcolAZ egyenld. Ha végiggondoljuk a haromszog szerkesztését ezekbol az ada-
tokbdl, akkor lathatjuk, hogy most az INcAZ, INgA/ szogek vagy egyenl6ek, vagy 180°-ra
egészitik ki egymast. Ezek a szogek a BNoC, CNpB haromszogek kiilsé szogei, tehat kife-
jezhetSk az eredeti hdromszog szogeivel: INcAZ = 3 + 3, mig INpAZ = v + g

Ha INcAZ = INgAZ, akkor § = ~, az ABC héaromszog egyenl$ szard. Ha INcAZ +
+ INgAZ = 180°, akkor 5 + v = 120°, azaz o = 60°.

Megforditva, ha a = 60°, akkor %(6 + ) = 180°, azaz INcAZ + INgAZ = 180°, igy az
INBAN¢c négyszog hurnégyszog, amelyben az egymassal egyenlé IANg/, NoAlZ szogekhez
egyenlo hosszisagu hurok tartoznak, azaz INg = I N¢.
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Megoldasok 6. Keriileti szogek I1.

6.2. Jelolje az A pont e egyenesre tiikrozott képét A’. Ismeretes, hogy az M pont az A’ B egyenes
és e metszéspontja.

Ha AA’BZ = «, akkor az AA’M egyenld szart hiromszog M-nél fekvd kiilsé szoge AM B/ =
= 2a. Az N pont egyforma messze van az A, B pontoktdl és illeszkedik e-re, igy A’-tél is
ugyanakkora tdvolsdgra van, mint A-tél és B-t6l. Az AA’B haromszog koriilirt korének kozép-
pontja N, igy ebben a korben az AB szakasz AA'B/ keriileti szogének és AN B kozépponti
sz0gének Osszevetésébdl ANB/ = 2AAB/ = 2a.

Az M, N pontok az AB egyenes ugyanazon oldaldn vannak és bel6liik azonos szégben latszik
az AB szakasz, igy ez a négy pont egy korén van.

6.6.

1. megoldas. a) Jeldlje P, a Cy-ben AB-re és az As-ben BC-re allitott merdleges metszéspon-
tjat és tekintsiik a C1Co, Py Py, A1 Ag szakaszok Qc, Q, Q 4 felezépontjait (lasd a 2. 4brat). Mivel
a C1P;, Co P, egyenesek merdlegesek az AB oldalegyenesre, igy a PyC1CyP; (esetleg hurkolt)
trapéz Qo Q kozépvonala is merdleges AB-re, tehat Qo Q) a CCs szakasz felezOmerdlegese. Ehhez
hasonléan mutathaté meg, hogy az adott kor A; As hirjdnak felez6merélegese is dtmegy (Q-n,
azaz () a kor kézéppontja.

Jelolje Py a Co-ben AB-re és a By-ben C A-ra allitott meréleges metszéspontjat. Ha a Bi-ben
C A-ra éllitott merdleges is dtmegy Pj-en, akkor az el6zéekhez hasonléan igazolhatd, hogy a
PPy szakasz felezOpontja a kor kozéppontja, Q. Mivel P, és Q adott, {gy Py = P, az a) rész
allitdsat belattuk.

6.6M1.2. abra.

c) Megmutatjuk, hogy az A1 P,Cy, CoPyAs haromszogek hasonléak, amibél kovetlkezik, a
bizonyitandé aranyossag.

Azt mutatjuk meg, hogy az egyik haromszog szdgei megegyeznek a masik haromszog szogeivel.
Az adott korben az AoCh hir keriileti szogei:

AyCyCh<t = A3 A1C1<t (mod 180°), (1)
mig

C1CyPr<t = PLA1 Aot (mod 180°), (2)
hiszen mindkett6 derékszog. Az (1), (2) egyenletek Gsszege:

AsCo Pyt = PLA1C1<t (mod 180°), (3)

ami épp azt fejezi ki, hogy az egyik haromszog Py A1 és A1C1 oldalegyenesének szoge megegyezik
a masik haromszog A2Cy és Cy P oldalegyenesének szogével. Teljesen hasonlbéan igazolhatd, hogy
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6. Kerileti szdgek I1. Megoldasok

az els6é haromszog A1Cy és C1P; oldalegyenesének szoge megegyezik a méasik haromszog Pr Ao
és AyC5 oldalegyenesének szogével. EbbSl mar a 3.6. feladat a) része szerint kovetkezik a két
haromszog hasonlosaga.

b) Irjuk 4t a (1) Gsszefiiggést az alabbi alakba:

AyCyB< = BA;C1< (mod 180°). (4)

Vegyiik észre, hogy az As P,CoB, BA1 P C; pontnégyesek is egy-egy koronvannak, tudniillik a
BP, illetve a BP; szakasz Thalesz korén. Ezekben is alkalmazhatjuk a kertileti szogek tételét:

AyCyB<a = As Py B (mod 180°), (5)
BA,Ci<<= BP,C1<  (mod 180°). (6)
(5) és (7) Osszevetése (4)-gyel adja a
AyP, B = BPC1<t (mod 180°) (7)
relaciot és figyelembe véve, hogy az As P, B, BP;(C haromszogekben
Ao PyB<+ P,BAs<t +90° = BP,C1<<+ C1BPi<<+90° =0 (mod 180°)

kapjuk, hogy
P,BAs<t = C1BPi<t (mod 180°),

ami egyenértéki a bizonyitandé Osszefiiggések egyikével:
P,BC<x = ABPi<t (mod 180°).
A t6bbi egyenl6ség ehhez hasonloképpen igazolhaté.

2. megoldas. c) Ha mér tudjuk, hogy a kor kézéppontja a Py Py szakasz @ felezépontja, akkor
érdemes ()-ra kozéppontosan tiikrézni az abrat, majd felirni tébbféleképpen a P, pontnak a korre
vonatkoz6 hatvanyat (lasd a szel6-tételt a 11.1.-11.2. feladatokban).

6.12. a) Legyen az adott hdromszog A;BiCh, a szerkesztendd szabdlyos héromszog ABC,
melynek oldalegyeneseit a szokdsos médon jeldljik, tehat A; € a = BC, By € b= CA, C; €
€c=AB.

Az egyenesek irdnyitott szogeivel szamolva:

ab<g = +£60° (mod 180°), be<t = £60° (mod 180°), ca<t = +60° (mod 180°),

tovabba

ab<t + be<t + ca<t = £0°  (mod 180°),
azaz vagy

ab<t = be<t = ca<t = 60°  (mod 180°),
vagy

ab<t = bet = ca<t = —60°  (mod 180°).

Az els6 esetben az A, B, C cstcsok a B1Cy, C1 Ay, A1 B szakaszok (irdnyitott szakaszok) 60°-os
(mod 180°) kTt 4, k* g, k't latokérein vannak, az utébbi esetben pedig a —60°-0s (mod 180°)
k™ a, k™ B, k~ ¢ 1latdkorein.

Induljunk ki a kT 4 kor tetsz6leges A pontjabol! Képezziik az AC; egyenes (A = Cy esetén
a kt 4 kor Ci-beli érintéje) és a kT p kor C1-t8l kiilénbozé B metszéspontjat (illetve legyen
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Megoldasok 7. A teriilet

6.12M.1. abra.

B = C1, ha az egyenes Ci-ben érinti k™ g-t. Legyen ehhez hasonléan C' a BA; egyenes és a k™ ¢
kor Ap-tél kiillonb6z6 metszéspontja. Jelolje a B1A, AC1 B, BA1C, C By egyeneseket rendre b, c,
a, b'. A szerkesztés révén ezen egyenesek irdnyitott szogei:

be<t = ca<t = ab/< = 60°  (mod 180°),

fgy
bb'<t=0° (mod 180°).

Mivel b és V' is 4tmegy Bi-en igy ez a két egyenes egybe is esik. Ez épp azt jelenti, hogy a
szerkesztésbOl kapott ABC haromszog szabélyos és oldalaira illeszkednek a megadott pontok.
Igy végtelen sok megfelel§ szabélyos haromszoget kapunk és ha ehhez hasonléan képezziik a
k~c, k™ a, k™ p latékorokre illeszked6 megoldasokat is, akkor az Gsszeset megkapjuk.

b) A 6.3. feladat eredménye szerint A-t és B-t a kt 4, kT p korok (vagy k=4 és k™ p) azon
C1-en atmeno szel6jén kell vilasztani, amely parhuzamos ezen korok centralisaval.

7. A teriilet

7.1. Jelolje haromszog csicsait A, B és C, beirt korének kozéppontjat I. Tekintsik az ABI,
BCI, CAI haromszogeket. Az ABI haromszog teriilete az AB alap és a hozza tartozé magassag
szorzatdna fele. Az AB alaphoz tartozé magassag épp r, igy a teriilet 7. A masik két haromszog
tertiletére(lasd a ?7. abrat) is hasonlé formula irhat6 fel, ez a hdrom kis haromszog atfedés nélkiil
tolti ki az ABC haromszoget, igy annak T teriilete:

c-r
2

b-r a-r (a+b+c)-r
Tty T T 2 -

T —

7.2. Az 1. dbran A, B, C' a hiaromszog csicsait, I, pedig a hozzairt kor kdzéppontjat jeloli.
Az ABI4, BCI4, CAI4 haromszogek AB, BC, C A alaphoz tartoz6é magassaga r,, igy teriiletiik

rendre 5, 4F, %. Az ABI 4, C Al hiromszogek egyméast nem fedik 4t és pont azt a tartomanyt

takarjak le, amit az egyméssal diszjunkt ABC, BCI4 hiromszogek takarnak le egyiitt. Igy az
ABC héaromszog teriilete:

T:c-ra+b-ra_a-ra: (—a—l—b+c)-ra: ((a—l—;)—l—c)

5 5 5 5 —a)-ra:(s—a)-ra.
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7. A teriilet Megoldasok

7.1M.1. abra.

A B

7.2M.1. abra.
7.3. a) Az IB, I, B egyenesek az ABC haromszog B-nél fekvé szogének belsé és kiild6 szogfelezoi,
igy mer6legesek egymésra (lasd az 1. abrat). Az IU B haromszog
1U, UB, BI
oldalai rendre merélegesek az BU,I, hiromszog
BU,, Uy, 1,B
oldalaira, igy e két haromszog szogei egyenldk, a két hdromszog hasonlé.

b) A hasonldésagbdl % = 55‘;. Ismeretes, hogy BU = s — b, migv BU, = s — ¢, igy

r s§—¢C

s—b Te
azaz
rre = (s —b)(s —¢). (1)
Masrészt a 7.1-7.2. feladatok eredménye szerint
T=s-r=(s—a)rg,
amibol
T? = s(s — a) - rrg,

igy (1) figyelembevételével
T? = s(s —a)(s — b)(s — c).

Ez a nevezetes Heron-képlet.

159



Megoldasok 7. A teriilet

A U s—-b Bs—cU,
7.3M.1. abra.

7.4. Bovitsiink T-vel és vegyiik figyelembe, hogy
T b T

T

a c
meg 2’ my 2 me 2’ r 2

Utébbival kapcsolatban lasd a 7.1. feladatot

7.5. Eredmény:
-1 1 1 1

me  my  Mme T

Amit T-vel valé bovitéssel a 7.4. feladat mintajara a 7.1-7.2. feladatok eredményét is felhasznalva
igazolhatunk.

7.4. Jelolje a C cstcs illetve a P pont AB egyenestdl mért tavolsagat m. illetve m,,, azaz
2Tac,c = ACy - me, 2Te,po = C1B - me,

illetve
2TA01P = ACl . mp, 2TCpr = ClB . mp.

Az AC1 P, APC hiromszogek nem fedik at egymast és egyiitt épp az AC|C haromszoget adjak
ki, igy
2TAPC = 2TA016’ - 2TA01P = ACl cMe — ACl My = ACl : (mc - mp),

és ehhez hasonléan
2TCPB = ClB . (mc — mp),

ami igazolja az allitast.

7.12. Jeldlje a haromszog A, B, C cstcsokhoz tartozd magassagait ma, mp és me, az XY Z
haromszog (elbjeles) tertletét Txyz. Irjuk at a Ceva tételben ((lasd a 7.5. feladatot)) szerepld
aranyokat az alabbi moédon:

AC)  ACy-ma _Tace, AC-CCi-sinACCia _ AC -sin ACC1 <4

CiB  CiB-my Tc,ecp CCp-CB-sinCiCB<« CB-sinCiCB<’
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8. Kozéppontos nagyitds Megoldasok

és ehhez hasonloan

BA; BA-sin BAA<

A C B CA-SiIlCch<I’
CB; CB-sinCBBi«

BiA _ AB . sin BBA<

A fenti harom 6sszefiiggés szorzatabdl kihagyhato a % . g—’g . g—g = 1 mennyiség és kapjuk, hogy

ACy BA; CB; sinACCi« dtsinBAA1<I

' ' = : in C' BB, <sin B; BA<.
ClB AlC BlA SinCICB<ICOSinClCB<[ f’l“acsln 1<sin By g

Ez az 6sszefiiggés igazolja, hogy a trigonometrikus Ceva tétel ekvivalens a Ceva tétellel.

8. Kozéppontos nagyitas

8.4. Rajzoljuk be a két kor T-beli kozos érint6jét (lasd a ??. abrat)! A ky kor A;T hirjanak
és a ko kor T Ao hurjanak érintd szart kertuleti szogei egyenlGek, hiszen csiicsszogek, igy e hirok
kozépponti szogei is egyenlok:

A101T<1=TOyA5<«. (1)

Mivel Oy, T és Oy egy egyenesen vannak, igy (1) azt fejezi ki, hogy az A101T<, TO2A2< szdgek
valtoszogek, azaz A101 és Oy As parhuzamosak.

A

7

J

Ay

8.4M.1. abra.

8.2.

1. megoldas. Induljunk ki a kész 1. abrabdl, legyenek a megszerkesztend6 hiron az n nagyobb
kor és a k kisebb kor metszéspontjai ebben a sorrendben: Ny, K, Ko, No. Mivel K7 az N1 Ky
szakasz felezOpontja és Ko a k kor pontja, igy a k kor Ki-re kozéppontosan tiikkrozott képe, &/,
atmegy az N ponton.

A szerkesztés innen egyszerii:

1. Vélasszuk Kj-nek a k kor tetszSleges pontjat (valdban, ha egy hir megoldas, akkor a
kozéppont koriili minden elforgatottja is megfelel, K7 barhol lehet).

2. Képezziik a k kor Ko-re kozéppontosan tiikrozott &' képét.

3. Legyen k' és n metszéspontjai Ny és Nj.

4. Képezziik az N1 K egyenest (és NjK;-et), ennek a korokkel alkotott tovdbbi metszéspontjai
legyenek Ky és Ny (K, NJ).

Ez a (két) szelé a megoldas és ennek a kozéppont koriili elforgatottjai.
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Megoldasok 8. Kozéppontos nagyitds

8.2M1.1. abra.

A szerkesztés el6tti gondolatmenetbdl kovetkezik, hogy csak ezek a jo megoldasok. Ezek
valoban jo szelOk, mert a tiikkrozés miatt N1 K, = NoKs és a két kor és a szelO tengelyesen sz-
immetrikus a K K5 szakasz felez6merolegesére, igy KoNo = K1 N7 is teljesiill. A k egy rogzitett
potjan dtmend megolddsok szdma 2, 1 vagy 0 aszerin, hogy k' metszi n-t, érinti, vagy nincs
kozos pontjuk, tehat szerint, hogy 3ry > ry, 3ry = r, vagy 3ry < ry,, ahol r; a kisebbik, r, a
nagyobbik kor sugara.

2. megoldas. A 8.2M1. megoldés jeloléseivel azt is mondhatjuk, hogy a K centrumia A = 2
aranyu koézéppontos nagyitas ko-t No-be viszi, tehat No az n kor és a k kor nagyitasnal szarmazo
képének metszéspontja. A diszkussziot nem részletezziik, az a 8.2M 1. megoldas mintdjira mehet.

8.5. a) 12 cm; b) 16 cm; c) X~ 9,91667 cm;
d) “TH’ illetve 2“; b ha az a alap fel6li harmadol6pontot vizsgaljuk (lasd a ??. dbrat).

e) %, az alapok harmonikus kozepe.

8.5M.1. abra.

8.2. Jeldlje az AB oldal felezépontjat F', a C-bél indulé magassag felez6pontjit P, talppontjat
T, a beirt téglalap cstucsait Ay € BC, By € AC és U,V € AB, az UV, A;B; szakaszok
felez6pontjat rendre J és I (lasd a ??. dbrat). A keresett ) pont az I.J szakasz felez6pontja.

A CA1B;, CBA haromszogek kozéppontosan hasonldak, igy a hasonlésidg C centrumén atm-
egy az egymasnak megfelel6 A;B;, BA oldalak I, F felez6pontjanak egyenese. A BA szakaszt
egy 1-nél kisebb pozitiv ardnyt C centrumi hasonlésdg viszi Ay Bi-be, igy I a C'F szakasz
belsejében van.

Az FCT, F1J haromszogek is kézépppontosan hasonléak, igy a hasonlésig F' centrumén atm-
egy az egymasnak megfelelé6 CT, I.J oldalak P, @) felezOpontjanak egyenese. A C'T szakaszt egy
1-nél kisebb pozitiv aranyt F' centrumt hasonlésig viszi I.J-be, igy @ a PF szakasz belsejében
van.
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8. Kozéppontos nagyitds Megoldasok

Allitjuk, hogy a keresett mértani hely a (nyilt) PF szakasz. Valoban, ha ) e szakasz tetszéleges
belsé pontja, akkor @ az FTC derékszogii haromszog belsejében van, a rajta at T'C-vel huzott
parhuzamos elmetszi az F'C' szakasz egy I pontban. Az a C' centrumu kézéppontos hasonlésig,
amely F-et I-be képezi az AB szakaszt egy B A szakaszba képezi, mely parhuzamos AB-vel
és végpontjai a C'A, C'B oldalakra esnek. Ha Bj illetve A; meréleges vetiilete az AB egyenesen
U illetve V, akkor A1 B1UV téglalap, mert szogei derékszogek. Ennek a téglalapnak valéban
Q a kozéppontja, mert a szerkesztés miatt ) az A1 B; oldal I felez6pontjaban A Bi-re allitott
merdlegesen van, a mer6leges A1 By és AB kozti szakaszanak felénél.

C

A v TJ FV B

8.2M.1. abra.

8.3. a) Az ABC héromszog oldalainak Fy, Fp, F¢ felez6pontjai egy — az ABC-hez hasonlé —
héromszoget hatdroznak meg. A hasonldsagi ardny 1 : 2, a hasonldsagi kézéppont a haromszogek
kozos S stlypontja. Az S-re valé (—1/2) ardnyu kicsinyités az ABC haromszoget FaFpFc-re,
k-t l-re, k Oy kozéppontjat az | kor O; kozéppontjara képezi le (lasd a ?77. dbrat).

8.3M.1. abra.

Ebbél méris leszogezhetjiik, hogy csak akkor szerkesztheté a haromszog, ha [ épp fele akkora
sugaru, mint k. Ilyenkor viszont — mint azt mindjart latni fogjuk — a k kor barmely olyan AB
hirja, amelynek Fo felezOpontja illeszkedik [-re része egy megfelelé haromszognek.

Az | és k korok ismeretében ugyanis megszerkeszthet6 az S pont, mint az O;0 szakasz
O, fel6li harmadolépontja. Az S-re valé (—2)-szeres nagyitds [-t k-ra képezi. Legyen ennél a
nagyitdsnal Fo képe a C pont. Az S pont sziikségképpen az ABC haromszog sulypontja, mint
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Megoldasok 8. Kozéppontos nagyitds

a C'F¢ stlyvonal harmadolépontja. Ha most K-t (—1/2) ardnyban kicsinyitjiik az S ponton at,
akkor az [ korhoz, az A, B pontokbdl az [-re illeszked6 Fx, Fp oldalfelez6pontokhoz jutunk.

b) Elészor meghatérozzuk a szerkeszthetéség feltételét. Ezt az aldbbi két nevezetes Osszefiig-
gésre alapozzuk:

1. Lemma: Barmely négyszog oldalfelezopontjai egy olyan paralelogrammat alkotnak, ame-
lynek oldalai parhuzamosak a négyszog atléival.

2. Lemma: Barmely paralelogramma négy oldaldnak négyzetosszege egyenld a két atléjanak
négyzetosszegével.

Az 1. lemma alapjan megallapithatjuk, hogy szerkesztendd négyszogink oldalfelezépontjai
téglalapot alkotnak, hiszen ez az egyetlen olyan paralelogramma, ami hirnégyszog. Azt is lathatjuk,
hogy négyszogink AC' és BD atléi egymasra merdlegesek. Ebb6l az lesz fontos szamunkra, hogy
APB< =90°, és igy Thalesz tételének megforditasa szerint AFy = Fu P (lasd a 77. abrét).

8.3M.2. abra.

Allitjuk, hogy az O P szakasz felezépontja épp az O; pont. Ennek igazoldséhoz FaFgFcFp
téglalap mellett vegyiik még tekintetbe az ACDB (édbrankon hurkolt) négyszog Fy FoFxFa
oldalfelezépontjai altal alkotott paralelogrammat, tovibba az AC', BD mer6leges htirok és oldalfelezé6merélege-
seik hatarolta O Fy PFx téglalapot. E harom négyszogrol sorban bebizonyitjuk, hogy kézép-
pontja mindegyiknek az O; pont. AzF 4 FpFcFp téglalapnak azért, mert kdzéppontja ugyanaz,
mint korilirt kérének kézéppontja, az Fy Fo Fx F4 paralelogrammanak azért, mert FoF4 atloja
az el6z6 téglalapnak is atléja, végiil az OpFy PFx téglalapnak azért, mert Fx Fy atloja kozos
az €el6z6 paralelogrammaéval.
Alkalmazzuk most 2. lemménkat arra a paralelogrammara, amelynek egyik atléja az OpP
szakasz, masik atléjanak fele pedig F41O;:

2-FaP?4+2-Fs0; = OxP? +4-O,F3.
Itt O,F4 = R, OxP = 2d, az O F4 A derékszogii hdromszogben pedig FaO7 = r? — AF3, {gy
2-FaP*+2.-72 —2.AF3 =4-d* +4-R% (1)
Lattuk mar, hogy FaP = AFy4, amibdl méar adddik a szerkeszthet6ség szigoru feltétele:
2 (R + d?) =2 (2)
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8. Kozéppontos nagyitds Megoldasok

Maga a szerkesztés nagyon egyszerii, ha a (2) feltétel teljestil. Allitjuk, hogy ha az a tovabbi

apré feltétel is teljesiil, hogy | nem a k kézéppontjin athalad6 5 sugart kor, akkor a k kor
tetszéleges olyan AB hurja, amelynek F4 felezopontja illeszkedik az [ korre kiegészitheto a
feladat feltételeinek megfelelé négyszoggé.

Legyen P pont Ugy megvalasztva, hogy az Oy P szakasz felez6pontja éppen O; legyen. A
szerkesztés csak abbdl all, hogy az adott A és B pontokbdl meghizzuk a P ponton at a k kor
AC, BD harjait. Apr6 feltételiink pontosan ahhoz kell, hogy P ne eshessék a k korre, tehat az
egyszer(i eljaras végrehajthaté legyen, a szdrmaztatott A, B, C', D pontok kiilonb6z6ek legyenek.
Alabb azt igazoljuk, hogy az igy megszerkesztett négyszog oldalfelezépontjai illeszkednek [ -re.

Most az (1), (2) egyenletek eleve teljesiilnek, igy Fqu P = AF 4, azaz APB< = 90°. Az AP sza-
kasz felez6merdlegese Fx-n, PC felezOmerélegese Fp-n, AC felezémerdlegese O-n megy at, igy
az O P szakasz Oy felez6pontja illeszkedik az AC-vel parhuzamos F4 Fo szakasz felezOmerolegesére.

gy Fp illeszkedik I-re, és ez hasonléan bizonyithaté a tbbi oldalfelezépontra, is.

8.1. Alkalmazzuk azt a C centrumi kézéppontos hasonlésidgot, amely D-t F-be képezi. Ez a
leképezés a beirt kor D-beli érintéjét a vele parhuzamos AB egyenesbe viszi, CA-t és CB-t is
onmagara képezi, igy a haromszog beirt korét a haromszog egyik hozzairt kérébe transzformalja.
Az F pont tehat az AB oldalhoz hozzdirt kor érintési pontja. Ismeretes, hogy — a szokasos
jelolésekkel — AE = E’JFCT*“ = BF, ami bizonyitja a feladat allitasat.

8.1. Legyen T az érintési pont, O; és Oy a két kor kozéppontja, tehat sugaruk O17 ill. O5T.
Van egy olyan T' centrumi kézéppontos nagyitas, amely Oi-et Os-be képezi. Nagyitasnal kor
képe kor, kozéppont képe kozéppont: Mivel ennél a nagyitasnal T képe T, igy az O kézépponti
T-n atmend egyik kor képe az Oy kozéppontd T-n atmend kor, azaz a masik adott kor.

8.2. Legyen a k kor H-beli érintéje a h egyenes. Nagyitasnal a kor érintojének képe a képkor
érint6je, a kor és egyenes érintési pontjanak képe a képkor és az egyenes képének érintési pontja.
Esetiinkben a nagyitasndl H képe H, h képe h, igy k képének, a k' kornek is érintéje H-ban a
h egyenes. Ez épp azt jelenti, hogy k és k' érintik egymdst H-ban.

8.3.

1. megoldas. Az Ay B szakasz a kg kor atmérdje, hiszen parhuzamos érinték érintési pontjai
mindig egy atmér6 végpontjai. Thalesz tétele szerint BC' A/ = 90°.

A k1, ko korok C' pontban allitott k6z0s érint6je messe e-t az F' pontban. F-bél az egyes
korokhoz huzott két érinté egyforma hosszi, azaz F'A; = FC illetve FAy = FC, tehat az A1 As
szakasz Thalesz kore dtmegy C-n, AsC' A1 £ = 90°.

Mindezekbdl BC A/ + AsCA1Z = 90° + 90° = 180°.

2. megoldéas. Legyen Oq ill. Oy a két kdzéppont. O1A; és Os As parhuzamosak, hiszen mind
a ketté mer6leges e-re. Igy A10,C/ = BO>C/, mert valtészogek. Az A;OC, BO>C hérom-
szogek egyenld szartak, szaraik szoge egyenl egymadssal, igy alapon fekvo szogeik is egyenldk:
A1COZ = BCOy/. Ezek a szogek tehat cstuicsszogek, A1, C és B egy egyenesen vannak.

3. megoldas. C-bél a k; kor ky-be nagyithat6 (lasd a 8.1. feladatot). Nagyitdsnal egyenes képe
vele parhuzamos (vagy egybeesd egyenes), kor érintéjének képe a képkor érintéje, az érintési
pont képe a képkor és az érinté képének érintési pontja.

Az e egyenes a ki kor érintje, igy képe — € — a ko kor e-vel parhuzamos érintéje lesz (¢/ nem
egyezik meg e-vel, mert C' nem illeszkedik e-re). A ky kornek csak egyetlen e-tél kiilonboz6 e-vel
parhuzamos érintéje van, tehat e’ a feladat szovegében szerepld — ko-t a B pontban érintd —
egyenes. A B pont tehdt az A; pont képe, igy A1, B és C egy egyenesen vannak.
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Megoldasok 8. Kozéppontos nagyitds

8.4. A kg, kp korok M érintési pontjabdl a kg kor kp-be nagyithaté (ldsd a 8.1. feladatot).
Ennél a nagyitdsnal a kg kor e érintjének e’ képe a kg kor e-vel parhuzamos érintdje lesz, azaz
f, vagy kp-nek az f-fel parhuzamos f’ érintéje.

8.4M.1. abra.

Ha ¢ = f, akkor (ldsd az 1. dbra bal oldaldt) a nagyitdsnal F képe F, tehat M az EF
egyenesen van. Belatjuk, hogy az E'F egyenesen — az FE, F' pontok kivételével — barhol lehet M.
Ha ugyanis M nincs az e egyenesen, akkor pontosan egy olyan kor van, jeldlje eps, amely E-ben
érinti e-t és dtmegy M-en (ldsd a ??. feladatot). Ugyanigy egy olyan van, jelolje fps, amely
F-ben érinti f-et és atmegy M-en. Van egy olyan M centrumi kézéppontos nagyitas, amely F-t
F-be képezi, ennél M képe M, e képe a vele parhuzamos f, igy az elobb emlitett egyértelmiiség
miatt ey képe fir, azaz (lasd a 8.2. feladatot) eps és fr érintik egymést M-ben.

Ha ¢ = f’, (lasd az 1. dbra jobb oldalat) és F’ az f’ érintési pontja kp-en, akkor FF' a kg
kor atmérdje, igy Thalesz tétele szerint FMF'/ = 90° és ezért FME/ = 90°, tehat M az EF
szakasz Thalesz korén van.

8.5. Ha A-bdl a ki kort a ke korbe nagyitjuk, akkor a ki kor BC érintéje a ko kor egy BC-
vel parhuzamos e érintéjébe képzédik (14sd az 1. dbrat), a T érintési pont T” képe pedig az e
és ko érintési pontja lesz. A kg korben az e érinté parhuzamos a BC hurral, igy 77 a BC iv
felezOpontja. Ezért a ks korben a BT’, T'C ivek keriileti szoge egyenlé: BAT'/ = T'AC Z, azaz
BAT/ =TAC/.

) kq
8.5M.1. abra.

8.6. Mivel a k, [ koroket egy P centrumu kézéppontos hasonlésag viszi egymasba, amelynél az
L, K pontok egymas képei, igy a K P, LP szakaszok k-beli illetve [-beli 1atdszogei egyenl6k:

PVK<=PUL< (mod 180°). (1)
Mivel
TVP<+ PVK<=180° (mod 180°) (2)
és
TUP<+ PUL< =180° (mod 180°), (3)
Igy
TVP<=TUP< (mod 180°), (4)

azaz a T, U, P, V pontok egy kyy koron vannak (lasd az 1. abrét).
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8. Kozéppontos nagyitds Megoldasok

8.6M.1. abra.

A kq korben a PT hir keriileti és érint6 szaru keriileti szoge egyenld:
PKT<=PTU< (mod 180°), (5)
és felirhatjuk a kyy kor PU hirhoz tartozé keriileti szogeit is:
PTU<«=PVU< (mod 180°). (6)
A k koérben a PV har keriileti szoge:
PKV<=PKT< (mod 180°), (7)

igy (5) és (6) szerint
PKV<«=PVU<« (mod 180°), (8)

tehat az utoébbi szog érint6 szard keriileti szoge PV -nek k-ban, azaz UV érinti k-t.
8.2. A feladat megoldasahoz 1épjiink ki a térbe (ldsd a 2. dbrat)! Minden egyes kor kozéppontja

folott, az alapsikra merélegesen, attol akkora tavolsagban, mint a kor sugara vegytlink fel egy
pontot. A k; korhoz ilymodon rendelt pontot jelolje k;.

8.2M.2. 4bra.

Amikor az O12 pontbol a kg kort a ki korbe nagyitjuk, akkor egyuttal atvissziik a k:Ag pontot
a ki1 pontba. A ko, k1 pontok egyenese tehat dtmegy O19-n és hasonléan igazolhatd, hogy O3
illeszkedik a @/kg  egyenesre, O13 pedig EkAg—ra. Az emlitett harom térbeli egyenes egy sikban van,
nevezetesen a kikoks sikban, tehat O1o, Oo3 és O13 is benne van ebben a sikban. Ugyanakkor ez
a hadrom pont benne van a k; korok sikjaban, tehat a két sik metszésvonalén, azaz egy egyenesen
helyezkednek el. Q.E.D.

8.3. Jatsszunk el egy kicsit a 8.2M. megoldas dbrajaval (lasd a ?7?7., ?7. dbrdkat)! Az egyik,
mondjuk a ko korhoz tgy rendeljiink térbeli pontot, hogy azt kozéppontjaban az alapsikra
merdlegesen ne folfelé, hanem lefelé vegyiik fel!

Léathatjuk, hogy a kaoks, k1ko egyenesek igy a kg, k3 illetve a ki, ko korok kozos belsd hasonlosagi
pontjat metszik ki az alapsikbdl, a kiks egyenes pedig tovabbra is a kiils6 hasonlésagi pontban
metszi azt. Q.E.D.
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Megoldasok 8. Kozéppontos nagyitds

8.3M.2. abra.

8.1. Jeldlje a k; koér kozéppontjat O;, a k;, k; korok érintési pontjat Tj; (4,7 € {1,2,3}), a ks
kornek a TyoT13, T12T53 egyenesekke valé maésik metszépontjat Ay ill. As. A Ti3 pont a kq,
ks korok egyik hasonldsagi kozéppontja és ennél a hasonlésdgnél a 115, Ay pontok egymésnak
felelnek meg, igy

T1201T13<t = T1303 A1 <, (1)

és teljesen hasonldéan
T302T12<0 = A203T53<. (2)

8.1M.1. abra.

Azt szerenénk beldtni, hogy A203A;<C = 180°. A (1), (2) osszefiiggések alapjan (lasd az 1).
abrat):

A203A1<I = A203T23<[+T2303T13<I+T1303A1<I = Th309T 19+ Tr303T13<1+T1201T13<. (3)
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8. Kozéppontos nagyitds Megoldasok

Erintkez8 korok érintési pontja és kozéppontjaik egy egyenesen vannak, igy (3) jobb oldalan az
020301 haromszog belsé szogeinek Osszege all, ami bizonyitja az allitast.

8.2M.1. abra.

8.2. A 8.7. feladat allitdsa szerint a P, K, T pontokon atmené kor T-ben érinti ¢-t, igy az L
pontnak erre a korre vonatkozé hatvanya: LT? = LP-LK, azaz LT &llandé, T egy L kozépponti
m koron helyezkedik el.

Megmutathatd, hogy ennek a kornek minden — a KL egyenesre nem illeszkedé6 — pontja
megfelel6. Valéban, ha T az m kor K L-re nem illeszked6 pontja, akkor van egy olyan K-n
és P-n atmenod kor, amelyet az LT egyenes T-ben érint és ennek az egyenesnek az [-el vett L-t61
kiilonb6z6 metszésponta (ill. maga L, ha [ érintjérél van szd) lesz U, majd V az U-bdl k hoz
hizott érinté érintési pontja, ahor az UT P héromszog koriilirt kore is metszi k-t (1dsd a 8.6.,
8.7. feladatokat).

8.3. Jeldljik a korok kozéppontjait a megfelel6 nagybetiivel tovabba w; illetve ws érintési pon-
tjat AC-vel Uy illetve Us, az ezekkel étellenes pontokat a koron Vi illetve Vo (ldsd az 1. abrat).

Az érintészakaszok egyenléségének tobbszori alkalmazasival kénnyen megmutathatd, hogy az
wh kor 1étezésének sziikséges (és elégséges) feltétele a BC—BA = DA—DC 0Osszefiiggés. Az érinté
szakaszok egyenl6ségét megint felhasznélva az is igazolhatd, hogy Us az ABC' haromszog egyik
hozzairt kérének érintési pontja, azé, amelyik az AC oldalt érinti kiviilrél. Ez a kér az wy kérbél
egy B kozépponti nagyitassal kaphaté. Ennél a nagyitasnal Vi képe Us, hiszen a két kornek
ezekben a pontokban parhuzamosak az érintéi. Ebbol kovetkezik, hogy B, Vi, Us pontok egy e
egyenesre illeszkednek, és hasonléan igazolhatd, hogy C', Uy és Vs is egy f egyenesre illeszkednek.
Az e, f egyenesek P metszéspontja az wq, we korok kiilsé hasonlésagi pontja, tudniillik a két kor
egymasba valé nagyitasdnal egymasnak felel meg a Vi,Us € e pontpar is és az Uy, Vo pontpar
is. P tehét a kozos kiils6 érintok metszéspontja is.

B kozépponti megfelel6 aranyi nagyitassal az wq kor az w kérbe nagyithatd, amelynél az wq
kor Q1V] sugardnak képe az w kor egy QQ sugara. D kozépponti megfelelé (negativ) ardnyu
nagyitassal (kicsinyitéssel) az w kor az wy korbe nagyithatd, amelynél az w kor QQ sugara az
wo kor egy sugaraba képzodik (ldsd a 2. abrat). Ez a sugar parhuzamos Q,Vi-vel, de ellenkez6
allasd, tehat nem més, mint az 9V5 sugar.

Ezek szerint a @ pont a BV} = e, CV, = f egyenesek metszéspontja, azaz wy és wy kiilsé
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Megoldasok 9. Egyenldotlenségek

8.3M.1. abra.

hasonldsagi pontja, a fentebb P-vel jelolt pont. Ezzel az allitast igazoltuk.

9. Egyenlotlenségek

9.2. Tekintstink két AB folotti latdékorivet az AB egyenesnek e feldli oldaldan. A két l14tokor
koziil az egyik a belsejében tartalmazza a mésikat, tehét a latészog ez utébbiban a kisebb (1.
az 5.5. feladatot). Minden, az e egyenest metszd vagy érint6 1atokoriv tartalmazza az AB szakasz
felezémerolegesének és e-nek a metszéspontjat, és igy az AB-n dtmend és e-t érinté latokorivet
is. Az APB/ sz6g tehéat akkor a legnagyobb, ha P az AB szakasz felezémerélegesének e-vel vald
metszéspontjaban van.

Megjegyzés. Nyilvanvalé, hogy ha P ,nagyon messze” van az e egyenesen, akkor az APB
sz0g akarmilyen kicsivé tehetd, tehat nincs olyan helyzet, ahol AP B/ minimaélis volna.

9.1. Legyen az ABC haromszog BC, C' A, AB oldalanak felezOpontja rendre Fpo, Froa és Fap.
A haromszogegyenlétlenség szerint AFpc < AB + BFpc, BFac < BC + CFac és CFap <
< CA+ AF4p. E harom egyenlOtlenséget Osszeadva a feladat allitasat nyerjiik.

9.2. Tikrozziik az ABC haromszog S sulypontjat a BC oldal felezépontjara, a tiikdrképet
jeloljik T-vel. 77. feladatbdl tudjuk, hogy az ST'C haromszog oldalainak hossza rendre az eredeti
haromszog sulyvonalai hosszanak kétharmada, és a sulyvonalainak hossza rendre egyenl6é az
eredeti haromszogoldalak hosszanak felével.

Ha tehat az STC haromszogre alkalmazzuk a 9.1. feladat allitasat, épp a kivant allitast
kapjuk.

9.3.

1. megoldas. Az oldalhosszakra vonatkozé allitas kovetkezik abbdl, hogy a siulyvonalak har-
madoljak egymast és hogy példaul az BSCS 4, CSASE, ASBSc négyszogek atléi felezik egymast,
tehéat paralelogrammak.
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9. Egyenldotlenségek Megoldasok

8.3M.2. abra.

Miésrészt mind a hat haromszogben egy-egy silyvonal kozvetleniil azonos az eredeti haromszog
oldalanak felével, igy a masodik allitas is azonnal adodik.

2. megoldas. Az STC haromszog oldalaira igaz, hogy TS = Sﬁl, CT = SB (és persze 5C
egyenlé 6nmagaval). Ez kovetkezik egyrészt abbdl, hogy a stlyvonalak harmadoljdk egymast,
masrészt abbdl, hogy a BSCT négyszog kdzéppontosan tiikkros a BC oldal felez6pontjara, tehat
paralelogramma.

Masrészt az is kovetkezik mindebbdl, hogy az ST'C' haromszog sulyvonalai mint vektorok is
egyenl6k az eredeti haromszog oldalvektorainak felével. Példaul Fm - TS + FT—cf" —~ TS +
+ Cﬁ/Q =S4+ S—é/Q =S4+ FacS/2 = FacA = ﬁ/Q Szimmetria okokbdl ugyanez igaz az
az STC haromszog masik két silyvonaléra is.

9.4. AFpc < AFap+ FapFpc = (C+b)/2, BFj o0 < BFgo + FcFac = (a+c)/2 és CFyp <
< CFcp + FoaFap = (b+ a)/2. E hdrom egyenlStlenséget Osszeadva a feladat elsd allitasat
nyerjik.

A feladat méasodik &llitasat pontosan ugyantugy kapjuk az els6bél, ahogyan a 9.1. feladatbdl
kaptuk 9.2. feladat allitasat.

9.5. Tekintslink egy olyan egyenldszari haromszoget, amelynek két szdra egységnyi hosszi, az
alapja pedig €, kis pozitiv szam. E hiromszog keriilete 2 + ¢, az alaphoz tartozé sdlyvonala a
haromszogegyenlStlenség szerint nagyobb 2 — e/2-nél, a masik két silyvonala pedig nagyobb
1/2 — e-ndl. A harom sulyvonal hosszanak Gsszege tehat nagyobb 2 — 3e-nal.

Ha e-t elég kicsinek valasztjuk, akkor a (2 —3¢)/(2+¢) =1—4¢/(2+ ¢ > 1 — 2¢ tetsz6legese
kozel lehet egyhez. Tehat nincs egynél kisebb ¢, amelyre a feladatban megfogalmazott allitas
igaz volna.

9.1. Vonjunk le mindkét oldalbél a*+b*4-c-et. Ismeretes, hogy ekkor a bal oldalon (a-+b+c)(a+
+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) all. Itt az elsé tényezé biztosan pozitiv. A hdrom mésik tényez6 Gsszege
a—+ b+ c pozitiv, tehat mindharom nem lehet egyszerre negativ. Kettd koziiliik szintén nem lehet
negativ, hiszen példaul a masodik és harmadik tényezo Gsszege, 2a pozitiv. Tehat két eset van:
vagy minden tényez6 pozitiv, ekkor mindhdrom oldalra teljesiil a haromszogegyenlétlenség, és
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Megoldasok 9. Egyenldotlenségek

teljesiil a feladat egyenlGtlensége, vagy pontosan egy tényezé negativ, s ekkor valamelyik oldalra
nem teljesiilne a haromszdgegyenlStlenség és nem teljesiil a feladat egyenlétlensége sem.

9.2. A 9.1. feladatnal lattuk, hogy az els6 egyenlStlenség pozitiv a, b, ¢ szdmokra pontosan
akkor teljesiil, ha mindharomra teljesiil a haromszogegyenlétlenség és azt kell belatnunk, hogy
akkor a négyzetgyokeikre is teljestil a haromszogegyenlétlenség. Ez viszont négyzetre emeléssel
azonnal latszik.

9.3.

1. megoldas. Irjuk az egyenlStlenséget (b+ ¢ —a)(c+a —b)(a +b— ¢) < abe alakban.

Az (a+b—c)la—b+c) =a®— (b— c)? szorzat egyrészt pozitiv (hiszen a haromszogegyen-
16tlenség szerint két pozitiv tényezd szorzata), masrészt értéke legfeljebb a? és egyenldség csak
b = c esetén &ll fenn. Ugyanigy (b+c—a)(b—c+a) < b*és (c+a—b)(c—a+b) <% E
harom egyenlGtlenséget Osszeszorozva a kivant egyenlétlenség négyzetét kapjuk. Mivel az eredeti
egyenlGtlenségben mindkét oldal pozitiv volt, igy azt is bebizonyitottuk.

Egyenldség csak a = b = ¢ esetén, tehat csak szabalyos haromszogre van.

2. megoldas. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket: © = s —a, y = s — b, 2 = s — c¢. Ismeretes,
hogy ekkor c =z +y, b =2+ z és a = y + z. Tehat a feladatban szerepl6 egyenlGtlenséget igy
irhatjuk:

8ryz < (z +y)(z + 2)(y + 2).

Végezziik el a jobb oldalon a beszorzast és vonjunk le mindkét oldalbél 8xyz-t. Ekkor a
kovetkez6 egyenl6tlenséghez jutunk:

0 < 2%y + 92z + 222 + 222 + y?2 + 2%y — 6ayz.

Itt a jobb oldal z(y — 2)% + y(z — 2)? 4 z(x — y)? alakba irhaté. Mivel z, y, z pozitivak, ezért
ez a kifejezés soha nem negativ és nulla is csak akkor lesz, ha x = y = z, vagyis ha a haromszog
szabélyos.

3. megoldas. Alkalmazzuk a mértani és szamtani kozép kozotti Osszefiiggést s —a-ra és s — b-re
(megtehetjiik, mert mindkett6 pozitiv):
(s—a)(s—b)<(s—a+s—b)/2=c/2.

Ugyanigy kapjuk, hogy /(s —b)(s —¢) < a/2 és /(s —c)(s —a) < b/2.

A harom egyenl6tlenséget Osszeszorozva és mindkét oldalat nyolccal szorozva épp a feladat
egyenlotlenségét kapjuk.

Megjegyzés. Ez a megoldas is elmondhaté az el6z6 (9.3M2.) megoldas jeloléseivel (z = s—a,
Yy =5—0b, z=5—c): a hirom mértani-szimtani kézép koézotti egyenlStlenség, tehdt a /ry <
< (x49y)/2, Voz < (x4 2)/2 és Jyz < (y + 2)/2 egyenlbtlenségek Osszeszorzasdbdl kapjuk a
kivant 8zyz < (z + y)(x + 2)(y + 2) egyenlStlenséget.

4. megoldés. A Héron-képlet szerint az egyenlStlenség bal oldaldan 872 /s 4ll (T a haromszog
teriiletét jeloli). A jobb oldalon alkalmazzuk az abc = 4RT Osszefiiggést, ahol R a koréirt kor
sugarat jeloli.
A feladat &llitdsa tehdt azt mondja ki, hogy 27/s < R. Az ismert T = rs teriiletképletet
alkalmazva (r a beirt kor sugara) éppen a sugaregyenl6tlenséghez jutunk (1. a 9.4. feladatot).
EgyenlOség a szabalyos hdromszog esetén all fenn.

9.4. Irjuk fel a teriiletet a Héron-képlet segitségével: T = /s(s —a)(s — b)(s — ¢). Ha né-
gytényezls szorzatra alkalmazzuk a mértani és szdmtani kozép kozotti egyenlStlenséget, akkor
azt kapjuk, hogy v/s(s — a)(s — b)(s — ¢) < s%/4. Itt felhasznaltuk, hogy s, s —a, s —b és s — c
szamtani kozepe (s+s—a+s—b+s—c)/4d=15s/2.
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9. Egyenldotlenségek Megoldasok

A kapott egyenlétlenség sajnos gyengébb a feladat allitasanal. De ha meggondoljuk, ez nem is
meglepo, hiszen a mértani-szdmtani kozép kozotti egyenlétlenségben csak akkor van egyenloség,
ha minden tényezd egyenld, s ez itt soha nem all fenn. Mert s —a = s — b = s — ¢ fennéllhat
(szabdlyos haromszogben fenn is 4ll), de s soha nem lehet egyenlé a masik harom tényezével.

Ez azonban mar jelzi is, hogy hogyan érdemes alkalmazni a mértani-szamtani kozép kozotti
Osszefuggést: s-rél ,,megfeledkeziink” egyelore:

(s —a)(s—b)(s —c) < s3/27.

Itt haszndltuk, hogy a bal oldali hdrom tényezé szamtani kozepe (s —a+s—b+s—c¢)/3 =
= s/3. Ha enek az egyenl6tlenségnek mindkét oldaldt megszorozzuk s-sel és mindkét oldalabél né-
gyzetgyokot vonunk (tehetjiik, mert mindkét oldal pozitiv), akkor épp a feladat allitasat kapjuk.

EgyenlOség s —a = s — b = s — ¢ esetén, tehat szabdlyos haromszogben all fenn.

9.5. A 9.4. feladat egyenlStlenségét hasznalva azt kapjuk, hogy VT < s/v/27. Mivel T adott,
a bal oldal rogzitett. A jobb oldal egyenléség esetén a legkisebb, s ez a szabéalyos haromszogben
all fenn.

9.1. Legyen K a koréirt kor kozéppontja, Fpo a BC oldal felez6pontja. A feladat allitdsa azt
mondja, hogy az AK Fpc haromszoghen AFpc-re teljesiil a hdromszogegyenlGtlenség.

EgyenlOség akkor van, ha Fpo az AK egyenesen van. Ez két esetben all fenn:

— ha a harom pont kiilénb6z6, és egy egyenesbe esik, ez azt jelenti, hogy a haromszog egyen-
16szaru: AB = AC;

— ha Fpc egybeesik K-val, ami azt jelenti, hogy A-nél derékszog van.

(A harom pont koziil méasik ketté nem eshet egybe.)

9.2. A feladat méasodik allitdsa nyilvanvalé kévetkezménye az elsé allitdsnak. Elég tehat az elsd
allitast igazolni.

Legyen Op és O¢ a b-hez és c-hez irt kor kozéppontja. A kett6t 6sszekotd egyenes az A-ban
hizott kilsd szogfelez6. Ennek a koréirt korrel valé mésodik metszéspontja (ha nem esik egybe
A-val) legyen G a belso szogfelezének a koréirt korrel valé A-tél kiilonb6z6 metszéspontja legyen
D. A DG szakasz atmér6 a koréirt korben. Mésrészt GFgc = R + dp, ahol R a koréirt kor
sugara, di a koréirt kor kdzepének tévolsaga a BC oldaltél. A 9.1. feladat szerint ez legalabb
akkora, mint az A-bol indul6 stulyvonal. A 17.27. feladat szerint a GFpc szakasz hossza éppen
a b és c oldalhoz irt kor sugardnak atlaga. Fzzel az elsé allitas bizonyitasat is befejeztiik.

Az elsé részben akkor van egyenléség, ha a silyvonal éppen R+ dp hossziségi, ami 9.1. feladat
szerint két esetben teljesiil: ha AB = AC vagy ha A-nal derékszog van. A masodik részben akkor
van egyenlOség, ha a haromszog szabalyos.

Megjegyzés. Erdemes meggondolni, hol hasznaltuk, hogy A-nil nem tompaszog van. Ha
A-ndal tompaszog van, akkor GFgc = R + dy Ugy igaz, ha di az elGjeles tavolsagot jeloli, azaz
negativ, ha K a BC oldalnak a haromszoggel ellentétes oldaldn van. A 9.1. feladat &llitasa
viszont tompaszog esetén épp forditva igaz, ha a d; tdvolsagot eléjelesen értjik.

9.3. A 9.1. feladatban lattuk, hogy a silyvonalak hosszdnak Osszege legfeljebb 3R+ dy +ds + ds,
ahol dj, dg, d3 a koréirt kor kozéppontjanak tavolsidga a harom oldaltdl. Ismeretes (1. a 17.30.
feladatot), hogy e harom tavolsag Osszege épp R + r.

Megjegyzések. 1. Alkalmazhat6 kozvetleniil a 17.29. feladat is.

2. Erdemes meggondolni, miért nem jé ez a bizonyitds tompaszogii hiromszogben. Egyrészt
hasznaltuk a 17.30. feladatot, ami eldjeles tavolsagokra igaz. Méasrészt hasznaltuk a 9.1. feladatot,
ami tompaszog esetén elGjeles tavolsagokra nem igaz.

9.4.
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Megoldasok 9. Egyenldotlenségek

1. megoldas. Tekintsiik a haromszog Feuerbach-korét és hiuzzunk hozza mindharom oldallal
parhuzamos érintét ugy, hogy az egész haromszog az érinté egyik oldaldn legyen. Igy egy, az ere-
detihez hasonlé haromszoget kapunk, amelynek beirt kore az eredeti haromszog Feuerbach-kore.
Az 1j haromszog teljesen tartalmazza az eredetit és csak akkor esik egybe vele, ha a Feuerbach-
kor sehol ,nem lég ki” az eredeti haromszoghol, vagyis mindhdarom oldal felez6pontja azonos a
szemkozti csticsbdl induldé magassag talppontjaval, vagyis mindhdrom oldalfelezé merdleges egy-
ben magassag is. Ez pedig csak a szabdlyos haromszognél teljesiil. Azt kaptuk, hogy a beirt kor
sugara a szabdlyos haromszog esetén egyenlé a Feuerbach-kor sugaraval, minden mas esetben
kisebb annal.

Ismeretes, hogy a Feuerbach-kor sugara fele a koréirt kor sugardanak (1. a 7?7 feladatot) tehét
azt kaptuk, hogy a beirt kor sugara a szabalyos hdromszog esetén egyenld a koréirt kor sugaranak
felével, minden mas esetben kisebb annal.

2. megoldas. A feladat allitdsa kovetkezik abbol az ismert Gsszefliggésbol, hogy a beirt kor
kozéppontjanak és a koréirt kor kozéppontjanak d tévolsdgara igaz a d?> = R?> — 2Rr, ahol R a
koréirt kor sugara, r a beirt koré (ldsd a 11.1. feladatot).

9.1. Legyen a P pont vetiilete az AB egyenesen T', T' tavolsiga az ADB szakasz F felezépontjatdl
x, az e egyenes tavolsaga AB-tél d. Nyilvain d = PT. Az egységet véilaszthatjuk gy, hogy AB
szakasz hossza épp két egység legyen. Ekkor az AP? + BP? = (1 —x)? + (1 + )% +2d? = 222 +
+ 2 4 2d2%. Itt csak az els6 tag fiigg P helyzetétdl, s ez akkor minimalis, ha z = 0, vagyis ha T
az AB szakasz felezOpontja. A kovetkezét kaptuk:

Ha P egy szakasszal pdrhuzamos egyenesen fut, akkor e szakasz két végpontjdtol vett tdvol-
sagdnak négyzetdsszege akkor lesz minimadlis, ha P a szakaszfelezd merdlegesen van.

Megjegyzés
Maximum nyilvanvaléan nincsen.

9.2. Vetitsitk mer6legesen az e egyenesre az A és B pontot, vetiiletiiket jelolje A’ illetve B'.
Az A’ B’ szakasz felezOpontjat jeloljiik F-fel, valasszuk az A’ F szakasz hosszat egységnek, jelolje
tovabba F P szakasz el6jeles hosszat x, akkor pozitiv, ha P az F'B’ félegyenesen van.

Ezekkel a jelolésekkel a Pitagorasz-tétel szerint

AP? 4+ BP? = AA? + (14 2)?2 + BB? + (1 —2)?> = AA? + BB + 2 + 222,

Itt csak az 2x%-es tag fiigg P helyzetétdl és nyilvan akkor minimalis, ha « = 0, azaz ha a P
pont az A’B’ szakasz felez6pontja.

Nyilvanvalé, hogy a négyzetosszegnek nincsen maximuma, hiszen ha a P pont ,nagyon tavol”
van az e egyenesen, akkor a négyzetosszeg is tetszélegesen nagy lehet.

9.3.

1. megoldas. A 9.1. feladat megolddsdhoz hasonléan most is nekilathatunk a megolddsnak
szamoléssal :

Legyen a P pont vetiilete az AB egyenesen T, T tévolsidga az AB szakasz F felezépontjatdl
x, az e egyenes tavolsaga AB-tol d. Nyilvan d = PT. Az egységet véilaszthatjuk gy, hogy AB
szakasz hossza épp két egység legyen. A szorzat ugyanakkor lesz minimalis, mint a négyzete. Ez
utébbit felirhatjuk x fliggvényében:

AP?.BP? = [(1—2)? +d?][(1+2)® +d?] = (1 —22)2 +2d%2% +2d° + d* = 2* + 2(d®> — 1)2® +
+ 24 2d? + d*.

Itt 2 + 2d? + d* nem fiigg P helyzetétél. Ha d > 1, akkor x = O-ra a x* +2(d? — 1)2? kifejezés
értéke nulla, kiilonben pozitiv, tehat a keresett minimum x = 0-ndl van, vagyis akkor, ha P az
AB szakasz felezOmerélegesén van.
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Ha viszont d < 1, akkor a z* + 2(d? — 1)a? kifejezés értéke az x2 = 1 — d? helyen, azaz az
x = +v/1 — d? helyeken minimalis.

A szadmolasos megoldds tehat eredményre vezetett, &m a masodik esetben nem latszik kozvetleniil,
hogy mi a kapott megoldds geometriai jelentése. Annyi vildgos, hogy ha az e egyenes az AB sza-
kasztdl legalabb AB /2 tavolsdgra van, akkor a minimdlis szorzatot a szakasz felezémerélegesén
kapjuk, ha viszont e AB/2-nél kozelebb van, akkor két, erre a felez6merdlegesre szimmetrikus
megoldést kapunk. Az is kénnyen latszik, hogy a d = AB/2 hataresetben a felezémer&legesen
levé P pontbdl az AB szakasz épp derékszog alatt latszik, mert P rajta van AB Thélész-korén.

A kévetkez6 (9.3M2.) megoldasbél rogton vildgos lesz a kapott eredmény geometriai jelentése.

2. megoldas. Nyilvanvald, hogy az APB haromszog tertlete fliggetlen P helyzetétdl.

Legyen B pont merdleges vetiilete az AP egyenesen B’. Az AB - BB’ szorzat tehat fiiggetlen
P helyzetétdl. Az AP - BP szorzat tehéat akkor lesz minimdlis, ha BP/BB’ a lehet6 legnagyobb.
Két eset van:

Ha a P pontnak van olyan helyzete, amikor AP és BP merdleges egymadsra, akkor itt lesz
a szorzat minimalis, mert minden mas helyzetben ez az arany kisebb egynél. Tehat ha az AB
atmérdjlii Thalész-kor elmetszi (vagy érinti) az e egyenest, akkor a két metszéspontban (vagy az
egyetlen érintési pontban) lesz az AP - BP szorzat minimalis.

Ha P-nek nincs ilyen helyzete, tehat az AB folotti Thalész-kornek nincs e-vel kozos pontja,
akkor az APB/ szog mindig hegyesszog. A BO/BB' ardny tehdt annédl nagyobb, minél nagy-
obb az APB/ szog. 9.2. feladatbdl tudjuk, hogy ez a szdg akkor a legnagyobb, ha P az AB
szakaszfelez6 merdlegesen van.

Azt kaptuk, hogy

— ha az AB atmér6ji (Thalész-)kornek van e-vel kozos pontja, akkor ezekben a kozos pontok-
ban (vagy érintés esetén ebben a kozos pontban) lesz az AP - BP szorzat minimalis;

—ha az AB a4tmér6ji kornek nincs e-vel kozos pontja, akkor az AB szakasz felezémerdlegesének
és e-nek a metszéspontjaban lesz a szorzat minimalis.

Ez utdbbi eset pontosan akkor all fenn, ha az e egyenes tavolsaga az AB egyenestdl nagyobb

AB/2-nél.

9.4. Ha a haromszog derékszogli, akkor a Pitagorasz-tételbdl és a Thalész-tételbol azonnal
kovetkezik az allitas.

Ha a haromszog tompaszogl és ugy betiizziik az oldalakat, hogy c-vel szemben van a tom-
paszog, akkor a 9.1. feladat szerint a® + b?> < c?, tehat a harom oldal négyzetdsszege kisebb
2¢%-nél, masrészt ¢ hossza kisebb az atmérénél, tehat a harom oldal négyzetosszege valéban
kisebb 8 R?-nél.

9.5. Ismeretes, hogy az ABC haromszog koréirt korének K kozéppontjabdl az M magassig-
pontba mutaté K M vektor egyenl6 KA + KB + KC-vel. Ttt mindharom vektornak R a hossza,
tehdt KM? = 3R? + 2(KAKB + KBKC + KCKA). Azt kapjuk, hogy

AKAKE + KBEC + KCKA) = 3R? — KM?.

Masrészt példaul a? = (ﬁ — ﬁ)2 — 9R? — 9KBKC. Az oldalak négyzetosszege tehét
egyenls 6R? — 2KAKB + KBKC + KCKA) = 9R? — K M>-tel.

Mivel K M? nem negativ, a feladat allitdasat bebizonyitottuk. Egyenldség akkor és csakis akkor
all fenn, ha K = M, azaz ha a haromszog szabdlyos.

9.1. Tegyiik fel, hogy a ) pont nincs a haromszog keriiletén és legyen a PQ) félegyenes met-
széspontja az ABC hiromszog keriiletével Q'. A hdromszogegyenlétlenség szerint QQ' + Q'R >
> QR, ezért a PQ'R hiromszog kertilete is nagyobb a PQR haromszog keriileténél. Ezt az
eljarast folytatva azt kapjuk, hogy a PQR haromszog keriiletét névelni tudjuk, amig minden
cstcsa a haromszog keriiletére nem keriil. Ha viszont a hdrom cstics a keriileten van, akkor ismét
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a haromszogegyenlotlenségbdl kovetkezik, hogy PQR keriilete akkor a legnagyobb, ha a harom
csticsa az ABC' haromszog csiicsaval egyezik meg.

9.2. Ha L nem konvex, akkor vegyilk L konvex burkdt. Ennek keriilete kisebb. A tovabbiakban
ezt tekintjiikk L-nek, és azt latjuk be, hogy K keriilete nem nagyobb ennek a teriileténél.

Legyen P és R a K sokszog két szomszédos csticsa. Mivel K konvex, ezért a PR egyenes K
tamaszegyenese, azaz az egész K sokszog az egyik oldalan fekszik. Képzeljiik gy, hogy a PR
egyenes vizszintes és a K sokszog folotte van. Messe PR az L (konvex) sokszog kertiletét a P’ és
R’ pontokban. Ha P’ és R’ az L sokszog két szomszédos cstcsa, akkor nem csindlunk semmit.
Ellenkez6 esetben az L sokszognek van egy darabja, ami a PR egyenes alatt van. Helyettesitsiik
a P'R’ szakasszal az L konvex sokszog keriiletének ezt a darabjat. Nyilvdnvald, hogy L keriiletét
ezzel csokkentettiik.

Ezzel a K és az L sokszog egy oldalegyenesét azonossa tettiik tgy, hogy kézben L keriilete
csokkent — kivéve, ha a két oldalegyenes mar eleve azonos volt. Az eljarast addig folytatjuk,
amig K és L oldalegyenesei azonosak lesznek. Ekézben K valtozatlan maradt, L kerilete pedig
legaldbb egyszer csokkent, ha K és L nem voltak eleve azonosak.

Megjegyzés. Erdemes meggondolni, hogy miért nem alkalmazhaté az &ltaldnos esetben 9.1.
feladat megoldasanak eljarasa.

9.1. Legyenck az oldalak ellenkezd negyedelépontjai Co, As, Bs. Irjuk fel a hiromszogegyen-
16tlenséget az C1Cy A, hdromszogre (C1Cy + Co Ay > C1 A1) és téarsaira, illetve a C1 BA; harom-
szogre (C1B < BA; + C1 A1) és térsaira.

Megjegyzés: az als6 becslés 1—72K -ra javithato a %m = CTA{ + QCTBl> Osszefiiggés és tar-
sainak alkalmazéaséval, haromszogegyenlotlenséggé alakitasaval.

9.2. Eredmény: a) a kozépharomszog belseje.

9.4. (1) igy irhato:
(a—="0b)(b—c)(c—a)
(a+b)(b+c)(c+a)

Innen a) azonnal adédik, b)-hez haszndljuk az |a — b|] < ¢, |b — ¢| < a, |c — a|] < b, haromszog
egyenlétlenségeket, majd paronként a szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenséget (péarok:

pl. Va és Vb).

9.7. A 9.6. feladat szerint a ¢ oldalhoz tartozé sulyvonal hossza legfeljebb fele c-nek.

A maésik két silyvonalat az oldalakkal kifejezve, majd az osszegiiket a szamtani és négyzetes
kozép kozotti egyenlétlenséggel feliilrdl becsiilve azt kapjuk, hogy s+, < v/(4c2 + a? + b2)/2 <
< V/2,5¢. Azt kapjuk, hogy ha egy haromszogben a ¢ oldallal szemben nem hegyesszog van, akkor
a stlyvonalak 6sszege legfeljebb (0,5 + 1/2,5)c.

Egyenléség akkor van, ha c-vel szemben derékszog van és a haromszog egyenlGszara.

10. Az Apolléniusz probléma I.
10.5.

1. megoldas. Jelolje az F'F' szakasz felezbmerdlegesét f.

Ha f parhuzamos d-vel, akkor a keresett kor sugara f és d tdvolsdga, innen a szerkesztés
egyszeri.

Egyébként legyen G = f N d és tekintsiink egy tetszéleges k kort, amelynek K kozéppontja
f-en van és érinti d-t. A k kort G-bél nagyithatjuk a keresett korbe. Legyenek a GF' egyenes
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és k metszéspontjai Py, P», és messe a K P egyenessel, ill. K P»-vel parhuzamos F-en athalado
egyenes f-et az O1, ill. az Oy pontban. Ezek a keresett kézéppontok.

2. megoldas. Jelolje az FF' szakasz felezémerSlegesét f, a keresett kor(6k) kozéppontjat f-en
O, f és d metszéspontjat G, az O pontbdl d-re allitott meréleges talppontjat Or. Az OGOr
haromszog G-nélfekvé belsd szoge adott, igy ismert az OOp/OG = OF/OG arany is. Az O
pontot tehét f-bol kimetszi az (F, G) pontparhoz tartozé adott ardnyi Apolléniusz-kor.

3. megoldas. Ha az FF' egyenes parhuzamos d-vel, akkor a keresett kor az FF’ szakasz
felezbmerdlegesének d-vel valdé metszéspontjan is atmegy, igy konnyen szerkeszthetd.

Jelolje az F'F' egyenes és d metszéspontjat P, a keresett [ kor és d érintési pontjat T. A P
pontnak az [ korre vonatkozé hatvanya kétféleképpen is kifejezheté: PF - PF' = PT?. Innen
PT-vel egyenlé hosszisagu szakasz konnyen szerkeszthetd (lasd aldbb) és a PT tévolsag P-bél
d-re (mindkét irdnyban!) felmérhet8, az F, F', T pontokon athaladé kor a kivant tulajdonsagi
lesz.

Vv PF - PF' hosszisagu szakasz szerkesztheté a magassagtétel felhasznalasaval is, de a P pont-
bél egy tetszbleges F-en és F'-n is dthaladé korhoz hiizott érinté hossza is épp ennyi.

11. Kor és pont

11.2. Tikrozzik az AXY haromszoget az A-bdl induld szogfelezére. A kapott AX'Y’ harom-
szogben X' az AC oldalegyenesen van, Y’ az AB oldalegyenesen van. Tehat az AX'Y’ harom-
sz0g pontosan akkor hasonlé — a csticsok ilyen sorrendjében — az ABC' hdromszoghoz, ha XY’
parhuzamos XY -nal. Masrészt XY’ pontosan akkor parhuzamos BC-vel, ha XY antiparalel
BC-vel.

11.3. A 11.2. feladat szerint XY pontosan akkor antiparalel a BC' oldallal, ha AXY haromszog
hasonlé az AC B héromszoghoz (a cstcsok ilyen sorrendjében). Ez pedig pontosan azt jelenti,
hogy az AXY / = ACBZ. Azt kaptuk, hogy XY pontosan akkor antiparalel a BC oldalhoz, ha
az AXY / irdnyitott szog egyenlé az BC' A/ irdnyitott szoggel. Megjegyezziik, hogy ez az allitas
irdnyitott szogekkel okoskodva az antiparalel a 11.1.-ben emlitett mind a négy helyzetében igaz.

Ha példaul az XY szakasz a haromszog belsejében van, akkor a két szog egyenlGsége azt
jelenit, hogy az X-nél levé kiilsé szog megegyezik a C-nél levd belsé szoggel, tehdat a BXYC
négyszog hiurnégyszog. Ha az XY szakasz a BC-nek A-val ellentétes oldaldn van, akkor ugyanez
az X-nél levé bels6 szog és a C-nél levs kiils6 szog egyenlOségét jelenti. A maradd két esetben
pedig azt kapjuk, hogy C' és X a BY f{olotti azonos latokoriven vannak.

11.4. Legyen a B-bdl indulé magassag talppontja S, a C-bdl indulé magassagé T. Mindkét
talppont rajta van a BC folotti Thélész-koron, tehat B, S, C, T egy koérén vannak. Ebbdl
a 11.3. feladat szerint kovetkezik, hogy ST antiparalel BC-vel.

11.5. Tikrozzik az XY szakaszt az A-bol induld szogfelezére! Pontosan abban az esetben
kapunk BC-vel parhuzamost, ha az XY szakasz antiparalel BC-vel. Masrészt a KA sugér-
egyenesnek az A-bol induld szogfelezore vald tiikorképe az A-bol indulé magassigegyenes (1.
a 77. feladatot) Az XY és a KA egyenes pontosan akkor meréleges egymésra, ha titkorképeik
is merélegesek egymasra, vagyis ha XY antiparalel BC-vel.

11.7. Legyen R, S és T rendre az A-bdl, B-bél és C-bél indulé magassag talppontja és K a
koréirt kor kozéppontja. Az ATKS, BTKR és CRKS négyszogek egyrétiien lefedik az ABC
hegyesszogli haromszoget. Masrészt példaul az ATKS (hir)négyszog AK atldéja merdleges T'S-
re, hiszen ut6bbi antiparalel BC oldallal (1. a 11.5. és a 11.4. feladatot). Tehat az AT K .S négyszog
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teriiletének kétszerese egyenlé az atlok szorzataval, azaz ST - KA. Itt KA = R, ahol R a koréirt
kor sugaranak hossza.

Ugyanezt az okoskodédst a masik két négyszogre is elismételve azt kapjuk, hogy az ABC
haromszog teriiletének kétszerese egyenlé (ST +T R+ RS) - R-rel, és itt a zardjelben a talpponti
haromszog keriilete all.

A megoldéashoz felhasznaltuk, hogy ha egy négyszog két atléja merdleges egymadsra, akkor
a négyszog teriiletének kétszerese egyenld az atlok szorzatara, és ez akkor is igaz, ha konkav
négyszogrol van szo.

11.9. Az XY Z haromszog X-b6l indulé bels6 szogfelezdje egyrészt atmegy A-n, az Y Z oldalhoz
irt kor kozéppontjan, masrészt merdleges a C'B oldalra, hiszen ez utébbi az X-en atmend kiilsé
szogfelezd. Tehdat AX az ABC haromszog A-bdl indulé magassaga.

A feladatban szereplé XY 7 tehat az ABC haromszog talpponti hdromszoge. A 11.4. feladat
szerint e haromszog oldalai antiparalelek a megfelel¢ oldallal — példaul az XY szakasz az AB
oldallal — és ezt kellett bizonyitani.

11.10. A hozzairt kérok kézépppontjaibdl alkotott A haromszog magassagai éppen az eredeti
haromszog belsé szogfelezdi, talpponti haromszoge tehat az eredeti haromszog. A 11.8. feladat
szerint tehat A teriletét ugy kapjuk, hogy Osszeszorozzuk az ABC hiromszog keriiletét és a
A haromszog Feuerbach korének sugarat. Csakhogy ez a Feuerbach kor dtmegy a magassagok
talppontjan, vagyis azonos az ABC' haromszog koré irt korrel.

11.11. A BC oldallal antiparalel szakaszok felezépontjait tiikrézve az A-bol indulé szogfelezére
a BC oldallal parhuzamos szakaszokat kapunk (amelyek két végpontja az A-bol induld két
oldalon van). Ezek felezépontjai — a kozéppontos hasonlésig alaptulajdonsigai szerint — egy
A-ra illeszked$ egyenest alkotnak (az A pont kivételével). Ezen az egyenesen rajta van a BC
oldal felez6pontja, vagyis e parhuzamos szakaszok felez6pontjai épp a siilyvonal egyenesét adjak
(az A pont kivételével). Az antiparalelek felezOpontjai tehat a stlyvonalnak a szogfelezére vett
tiikorképét adjak, szintén az A pont kivételével.
Az A-n bdl induld szimedidn tehdt az A-ra illeszked6 silyvonal tiikorképe a szogfelezore.

11.12. Valamely csicshoz tartozd sugéregyenes az ugyanebbdl a csticsra illeszked6 magassigvon-
alaknak a szogfelezére vett titkorképe. Altaldban is igaz a kovetkezd:

Legyen P az ABC haromszog belsé pontja. Tiikrozzik a P pontot a harom oldalra. Az igy
kapott hdrom pont mint cstcs altal meghatarozott haromszog koréirt korének kézéppontja legyen
P'. Ekkor AP és AP’ tiikkros az A-bdl indulé szogfelezére és ugyanez igaz a mésik két csticsra is.

Tiikrozziik ugyanis a P pontot egyrészt az AB, masrészt az AC oldal egyenesére, a kapott
két tikorkép legyen P3 és Ps. A tengelyes tiikrozés tulajdonsiagaibdl azonnal kévetkezik, hogy
AP; = AP = APy, tehat a P3P, szakasz felezémerdlegese, e; atmegy az A cstcson és felezi a
Py AP3/ szoget. Tovabba kovetkezik az is, hogy PobAP3/ =2CAB/.

Legyen ey egy, az ABC haromszog belsejébe es6 pontja E. Ekkor PSAE/ = BAC/ = EAPy/,
amibol kovetkezik, hogy PsAB/ = PsAE/ — BAE/ = BAC/ — BAE/ = EAC /. Mésrészt a
tiikkrozés miatt PsABZ = BAP/Z. E két eredményt Osszehasonlitva azt kapjuk, hogy a BAP/
sz0g és az FAC/ szog egyenld. Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy az AP és az AFE egyenes
tiikros az A-bdl induld szogfelezére. Az utébbi azonos az AP’ egyenessel. Ezzel az allitasunk
bizonyitasat befejeztiik.

11.1. A PA, By, PBsAs haromszogek hasonléak, mert szogeik egyenlék: P-nél csucsszogek
vannak, mig PAsBy/ = A1B1 P/ és B1ByAy/ = PBy Ay /. Val6ban, a/k'c)r\AlBg ivéhez tar-
tozik az A1AsBy/ = PA3By/ és az A1B1By/ = A1 B P/ sz6g, mig a By Ay ivhez tartozik a
B1A1A24 = BlAlpé és a BlBQAQZ = PBQAQZ SZég.
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A hasonldsagbdl:
PA;  PB

PB;  PAy’
azaz PA1 PA2 :PB1 PBQ

11.2. Az abra a ?77?. feladathoz képest kissé méas, de PA;By, PByAs haromszégek most is
hasonléak és az indoklds sem kiilonb6z6, mint 11.1M-ben. A hasonldsagi ardny felirdsabdl itt is
a

PA,-PAy=PB;,-PB, (1)

osszefiiggéshez jutunk, melyet Szeld-tétel néven szokés emliteni. A fenti (1) képletben szerepld
szorzatok egyenld értékét — amely tehét tetszoleges P-n atmend szelén szamolhaté —a P pont k
kérre vonatkozo hatvdnydnak nevezzik.

Erdemes a hatvanyt el8jelesen értelmezni. Ha P a kor belsé pontja, akkor a P-t6l A; ellenkezé
irdnyban van, mint As, tehat a PAy, PAs irdnyitott szakaszok szorzata negativ. Ilyenkor a P
pont korre vonatkozé hatvanyan is ezt a negativ el6jelii szamot értjiik. Ha P a kordn kiviil
helyezkedik el, akkor P-t8l A és As azonos irdnyban van, a hatvany értéke is pozitiv.

Logikus a k korre illeszkedd pont k-ra vonatkozé hatvinyan a 0 szamot érteni, a tovabbiakban
ezzel ez értelmezéssel dolgozunk. Az el6jelezést tovabb motivalja a 11.3. feladat, a fogalom
egyszeriiségét és hasznossagat mutatja a 11.4. példa.

11.3. Haszndljuk fel a szel6-tételt (lasd a 11.1M.), valasszunk egy specidlis szel6t, azt, amelyik
atmegy a k kor kozéppontjan! Ha ezt a szel0t szamegyenesnek tekintjiik, amelyiknek origdja a
P pont és pozitiv irdnya P-t6l a kor O kozéppontja felé van (illetve tetszéleges irdnyban, ha
P = 0), akkor O a d szamnal, a k kor és a szel§ metszéspontjai a (d + r), (d — r) szdmoknal
lesznek. A P pont k kérre vonatkozé (eléjeles) hatvanya tehat (d +r)(d —r) = d? — r2.

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény tokéletesen megfelel a koérre vonatkoz6 hatvany eldjeles
fogalménak is. Ertéke pontosan akkor pozitiv, ha d > r, tehat P a koron kiviil helyezkedik el,
akkor 0, ha d = r, tehat P a koron van és akkor negativ, ha d < r, tehat P a kor belsejében
van.

11.5. Igaz. Legyenek az Ay, B, As pontokon dtmené k kornek és a b egyenesnek a metszéspon-
tjai By és Bj. A szel6-tétel szerint PA; - PAy = PBy - PBj, igy PB] = PBy, ahol a korre
vonatkoz6 hatvany eléjele alapjan az is meghatarozott, hogy P-t6l B melyik irdnyban van, igy
Bj megegyezik Ba-vel.

11.18. Ha a h egyenesnek a K, L korokkel valéo méasik metszéspontjai Vi és Vr,, akkor a nagyitas-
nal egymésnak megfeleld szakaszok hosszanak aranya egyenld:

HV, HUp
HUyx  HVy'
azaz
HV; - HVy = HU;, - HUf. (1)

Ha a H-t tartalmaz6 h' egyenes és a K, L korok metszéspontjai az eléz6ekhez hasonlé elren-
dezésben Uj, Vi és Uy, V], akkor egyrészt

HV] - HV}, = HU}, - HU}, (2)

masrészt

HVy,-HUL = HV] - HU,,  HVk-HUg = HVj - HU, (3)
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Vi Uk
B—= V!
\ U, \ L

— 3 o T

11.18M.1. &bra.

hiszen ez a két egyenlet a szel6tétel a H pontra és a K korre, illetve H-ra és L-re (a H pont K,
ill. L korre vonatkozé hatvanya). A (1), (2), (3) Osszefliggések egymast kovet6 alkalmazasaval

(HU, - HUg)?> = HUy, - HUg - HVy, - HVi = HU} - HU}, - HV} - HV}. = (HU} - HU},)?,

azaz |HUL - HUk| értéke a h szel6 valasztasatol fiiggetlen allando.

Masrészt HUp, - HUk elGjele is fliggetlen h-tél, hiszen pozitiv, ha H a kiilsé hasonlésigi
pont és a K, L korok kiilsejében van vagy belsé hasonlésigi pont mindkét kor belsejében illetve
HUp, - HUg el6jele negativ, ha kiils6 hasonlésagi pont a két kor belsejében vagy bels6 hasonlésagi
pont mindkét kor kiilsejében. Q.E.D.

Megjegyzés

Ha a két kor egymas eltoltja, akkor egyik hasonléségi pontjuk a ,végtelenbe” megy, a hason-
16sagi ponton atfektetett szel6k egymaéssal parhuzamos szelékké valnak. A Steiner hatvany ekkor
is értelmezheto.

11.1.

1. megoldés. A 6.9. feladat b) részének megoldasa szerint d,p, = 2Rr, masrészt p,d, a beirt
kor kozéppontjanak a koriilirt korre vonatkozé hatvénydnak abszolit értéke, ami a |d? — R?|
alakban is frhat6. A beirt kor a koriilirt kéron beliil van, igy d < R, azaz R?> — d?> = 2Rr, amit
bizonyitani kellett.

2. megoldas. Lasd a G.II1.3.4. feladatot és megoldasat.

11.2. Induljunk ki a kész abrabdl. Jelolje az adott pontot P, a két kort & és [, kozéppontjaikat Oy,
és Oy, a megoldast jelentd p egyenes és k metszéspontjait A és B, az O-bdl p-re dllitott merélegest
e, metszéspontjukat Q. Toljuk el az [ kort a ]@ vektorral! Az igy kapott O; kozépponti I’ kor
és a k kor kozos centralisa a p-re merdleges e. A p egyenesbdl a k, [ korok egyenlé hurokat
metszenek ki, ez épp azt jelenti, hogy I’ d&tmegy az A, B pontokon (lasd az 1. brét).

Az O} pontot szeretnénk megszerkeszteni. A P pontnak az I’ korre vonatkozé hatvinya ismert,
ez a PA - PB szorzattal egyenld, ami a P pontnak a rogzitett k korre vonatkozé hatvanyaval
egyenld. Mivel I’ sugara is adott (az [ sugara), igy a PO; tévolsag is adott (11.3. feladat). Mésrészt
az 0,0]0y hdromszog O;-nél derékszogl, igy O illeszkedik az OO, szakasz Thalesz korére is.
Tehét O] a Thalesz kor és a P kozépponti PO; sugart kor metszéspontjaként adédik.

11.4. A vizsgalt kifejezés formailag nem szimmetrikus az A, B, C cstucsok szerepe szerint, de
tartalmilag mégis fennall a szimmetria. Megmutathato, hogy

BX-CX CX-AX AX BX 0
A X BX O O4X
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11.2M.1. 4bra.

ahol By és C] a BX illetve a CX egyenes és a koriilirt kor masodik metszéspontjat jeloli.

Vegyiik észre, hogy ha X az AC szakasz egyik latokorén mozog, akkor a C X A; haromszog
szogei valtozatlanok, igy a fl—))(( ardny értéke is allandé. A Biﬂ# tort értéke ezen az iven akkor
lesz minimalis, ha BX a legkisebb, azaz BX atmegy a latékor kozéppontjan.

Tegyiik fel, hogy az f(X) = Bi(g(X fliggvénynek van minimélis értéke az ABC harom-
szoglapon (ennek bizonyitdsatol eltekintiink, a magasabb analizis elveivel igazolhaté a mini-
mumbhely létezése). Erre az X minimumbhelyre illetve az el6bb elmondottak, illetve a (1) egyenlet
szerint teljesiil, hogy AX, BX, CX rendre &tmegy a BC X, a CAX, az ABX héromszog koriilirt
korének kozéppontjan. A 6.15. feladat megoldasa szerint a haromszog belsejében egyetlen ilyen
pont van, a haromszog beirt korének I kézéppontja, tehat az a minimumhely.

A 6.9. feladat jelolései és c) részének eredménye alapjan f(I) = %1(’;] = BPe = 2r, tehit az
f fuggvény minimuma 27 és azt a beirt kor kézéppontjaban veszi fel.

12. A sik hasonlésagi transzformacio6i

12.3. Jeldlje a P1Q1, P,Q2 egyenesek metszéspontjat B (ha ezek parhuzamosak, akkor kozép-
pontos hasonlésagrdl van szd, azaz forgatas nem is kell). A Py Po B, Q1Q2B héromszogek koriilirt
korének B-tél kiilonbozé (ill. B, ha nincs més) metszéspontja lesz a forgatva nytjtas kozéppontja
(lasd a 12.1. feladatot).

12.7.

1. megoldas. Tekintsiik azt a D centrumu forgatva nyujtdst, amely B-t A-ba viszi. Legyen
ennél a transzformaciéndl C képe C’'. A DCB, DC’A haromszogek most hasonléak (14sd az 1.
abra bal oldalat), igy
C'A DA 1
CB ~ DB e
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azaz, DA.CB
C'A= —DE (2)
Masrészt az emlitett forgatva nyuijtas szoge:
BDA< =CDC'<q 3)
ardnya pedig -
DC ~— DB’ )

igy a CDC’, BDA héromszogek is hasonl6ak (ldsd az 1. abra jobb oldalat), hiszen D-nél fekvd
szOgiik (3) miatt, mig D-bdl indulé oldalaik ardnya (4) miatt egyenls. E hasonlésagbél

cc’  DC

A8~ DB’ (5)
azaz DC AB
, DO
cc = =22 6)
D D
C e C
A& A4
B B

12.7M1.1. 4bra.

Irjuk fel a haromszog-egyenlbtlenséget az ACC’ haromszogre! AC < AC! + CC', azaz

<DA-C’B+DC’-AB (7
- DB DB '’

AC

amibdl D B-vel val atszorzassal kapjuk a bizonyitandd egyenlGtlenséget.
Az AC < AC' + CC" haromszog-egyenlétlenségben pontosan akkor teljesiil az egyenldség, ha
C" az AC szakaszon van, azaz ha

CC'D<a+ DC'A<=180° (mod 360°). (8)
A hasonlésidgok miatt ezek a szogek kicserélhetdek és a feltétel ebben a forméba irhatd at:
BAD<+ DCB< =180° (mod 360°). 9)

Két esetet kiilonboztetiink meg: BAD<t=0 (mod 180°), vagy BAD< #0 (mod 180°), azaz
ha A a BD egyenesre esik vagy nem. Az el6bbi esetben vagy BAD< = 0 (mod 360°) vagy
BAD< =180 (mod 360°), tehat A vagy a BD szakaszra vagy annak komplementerére esik a
BD egyenesen. A (9) Osszefiiggés azt mondja, hogy ekkor C' is a BD egyenesre esik, de forditva,
mint A, tehdt ha A a BD szakaszon van, akkor C annak komplementerén, mig ha A esik a
komplementerre, akkor C' a szakaszra.
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Ha BAD< # 0 (mod 180°), akkor A a BD pontpar egy val6di latékorén van. Ekkor (9)
szerint

BAD<+ DCB<=0° (mod 180°), (10)

azaz

BAD< = BCD< (mod 180°), (11)

tehdt C' is ugyanazon a latokorén van, de mivel (9) szerint
BAD< = 180° + BOD< (mod 360°), (12)

igy A és C a latékoron a BD hir ellenkezd oldaldra keriil.
Eredményeink igazoljak a feladat allitasat.

2. megoldas. Az Osszefiiggés komplex szamokkal is igazolhaté. Lasd a 77. feladatot

12.1. [4]

Eredmény: PM N/ =90°, PM = PN.

Nyilvan feltehetjiik, hogy az ABC haromszog pozitiv kortljardsi. Ebben az esetben irdnyi-
tottan értelmezve:

BNC/ = -105°, BPA/=-105°,  AMB/ = —150°.

12.1M.1. &bra.

Legyen A = % = %—g = :igggz és tekintsiik az aldbbi harom forgatva nyujtast, mint transz-

formécidjat:
N;105 : kozéppontja N, forgdssoge —105°, nytjtasi ardny A.
plos”. kozéppontja P, forgdssdge —105°, nytjtési ardny .
A
M, 1057, kozéppontja M, forgassoge —150°, nyujtési ardny 1 (ez tehat egyszeri forgatas).

c s 2

gb — ]\41—105O o P;lOSO ON>\_105O (1)

(tehdt elsbb Ny 1%%°-t, majd Py 10%°-t, végiil M; 19"t hajtjuk végre.
A
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12. A sik hasonlosdgi transzformdcioi

Allitjuk, hogy a ¢ transzformécié az identitds. A ¢ transzformécié egybevagssdg, hiszen egy
A és egy % ardnyu hasonlésag szerepel benne, tehdt minden szakasz képe olyan hosszt lesz,
mint eredetileg volt. A ¢ transzformécié koriiljardstartd, hiszen minden Osszetevéje is az. A ¢
transzformaciéonal barmely irdanyitott szakasz képe az eredeti szakasszal parhuzamos és azonos
irdnyitasid, hiszen a nagyitasok nem valtoztatjak a szakasz allasat, a forgasi szogek Osszege pedig
—105° 4+ —105° + —150°

—360°. Mindezekbdl kovetkezik, hogy ¢ egy eltolds. A transzformaé-
cidkat ugy értelmeztiik, hogy ¢(B) = B is teljestiljon. Valéban,
$(B) = Mf105° o P;105° oN;105°(B) _ Mf105° <P%105° (N;105° (B))> _

— M1—105° (P%_1050(C)) — M1—105°(A) — B.

A ¢ transzformacio tehat egy olyan eltolds, amelynek van fixpontja, tehat ¢ valéban az identités.

12.1M.2. &bra.

Tekintsiik most az M pont ,,palydjat” a (1) transzformécié fokozatos végrehajtasanal! Legyen

N%Y(M) = K.
Ekkor sziikségéppen

PrI%(K) = M,
A
hiszen

M= ¢(M) = M1—105° (Pl—105° (N/\_105O (M))> _ M1—105° <P1_1050 (K)> :

’ —_— o ’ L 7’ .
és a M, 105 transzforméci6 csak az M pontot képezi M-be.
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Megmutatjuk, hogy az M N K P négyszog deltoid, melynek szimmetriatengelye M K és a P-
nél fekvé szoge 90°. A BNC, M N K haromszogek hasonldk, hiszen N-nél fekvd szogik és N
melletti oldalaik hosszdnak aranya is egyenlé (gondoljunk az Ny 105° transzformaciéra). Az APC),
M PK is hasonlok (most M, 105%_re gondoljunk). Mivel megadott adataik alapjan az APC, BNC
haromszogek is hasonldk, igy a MNK, MPK haromszogek is hasonlék. Ezek egy megfelelo
oldala egybeesik, igy egybevigok is. Tehdt M N K P valéban MK szimmetriatengelyti deltoid,
és KMN/ = CBN/Z révén M-nél fekvo szoge 90°.

A PM N haromszog tehat egyenld szaru és derékszogi.

12.2. Tegyiik fel, hogy az ABC pozitiv koriiljarast haromszog. Tekintsiik azokat a forgatva
nytjtasokat, amelyek kozéppontja rendre M, N és P és amelyek rendre A-t B-be, B-t C-be,
C-t A-ba képezik.

12.2M.1. &bra.

Az AMB, BNC, CPA haromszogekben kiszdmolhatok a transzformaciok forgésszogei és a
nyujtasok ardnyai (lasd az 1. dbrat). Tehat az alabbi forgatva nydjtasokat vizsgaljuk:

Mn_113507 Nn_10507 Pp—lQOO7 (1)
ahol az m, n, p nagyitasi aranyok értéke
sin 15° sin 30° sin 45°
"= s " Temase P smise @
Vegyiik észre, hogy a transzformaciok
Qb _ prl20° ON;1050 OM;L135O (3)

i6ja 105° " yégiil a Pp_1200 forgatva nyuajtast végezzik

el) barmely irdnyitott szakasz Osszesen
(—120°) + (—105°) + (—135°) = (—360°)
-kal fordul el, és hossza a

sin15° sin30° sin45°
P = Gin30° sin45° sin 15°

-szeresére valtozik, tehat egy eltoldsrdl van sz6. A ¢ transzformécié azonban az identitds (a 0
vektorral valé eltolas), hiszen az A pont a transzformdci6 fixpontja.
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Mivel az identitdsnak az M pont is fixpontja, igy ha N, 10°° (M) = M’, akkor Pp_12OO(M’) =
= M. Az MNM', BNC haromszogek hasonléak, hiszen az N, 105° transzformécional M képe
M’, mig B képe C. Ebbdl adbdik, hogy NMM'/ = NBC/ = 30°. A Pp’1200 transzformacio
vizsgalatabol hasonléan adédik, hogy M'M P/ = CAP/ = 15°, tehat

NMP/ = 30° 4+ 15° = 45°.
Végiil M helyett az N, P pontokat hasonléan vizsgalva kapjuk, hogy

PNM/ = 45° + 30° = 75°, MPN/ = 15° + 45° = 60°.

12.3. Tegyiik fel, hogy a feladatban emlitett haromszogek mind pozitiv koriiljarastak. Tekintsiik
a C kozéppontii /3 ardnyt, 30°-os forgatva nytjtds és a B kozéppontt 60°-os forgatés

¢ =B o C%

CHQ =4, CHEPFP)=N
és
B (A) =M, B (N)=cC,
igy
p(Q)=M,  ¢P)=C.

A ¢ transzformécié osszesen 90°-kal forgat és /3 ardnyban nyujt, igy az allitdst igazoltuk.

12.4. Legyen ABCD pozitiv kériiljarasu és jelolje a BC, DA oldalakra kifelé emelt szabalyos
haromszogek kézéppontjat P ill. Q, az AB, C'D oldalakra emelt szabdlyos haromszégek harmadik
csucsat M ill. N. Tekintsiik az M koriili —60°, a P koriili —120°, az N koriili —60° és a () koriili
—120° forgatasok

w _ Q*lQOO o ]\/*760O o P*lQOO o ]\4’760O

c sz

identitas. Tekintsiik most a
1/}1 _ OP7120° o ]\4’76007 ¢2 _ Q*l?(]o o N*GOO

kompoziciékat! A 1) transzformacié egy 90°-os forgatas, melynek kézéppontja az az Oy pont,
amelyre az M O1 P hiaromszog félszabalyos: és

PMO+/ = 30°, O1PM/ =60°, MO1PZ =90°,
mig Y9 egy 90°-o0s forgatas, melynek Os kézéppontjara NOsQ félszabalyos:
QNOy/ = 30°, 0,QNZ = 60°, NOyQZ =90°.

Mivel ¥ = 1) 09y az identités, igy O1 és Oy megegyezik. E koz6s pont koriili /3 ardnyi, 90°-os
forgatva nyujtas a PQ szakaszt N M-be viszi, e két szakasz tehat meroleges egymaésra és ardanyuk

V3.
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12. A sik hasonldsdgi transzformdcioi Megoldasok

12.1M.1. 4bra.

12.1. (A Ptolemaiosz tétel klasszikus bizonyitdsinak mintdjdra)
1. Tekintsiik azt a B koézépponti forgatva nyijtast, amely D-t C-be viszi. Ennek ardnya A\ =
= B szoge B+ P1, A képe Ap. AD képe ApC, igy ApC = S AD.

1.a. Koénnyen igazolhat6, hogy ABCD pontosan akkor hirnégyszog, ha Ap illeszkedik az AC
szakaszra.

1.b. A forgatva nyujtdsok révén az ABAp, DBC haromszogek B-nél fekvd szogei és a B
melletti oldalaik ardnya egyenld, igy ezek a haromszogek hasonléak. Kovetkezésképpen AAp =
AB
= £2DC.
BD

2. Tekintsiik azt a D kézéppontu forgatva nyujtast, amely B-t C-be viszi. Ennek ardnya Ay =
= DG szoge § + 01, A képe Ap. AB képe ApC, igy ApC = B AB.

2.a. Koénnyen igazolhat6, hogy ABC D pontosan akkor hurnégyszog, ha Ap illeszkedik az AC
szakaszra.

2.b. A forgatva nyujtasok révén az ADAp, BDC haromszogek D-nél fekv szogei és a D
melletti oldalaik ardnya egyenld, igy ezek a haromszogek hasonldak. Kovetkezésképpen AAp =
AD
= £2BC.
DB

3.a. 1.b. és 2. Osszevetésébdl kapjuk, hogy AAp = ApC, mig 1. és 2.b egyiitt azt adja, hogy
ApC = AAp. Az AAgC Ap négyszog tehat vagy valodi paralelogramma, vagy az AC szakassza
fajul. Az utébbi eset pontosan akkor kévetkezik be, ha ABCD hirnégyszog.

3.b. A feladat szovegében definidlt P pont a DAp, BAp egyenesek metszéspontja. Legyen

tovabba A, az AAp, DAp egyenesek metszéspontja, Az pedig a CAp, BAp egyenesek met-
széspontja.

187



Megoldasok 13. Parabola, ellipszis, hiperbola

d4.a. Az AApA)},, CAzAp hiromszogek hasonléak és ellenkezd koriiljardstak, hiszen két
szogik is egyenld: ApAA,/Z = AzCAp, mert ezek a 3.a. paralelogramma szemkoztes szogei;
mig AApA,/Z = CAZApZ, mert ezek az ADAp, illetve a BAAp hiromszog Ap-nél illetve
Ap-nal fekvo kiils6 szogével, azaz mindkét esetben (5 + 81 + d + d1)-gyel egyenlék.

4.b. Az AApA),, C Ay Ap hiromszogeket az ApP A’y sz0g szoglelez8jére vonatkozo titkrozés
és egy P centrumi kézéppontos hasonlésag viszi egymasba. Valdban, a tiikrozés A PAp félegyen-

est a Py B’ félegyenesre képezi, a A = 53}5 ardnyu nagyitdssal pedig A, végil Ap-be, Ap pedig
D

A's-be, hiszen A Ap és ApAly parhuzamosak, igy A = i—ﬁg. Az irdnyitdsvalté hasonlésidgot

méar meghatarozza két pont és a képe, igy A biztosan C-be megy at a megadott kompozicional.

5.a. A 4.b.-ben magadott transzformécié a PAAp haromszoget a PC A’y haromszogbe képezi,
tehét ez a két hdromszog hasonléd. Ez a két hadromszog akkor is hasonld, ha az AAp A, CAz Ap
haromszogek nem valédiak (ABCD hirnégyszog), mert az ilyen elfajult eset a nem elfajult
esetek (ABCD nem hurnégyszog) hatarhelyzeteként allithat6 els (pld. A egy egyenes mentén
mozoghat, mig B, C, D rogzitett).

5.b. A PAAp, PCA’; hasonl6é haromszogek pontosan akkor egybevigbak, ha PA = PC,
illetve pontosan akkor, ha C A%y = AAp. Az aldbbi két bekezdésben latni fogjuk, hogy a C Ay =
= AAp feltétel pontosan akkor teljesiil, ha az AApC Ap paralelogramma az AC szakassza fajul.
Ezzel a feladat allitasa igazolast nyer.

5.c. Egyrészt, ha paralelogrammérél van szd, akkor Ap = A, és Ap = A, igy AAp =
= ApC = CAY.

5.d. Mésrészt, ha teljestil a C A’y = AAp feltétel és létrejonnének a valédi AAp A, CABAp
haromszogek, akkor az AApC Ap paralelogramma kézéppontjara szimmetrikusak lennének, az
Ap A, Ay Ap egyenesek egyéllastiak lennének, kozos pontjuk (P) csak akkor lenne, ha egy-
beesnének, tehat ha az Ap és A’z pontok, illetve az Ap, A}, pontok egybeesnének, azaz ha az
ApAp egyenes megegyezne AB-vel. Ez éppen az a kizart eset, amikor DB felezi az ADC, ABC
szogeket.

13. Parabola, ellipszis, hiperbola

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

14. Térgeometria

14.1. A két pont lehet a vizsgalt siknak azonos oldalan vagy ellenkezo6 oldaldn. Ha azonos oldalon
vannak, akkor a sik pontosan akkor megfeleld, ha parhuzamos az egyenessel,. Ha kiilonb6zo
oldalon vannak, akkor pedig pontosan az a sik j6, amely atmegy a két pontot Gsszekotd szakasz
felezépontjan (részletesebben: 3.9M.).

14.2. Szamoljuk meg, hogy a négy pont koziil hdny van a sik egyik és hény a mésik oldalan!
Ebbél a szempontbdl alapvetéen harom esetet kiilonboztethetiink meg:

a) 4és0; b) 3 és 1; c)2—2.

A sik egyik oldalan, téle adott tavolsagra levé pontok egy — az eredetivel parhuzamos — sikon
helyezkednek el. Igy az a) eset nem is fordulhat el valédi tatraéeder esetén. A b) esetben
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15. Aziomatikus térgeometria Megoldasok

az adott siknak parhuzamosnak kell lennie a tetraéder harom cstucsanak sikjaval, azaz egyik
lapjaval. A negyedik csticstol pontosan akkor van ezekkel egyenld tavolsagban a sik, ha az ebbdl
a csicsbdl kiindulé élek felezOpontjain megy &t. 4 ilyen sik van, minden csicshoz egy. A c)
esetben a sik parhuzamos a tetraéder egyik élének egyenesével és a hozza kitéro él egyenesével
is. Ezek pontosan azok a sikok, amelyek dtmennek a mésik négy él felezOpontjan. Ilyen sikbdl 3
van, minden kitér6 élparhoz egy.

Osszesen tehat 7 megfelel$ sik van.

15. Axiomatikus térgeometria

15.2. Legyen e és ¥ két metszéspontja A és B. Vegylink egy pontot a sikon, ami nincs rajta
e-n (ntS. axiéma), legyen ez P. Hiuzzunk parhuzamost P-n keresztiil e-vel (S2. axiéma). Van
olyan sik, ami tartalmazza az igy kapott egyenest és e-t is (parhuzamossag definici6ja). Viszont
az A, B, P pontokat csak egy sik tartalmazza (T1. axidoma), és ez a X. Ezért e C X.

15.3. a) Legyen a két egyenes metszéspontja P. Vegyiink fel egy-egy pontot mindkét egyenesen,
E-t és F-et (ntE. axioma). A keresett siknak tartamaznia kell a P, E', F' pontokat. Ilyen sikbél
a T1. axidéma szerint pontosan egy van. Ebben a sikban a 15.2. feladat eredménye szerint e és
f is benne van.

b) Vegyiink fel két pontot az e-n (ntE. axiéma). A keresett siknak tartalmaznia kell ezt a két
pontot és P-t. A T1. axiéma szerint pontosan egy ilyen sik van. Ebben a sikban a 15.2. feladat
eredménye szerint a teljes e egyenes benne van.

c) A parhuzamossédg definicija szerint van ilyen sik, a T2. axiéma szerint nem lehet ketté.

15.4. a) Mivel van két pontja (ntE. axiéma), és ezen a két ponton csak egy egyenes halad at
(S1. axiéma), ezért megegyeznek.

b) Ha a két sik kiilonb6z6, akkor a metszetiik, tehét az elsé sik, egy egyenes (T2. axiéma). Egy
siknak viszont van harom pontja, ami nincs egy egyenesen (ntS. axiéma), igy ellentmonddsra
jutottunk.

15.7. a) Jellje az adott egyenest f, a vele parhuzamos sikot Y. Legyen X tetsz6leges f-et
tartalmazé sik. Ha X ¢-nek nincs kozos pontja ¥-val, akkor parhuzamos vele (7?. feladat). Ha
van kéz6s pontjuk, akkor a metszésvonal egy m egyenes (T2. axiéma). Az m egyenes ¥-n fekszik,
igy nincs kozos pontja f-fel. Masrészt m és f egy sikban vannak, a ¥ ¢ sikban, igy padrhuzamosak.

b) Jelolje az adott egyenest f, az adott sikot 3, a ¥-n fekvs f-fel parhuzamos egyenest e.
Legyen e és f sikja II (a padrhuzamossag definici6ja). e C X, és e C II, ezért e két siknak van
kézos pontja (ntE. axiéma). Igy e € ¥ NI (T2. axiéma), ezért ¢ = L NIT (15.4. feladat).
Masrészt f C 11, igy fNX Ce. Lévén f | e, ezért fNYE =0, vagyis e || .

15.8. a) A két létrejové metszésvonal egy-egy egyenes (T2. axiéma). Ez a két egyenes egy sikban
van és nincs kézos pontjuk, hiszen olyan sikokban vannak, amelyeknek nincs kézos pontjuk. Tehét
a két egyenes parhuzamos.

b) Tekintsiik a 3 sikot és a rd nem illeszkedé P pontot. Vegyiik fel a ¥ sikban az egy egyenesre
nem illeszked6 A, B, C' pontokat (ntS. axiéma), és vegyik fel az A, B pontokon &tmend e,
illetve az A és C pontokon dtmend f egyenest (S1. axiéma). Legyen a P-n dtmend e-vel ill. f-fel
parhuzamos egyenes e/, ill. f7 (S2. axiéma). Ha ez a két egyenes megegyezne egymadssal, akkor
az A ponton atmené e és f egyenes is parhuzamos lenne vele, ami ellentmond az S2. axiémanak.
Az el, f1 egyenesek tehat kiilonboznek.

Pontosan egy olyan sik van, amely az e/ és az f/ egyenest is tartalmazza (15.3. feladat), jelolje
ezt X/
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Megoldasok 15. Axiomatikus térgeometria

Allitjuk, hogy ha egy sik parhuzamos a ¥ sikkal, akkor az tartalmazza az e/, f/ egyeneseket,
tehdt a parhuzamos sik csak 3/ lehet. Valéban, tekintsiink egy tetszéleges olyan sikot, jelben
II, amely parhuzamos Y-val és atmegy P-n. Tekintsiik még az e egyenes és a P pont altal
meghatarozott Il. p sikot. Erre a sikra alkalmazhaté az a) feladatrész allitdsa, azaz egy P-n
atmend e-vel parhuzamos egyenesben metszi II-t. Pontosan egy ilyen egyenes van (S2. axiéma),
nevezetesen e/, tehat e/ € II. Hasonléan igazolhat6 az is, hogy f/ € II, tehat csak a X/ sik lehet
a P-n atmeno Y-val parhuzamos sik.

Igazolnunk kell még, hogy ¥/ parhuzamos Y-val. Tegyiik fel, hogy nem parhuzamosak. Met-
szetiik gy a T2. axiéma szerint egy g egyenes. Az e/ egyenes egy sikban (X/) van g-vel, igy
vagy metszi vagy parhuzamos vele. Tegytk fel, hogy metszi, mondjuk az E pontban. Az E pont
nincs rajta az e egyenesen, hiszen e-nek és e/-nek nincs kézos pontja. Igy pontosan egy olyan sik
van, amely az e egyenest és az F pontot is tartalmazza (15.3. feladat b. része). Ez a sik tehat
Y., ebben kell tehat lennie az E-n &tmend e-vel parhuzamos egyetlen egyenesnek (S2. axiéma
és a parhuzamossag definicidja), az e/ egyenesnek is, igy a P € e/ pontnak is. Ez ellentmondas,
hiszen P ¢ 3. Hasonléan zarhat6 ki az is, hogy az f’ egyenes messe g-t. Ha viszont e/ és f/ is
parhuzamos g-vel, akkor a P ponton &t két parhuzamos is hiizhaté vele, ami ellentmond az S2.
axiémanak. Tehat Y/ valéban parhuzamos »-val.

c) Ha R € ¥r a P ponttdl kiilonb6zé pont, akkor az R, P, A pontok egyértelmiien meghataroz-
nak egy Ilg sikot (T1. axiéma), amely az a) rész allitdsa szerint egy olyan egyenesben metszi
>-t, amely parhuzamos a PR egyenessel. A Y/ sik minden pontjan atmegy egy olyan egyenes,
amely parhuzamos a X sik A ponton 4tmend megfelel§ egyenesével.

15.9. a) Jelolje a metszé sikokat X, és Xy, a rajtuk taldlhatd egyméssal parhuzamos egyeneseket
a ill. b, a két sik metszésvonalat m. Ha a vagy b megegyezik m-mel, akkor az allitas nyilvanvaléan
teljesiil. Ha egyik sem egyezik meg m-mel, akkor csak azt kell kizadrni, hogy barmelyik metszi
m-et.

A b egyenes parhuzamos a 3, sik egy egyenesével, a-val. A 15.7. feladat b) részének eredménye
szerint — mivel b ¢ X, — b parhuzamos a ¥, sikkal, tehat az m C X, egyenest sem metszi.
Hasonléan igazolhatd, hogy a sem metszi m-et.

b) Jelolje a vizsgalt egyenest ¢, a két sikot X, és X, metszésvonalukat m, a metszésvonal egy
pontjat P. Azt kell megmutatnunk, hogy m és ¢ egy sikban van.

Van egy olyan sik, amely c-t és P-t is tartalmazza (A 15.3. feladat). Jelolje ezt II. A TIN X%,
és a II N Yy, ponthalmaz is egy-egy egyenes (T2. axiéma) és mindkettd parhuzamos c-vel, hiszen
egy sikban vannak c-vel (II-ben) és nem metszik (hiszen 3, és ¥, sem metszi c-t). Ez a két
egyenes atmegy P-n, igy a S2. axidéma egyértelmiiségi része alapjan megegyeznek egymassal.
Ez az egyenes a X, és a ¥ sikon is rajta van, tehat azok metszésvonala. A metszésvonal tehat
parhuzamos c-vel.

15.10. Ha az a, b, c egyenesek kozott vannak megegyezok, akkor az allitds magatdl értetodik.
Ha a harom egyenes ugyanabban a sikban van, akkor csak azt kell megmutatnunk, hogy ¢ nem
metszi a-t. Ez is egyszerii, hiszem ha lenne metszéspont, akkor azon keresztiil mené a és c is
parhuzamos lenne b-vel ellentmondva az S2. axiémanak.

Ha az a, b, ¢ egyenesek nincsenek mind egy sikban, akkor tekintsiik a c egyenes egy a-ra
nem illeszkedé C' pontjat, valamint az a egyenest és a C' pontot tartalmazé ¥, ¢ sikot (15.3.
feladat b. része), tovabba a b, ¢ egyenesek ¥ . sikjat. A X, ¢, ¥y . sikokra az a, b egyenesekkel
alkalmazhat6 a 15.9. feladat a) részének éllitdsa, azaz ¥, c és ¥p . metszésvonala parhuzamos
a-val és b-vel. Ez a metszésvonal tartalmazza a b egyenessel parhuzamos ¢ egyenes C pontjat,
igy az S2. axiéma szerint ez az metszésvonal a ¢ egyenes, ami tehat parhuzamos a-val is.

15.11. a) Jelolje a két egyenest e és f, az e egy tetszileges pontjat E (ntE. axioma), az FE-t
tartalmazo, f-fel pairhuzamos egyenest fp (S2. axiéma).
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16. Specidlis témak Megoldasok

Legyen Y. olyan sik, amely tartalmazza e-t és parhuzamos f-fel. Allitjuk, hogy fr C ..
Valéban, az sik, amely tartalmazza f-et és E-t is (15.3. feladat) a X, sikot olyan egyenesben
metszi, amely parhuzamos f-fel (15.7. feladat), tehét fp-ben (S2. axiéma f-re és E-re alkalmaz-
va), azaz fg C Y.

Egyetlen olyan sik van, amely tartalmazza e-t és fp-t is, jelolje ezt Il.. Ez lehet az egyetlen
olyan sik, amely tartalmazza e-t és parhuzamos f-fel.

Legyen F' az f egyenes tetszOleges pontja, ep az F-et tartalmazé e-vel parhuzamos egyenes,
II; pedig az f, er egyenesek sikja. A fentiek szerint (e-f szerepcserével igazolhat6) I1¢ lehet az
egyetlen olyan sik, amely tartalmazza f-et és parhuzamos e-vel.

Meg kellene mutatnunk, hogy II. valéban parhuzamos f-fel és II; e-vel. A b) rész igazolasaval
ez foloslegessé valik.

b) Megmutatjuk, hogy a fent konstrualt II., IT¢ sikok parhuzamosak egymassal. Nem azonosak,
hiszen e és f kitérok, igy csak azt kell kizarni, hogy metszetiik egy m egyenes (T2. axiéma).

Ha alkalmazzuk a 15.9. feladat a) részének éllitasat a Il., Pi; sikokra és az e, ep egyenesekre,
akkor azt kapjuk, hogy m parhuzamos e-vel, ha pedig ugyanezt az éllitast a Il., Pi; sikokra
és az f, fp egyenesekre alkalmazzuk, akkor az jon ki, hogy m parhuzamos f-fel. Az m egyenes
tehdt parhuzamos e-vel és f-fel is, igy a parhuzamossig tranzitivitdsa (15.10. feladat) szerint e
és f is parhuzamosak egymassal. Ez ellentmond annak, hogy e és f kitéréek, tehat kizarhaté az
a lehetdség, hogy Il., Piy metszete nem iires.

15.12. a) Legyen A, B,C hérom pont ¥-n, amelyek nincsenek egy egyenesen (ntS. axiéma).
Az e = AB egyenessel (S1. axiéma) hizzunk parhuzamost C-n 4t (S2. axiéma), legyen ez f. Az
e és f egyenesek sikja (15.2. feladat) megegyezik 3-val, mert A, B, C' mindkett6n rajta van (T1.
axiéma), tehat f C X. f-nek van még egy D pontja is (nte. axiéma), és ez benne van Y-ban.

b) Legyen A, B, C, D négy pont, amelyek nincsenek egy sikban és egy egyenesen sem (ntT. ax-
iéma). Tekintsiik az A, B, C' pontokon dtmené sikot (T1. axiéma), valamint az ezzel parhuzamos
D ponton dtmend sikot (15.8. feladat). Mindkettén legaldbb négy pont van, igy dsszesen legaldbb
nyolc.

15.15. Els6 megkozelitésben a merdlegesség egyenesek kozotti viszony (reldcid). Barmely két
egyenes vagy merbleges egymasra, vagy nem merélegesek. Ha az a, b egyenesek merdlegesek
egymasra, akkor azt igy jeloljik: a L b.

Javasolt axiomak:

M1. Ha a L b, akkor b L a (a merdlegesség szimmetrikus relacié);

M2. Ha a L b és b||c, akkor b L ¢ (a merélegesség csak az egyenesek alldsatol figg);

M3. Adott egyenes adott pontjan dtmend, az adott egyenesre merdleges egyenesek unidja sik;

M4. A a L a sohasem teljesiil (nincs olyan egyenes, amely mer6leges énmagéra);

16. Specialis témak

16.7. a) L(d,n) = Z¢ . (2" +4) - (2" — 1).
3:(n—1)

b) W(d,n) =nd-3" 2 .

16.1. Az érintOszara keriileti szogek tétele szerint a ki kornek a haromszog belsejébe esé barmely
P pontjara igaz, hogy CBP/ = BAP/. Ugyanigy a ko kornek a haromszog belsejébe esé
barmely P pontjara igaz, hogy ACP/ = CBP/.

E két kor @) metszéspontjara tehdt igaz, hogy ACQZL = CBQ/ = BAQZ. Tekintsiik most
az AQC haromszog koré irt kort. Ebben a koérben az AQ ivhez tartozé6 ACQ/ keriileti szog
megegyezik a QABZ szoggel. Az érintd szaru keriileti szogre vonatkozé tétel megforditasa szerint
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Megoldasok 16. Specidlis témdk

tehédt az AB egyenes A-ban érinti ezt a kort. Vagyis az AQC haromszog koré irt kor éppen a
feladatban szerepld k3 kor.
Ezzel belattuk, hogy a feladatban szereplé harom kér egy ponton, a () ponton megy keresztiil.

Megjegyzés. Ugyanigy kapjuk, hogy egy ponton megy at
—a B-n 4tmend, az AC oldalt A-ban érintd,

—a C-n dtmené, a BA oldalt B-ben érint6, valamint

—az A-n atmend, a C'B oldalt C-ben érinto

hérom kor is.

16.5. X és Z rajta van B(Q Thalész-korén, tehat X @QZ B hurnégyszog. A keriileti szogek tétele
szerint X BQ/ = X7 Q) /. Hasonléan kapjuk, hogy Y ZQ/ =Y AQ/. Méasrészt YAZ/ = BAC/
a feladat feltétele szerint egyenld az Y Z X / szoggel. Ebbol kidvetkezik, hogy

QAB/ =CAB/ —-YAQ/=YZX/-YZQ/=QZX/=QBX/.

Hasonléan kapjuk, hogy QCAZ = QAB/, tehat ) azonos a 16.2. feladat ) pontjival, ame-
lyrol viszont lattuk, hogy megegyezik a 16.1. feladatban szereplé ponttal. Vagyis ismét a harom-
sz0g (egyik) Brocard-pontjat kaptuk. Errél a 16.4. feladatbdl tudjuk, hogy valéban megfelel a
feladat feltételének.

Megjegyzés. Azt kaptuk, hogy hdrom olyan pont van a hdromszogben, amelynek az oldalakra
es6 merdleges vetiiletei az eredetihez hasonld, vele egyezd koriiljarasit haromszoget adnak: a
koré irt kor kozéppontjan kiviil a két Brocard-pont. A két Brocard-pont esetében azt is kaptuk,
hogy a meréleges vetiiletek haromszoge az eredeti haromszoghdl a megfelelé Brocard-pont koriili
forgatva nytjtassal (pontosabban: kicsinyitéssel) jon létre. A forgatéds szoge a Brocard-szog.

16.1. Tikrozzik a P pontot egyrészt az AB, masrészt az AC oldal egyenesére, a kapott
két tiikorkép legyen P3 és P. A tengelyes tiikrozés tulajdonsdagaibdl azonnal kévetkezik, hogy
PsAP,/ = 2BAC/ és APy = AP = AP,. Jeldlje tovabba e az AP egyenesnek az A-bdl in-
dulé belso6 szogfelezbjére vonatkozé tiikorképét és jelolje E ennek egy, a haromszog belsejébe es6
pontjat.

Megmutatjuk, hogy az e egyenes éppen a P3AP,/ sz6g szogfelez6je. Ugyanis a P3AE/ =
= PsAB/Z + BAE/Z. Itt a PsABZ sz6g az AB oldalra valé tiikrézés miatt egyenlé a BAP/
szoggel, ez utébbi viszont a szogfelezbre vald tiikkrozés miatt egyenld az FAC/ szoggel. Szintén
a szogfelezére vald tiikrozés miatt a BAE/ = PAC/Z, tehat a PsAFE/ = BAP/ + PACZ =
= BAC/, ami épp a fele a P3AP,/ szbgnek.

Eredményeinket Osszevetve azt kapjuk, hogy az e egyenes egyrészt felezi a P3AP,/ szoget,
maésrészt AP; = AP;, vagyis e a P3P, szakasz oldalfelez6 merdlegese.

Legyen P} a P pont tiikérképe a BC' egyenesre. Szimmetria meggondolasokbdl azt kapjuk,
hogy a feladatban szerepl6 harom ,ij” egyenes a P P» P3 haromszog harom oldalfelezé merélegese.
Ezekrdl pedig tudjuk, hogy egy ponton mennek keresztiil.

Természetesen a kiils§ szogfelezkre tiikrozve ugyanezeket az egyeneseket kapjuk (csak fordi-
tott irdnyitdssal, de az irdnyitds a mi esetiinkben nem jatszik szerepet), tehat a feladat allitdsa
valtozatlanul igaz marad kiils6 szogfelezékre is.

Ha P nem a haromszog belsejében van, de nem is a hataran, akkor a fenti bizonyitas — végig
irdnyitott szogeket véve — valtozatlanul miikodik. Egyetlen esetben van baj: ha a P, Ps és P
pont egy egyenesbe esik, tehat nem alkot haromszoget. Ekkor a bizonyitdsunk szerint a harom
,j” egyenes parhuzamos lesz, vagyis egy ,,idedlis” ponton mennek keresztil.

Ha P a haromszog valamelyik csicsa, akkor a feladat értelmetlen. Ha valamelyik oldalnak a
csucsoktdl kiilonbozé pontja, akkor az izgondlis konjugaltja a szemkozti cstics volna. Minthogy
ennek nincs izogondalis konjugéltja, ezért a hairomszog hataranak pontjaihoz célszerti nem rendelni
izogonalis konjugaltat.
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16.2. a) és b): az érinté korok kozéppontjai a szogfelezék metszéspontjai, igy izogondlis kon-
jugaltjuk természetesen 6nmaguk.

c¢) A koré irhaté kor kozéppontjat az A csticesal Osszekotd sugdregyenesnek a szogfelezére vett
titkorképe épp az A-bdl indulé magassag (1. a ?77. feladatot), tehdt a koré irhaté kor kézéppon-
tjadnak a magassagpont az izogonalis konjugaltja.

d) A magassidgpont konjugaltja ennek megfeleléen a koréirhaté kor kozéppontja.

16.3. Ha a P pont talpponti haromszogét a P pontbdl kéteszeresre nagyitjuk, akkor csicsai
éppen a P pontnak a haromszog oldalaira valé tiikorképei lesznek, tehat a 11.12. feladatban
szerepl6 haromszoget kapjuk, s az ottani megoldéds azt adja, hogy az a’, b’ és ¢’ egyenesek éppen
ennek a haromszognek az oldalfelezé merolegesei, tehat valoban egy ponton mennek keresztiil.
Ez a pont a P pont izogonalis konjugéltja (14sd a 16.1. feladatot).

16.1.
ax by cz
2R’ 2R’ 2R
16.2. Lasd [8].
PO _ A'M
16.4. 55 = a7
|R?—p?]
16.5. t17

16.2. Megmutatjuk, hogy az S pont izogonalis konjugéltja az az A’ pont, amelyet tigy kapunk,
hogy az A cstcsot tikrozzik a szemkozti oldal kozéppontjra (tehat az az A’ pont, amelyre
ABA'C négyszog csticsai ebben a sorrendben paralelogrammadt alkotnak). Ez egyenértékii a
feladat allitasaval, hiszen az A’ pont rajta van az A-bdl indulé stlyvonalon, {gy ennek izogonalis
konjugéltja, az S pont rajta van az A-bél induld szimedidnon.

Legyen az ABC haromszog koréirt kor kézéppontja K. Tudjuk, hogy a K B sugiregyenesnek
az B-bél indulé szogfelezdre vonatkozo tikorképe az B-bdl indulé magassig. A B pontban
huzott érinté meréleges a K B sugaregyenesre, tehat a B-bdl induld szogfelezére vald tiikorképe
merdleges a magassigra, azaz parhuzamos a szemkozti AC oldallal és természetesen dtmegy A-n.
Hasonléan kapjuk, hogy a C pontban hizott érintének parhuzamos az AB oldallal és szintén
dtmegy A-n. E két parhuzamos metszéspontja pedig valéban az A’ pont.

Ezt akartuk bizonyitani.

16.3. Tikrozzik az XY szakaszt az A-bdl indulé szogfelezére. Az AB oldalon levé X pont X’
képe az AC oldalra keriil, az AC oldalon levé Y pont Y’ képe pedig az AB oldalra, és X'Y”’
parhuzamos lesz BC oldallal. A T pont T” képe pontosan akkor felezi az X'Y” szakaszt, ha rajta
van a sulyvonalon (1. a ??. feladatot). A stlyvonalnak a szogfelezére vett tiikorképe a szimedién,
tehat T pontosan akkor felezi az XY antiparalelt, ha a szimedidnon van.

16.4. Legyen XY az AB-vel antiparalel szakasz, X legyen az AC' oldalon fekvé végpontja.
Legyen tovabba UV a BC oldallal antiparalel szakasz, U az AC oldalon levé végpontja. Az
antiparalel definiciéja szerint a CXY/ = ABC/ és VUA/ = ABC/, méarészt LXU/ sz6g
megegyezik a C XY / szoggel, az LU X / sz6g pedig az VU A/ szoggel. Tehat az LU X haromszog
egyenlszariu, LU = LX. Mivel L rajta van a szimedidnokon, ezért a 16.3. feladat szerint felezi
az antiparaleleket. Tehat az XY és UV antiparalelek egyenl6 hossztiak.

Azt kaptuk, hogy az L-en 4t hiizott harom antiparalel egyenld hosszt, és L mindharmat felezi,
tehat a harom antiparalel hat végpontja egy L koézéppontt kéron van.
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16.5. Jelolje L a Lemoine-Grebe pontot, az L-en dtmend, AB-vel parhuzamos egyenes messe
U-ban a CB oldalt és V-ben az AC oldalt, az L-en dtmend, AC-vel parhuzamos egyenes messe
X-ben a BC' oldalt és Y-ban az AB oldalt, végiil az L-en atmen6, BC-vel parhuzamos egyenes
messe W-ben az AC oldalt és Z-ben az AB oldalt.

El6szor vegyiik észre, hogy LW CX paralelogramma, mert szemkozti oldalai parhuzamosak.
Tehat atléi felezik egymast. De C'L egyenes a C-bdl indulé szimedian, igy W X szakasz antiparalel
AB-hez (1. a 16.3. feladatot). De UV parhuzamos az AB oldallal, tehat WX az UV C harom-
szogben is antiparalel VU-hoz, azaz UVW X hiarnégyszog. (Ugyanezt szogekkel is belathatjuk:
CXW/=CABZL=CVUZ.)

Az LUBZ négyszog is paralelogramma, és BL atloja szimedian, tehdt UZ is antiparalel az
AC oldalhoz, tehat BUZ/ = CAB/Z = WXC/Z. Ezért a W XU Z trapéz hurtrapéz.

Azt kaptuk, hogy a W XU haromszog koréirt korén rajta van a V' és a Z pont is, tehat ez az
0t pont egy koron van. Végill az XUZY négyszog ugyanazért huirnégyszog, amiért az UVIW X
négyszog hirnégyszognek bizonyult. Tehat Y is rajta van az XU Z haromszog koréirt korén. Igy
valéban mind a hat pont egy koéron van.

16.6.

1. megoldéas. A feladat egyszerli kovetkezménye a 16.4. feladatnak.

Ugyanugy kezdjiik a megoldast, mint ott: legyen XY az AB-vel antiparalel szakasz, X legyen
az AC oldalon fekv§ végpontja; legyen tovabbda UV a BC oldallal antiparalel szakasz, U az
AC oldalon lev6 végpontja. A 16.4. feladat megoldasaban lattuk, hogy e két antiparalel egyenld
hosszt és L, a haromszog Lemoine-Grebe pontja felezi mindkét antiparalelt. Az XUY'V négyszog
atléi tehat egyenld hosszuak és felezik egymast, vagyis e négyszog téglalap — éspedig az AC oldal
folé irt téglalap.

Ezzel belattuk, hogy ha vessziik a haromszog két oldalaval antiparalel szakaszt L-en keresztiil,
ezek végpontjai a harmadik oldal f6lé irt téglalapot alkotnak.

2. megoldas. Alkalmazzuk a 16.4. feladat megoldasat. Ott lattuk, hogy az L-en atmené an-
tiparalel szakaszok egyenlOk hosszisaguak, tehat atméréi annak az L kozéppontu kérnek, ame-
lynek atméroje akkora, mint az ilyen antiparalelek.

Innen a Thalész-tétel alapjan kévetkezik a feladat allitasa.

16.7. Legyen XY az AB-vel antiparalel szakasz, X legyen az AC oldalon fekv6 végpontja.
Legyen tovabba UV a BC oldallal antiparalel szakasz, U az AC oldalon levé végpontja. Végiil
legyen W Z az AC oldallal antiparalel szakasz, amelynek W végpontja van az AB oldalon és Z
végpontja a BC oldalon. A 16.6. feladat megoldasaban lattuk, hogy az XUY'V négyszog az AC
oldal f61é irt téglalap. Ugyanigy Y ZXW a CB oldal f6lé irt téglalap és WV ZU az AB oldal f6lé
irt téglalap. Ebbdl kovetkezik, hogy példéul az UYW haromszég UY, YW, WU oldalai rendre
merolegesek az eredeti haromszog AC, C'B, BA oldaléra, s igy a két haromszog megfelel$ szogei
megegyeznek. Ezt kellett igazolni.

16.8. Ismét a 16.7. feladat jeloléseit hasznalva az L pont a kozéppontja a ZY W X téglalapnak,
igy az L pontnak a CB = a oldaltdl vett d, tavolsiga éppen a fele a ZYW X téglalap YW
oldaldanak. Ugyanigy az AC oldaltdl d;, tavolsdga egyenld az UY szakasz felével. Innen az WUY
haromszog és az ABC héromszog hasonlésiga alapjan (1. a 16.7. feladatot) kovetkezik, hogy
dy:dy=a:b.

16.10. Messe a C' csticshoz tartozd szimedidn a szemkozti oldalt a T pontban és legyen T
meroleges vetiilete a C'B oldalon V', a C'A oldalon W. A 16.9. feladat szerint TV : TW = a : b.
Masrészt TV = BV sin g és TW = C'V sin a. Innen atszorzassal és szinusz-tétellel kovetkezik a
feladat allitasa.
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16.11. Tekintsiik az APB, BPC, CPA hiromszogeket! FEzek egyrétiien lefedik a haromszog
teriiletét. (Ha P kiils6 pont, akkor elGjeles teriiletekkel kell szdmolnunk.) Mésrészt teriiletitk
kétszerese rendre ¢ - d., a - dg és b - dy, ahol dg, dp, d. jeloli a megfelel6 oldaltdl vett tavolsagot.
Azt kapjuk, hogy
2T = ad, + bdy + cd...
A Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij egyenlétlenség szerint ez utobbi dsszeg < va? + b2 + 2 /d2 + dF + d?.

Tehat a tavolsdgok négyzetosszege mindig > 27'/va? + b% 4 ¢2, ami fliggetlen a P pont elhe-
lyezkedésétdl. Egyenloség akkor és csak akkor van, ha d, : dy :d. =a : b : c.

A Lemoine-Grebe pontra ez teljesiil, de nem tudjuk, hogy nem teljesiil-e més pontra is. Erre
majd a 16.26. feladat ad valaszt.

16.12. Elég azt belatni, hogy egyetlen ilyen pont van, hiszen a 16.6. feladatban megmutattuk,
hogy a Lemoine-Grebe pont megfelelé pont.

Masrészt a 8.2. feladatban lattuk, hogy a haromszog valamelyik oldala f6lé irhaté téglalapok
kozéppontjai az oldalhoz tartozé magassag felezopontjat az oldal felezépontjaval 6sszekotd sza-
kasz pontjai. Két ilyen szakasznak pedig (legfeljebb) egy kézos pontja lehet.

16.13.

1. megoldas. A 8.2. feladatban lattuk, hogy az oldalfelez6 pontot az oldalhoz tartozd magassag
felezOpontjaval 0sszekotd szakasz éppen az oldal f6lé irhatd téglalapok kézéppontjainak mértani
helye.

Masrészt a 16.6. feladatban lattuk, hogy a Lemoine-Grebe pont egyszerre kézéppontja mind-
harom oldal folé irt egy-egy téglalapnak, tehat rajta van mindharom szakaszon. Azt kaptuk,
hogy mindharom szakasz dtmegy a haromszog Lemoine-Grebe pontjan.

2. megoldas. Tekintsiik az ABC haromszog kozépvonal-haromszogét, melynek csicsai Fapg,
Fac, Feo. Az A-bdl induldé magassag T4 felezdpontja az AFapFac haromszog A-bdl induld
magassaganak talppontja. Tikrozzik az AFapFac haromszoget FapFac felezbpontjara: igy
épp a kozépvonal hiromszoget kapjuk. Ebbdl kovetkezik, hogy FapTa = T'Fuc, ahol T' a
kozépvonalharomszog Fpo csicsabdl indulé magassidg talppontja. A magassagok egy ponton
mennek at, igy a Ceva-tétel szerint azok a Ceva-szakaszok is egy ponton mennek at, amelyek
a haromszog egy-egy csucsat a szemkozti oldalnak azzal a pontjaval kotik Ossze, amelyet gy
kapunk, hogy a magassig talppontjat a megfelelé oldal felezOpontjara tiikkroziink.
Miarpedig ezek a szakaszok éppen a feladatban szereplo szakaszok.

16.14. Ismét a 16.7. feladat jeloléseit hasznaljuk: Legyen XY az AB-vel antiparalel szakasz, X
legyen az AC' oldalon fekvé végpontja. Legyen tovabba UV a BC oldallal antiparalel szakasz, U
az AC oldalon levé végpontja. Végiil legyen W Z az AC oldallal antiparalel szakasz, amelynek
W végpontja van az AB oldalon és Z végpontja a BC oldalon. A 16.6. feladat megolddsaban
lattuk, hogy az XUY'V négyszog az AC oldal f6lé irt téglalap. Ugyanigy Y ZXW a CB oldal f6lé
irt téglalap és WV ZU az AB oldal f6lé irt téglalap, s mindhdromnak L, a hdromszog Lemoine-
Grebe pontja a kézéppontja. Ezért az L ponthoz tartozé talpponti haromszog harom csicsa az
XU, ZY és VW szakaszok felezopontja, Fxir, Fzy és Fyw.

Elég belatnunk, hogy az Fzy L egyenes felezi az Fxy Fyw szakaszt. Azt tudjuk, hogy felezi az
XW szakaszt, e szakasszal valé metszéspontja tehat Fixw. Az Fxw Fxp szakasz kézépvonala az
XUW haromszognek, igy parhuzamos az UW oldallal és fele olyan hosszii. De akkor parhuzamos
és egyenl6 hosszil az LFyw szakasszal. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy az Fxw Fxy LFyw né-
gyszog paralelogramma, amelynek LFyy x és LFyyw atloi felezik egymaést.

Tehét az Fy 7L egyenes valéban stlyvonala az L pont talpponti haromszogének, és ezt akartuk
belatni.
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16.15. Legyen az SX’'-re X'-ben allitott merdleges egyenes metszéspontja az SZ-re Z-ben 4l-
litott merdleges egyenessel P, az SY-ra Y-ban allitott merdleges egyenessel (). Legyen tovabba
az SX-re X-ben 4llitott merdleges egyenes metszéspontja az SZ’-re Z'-ben allitott merdleges
egyenessel P’ az SY'-re Y’'-ben 4llitott meréleges egyenessel Q’. Nyilvanval6, hogy P és P’
egymds tiikorképe S-re, s ugyanigy @ és Q" is. Ha beldtjuk, hogy példdul SP = SQ, akkor ebbdl
kovetkezik, hogy a PQP'Q’ paralelogramma 4tléi egyenldk, tehéat téglalaprdl van szé. Ebbél
szimmetria okokbdl mar a feladat minden allitdsa kovetkezik.

Elég tehét belatni, hogy SPX'/ = X'QS~.

Mind Z, mind X’ az SP folotti Thalész-koron van, tehdt a keriileti szogek tétele szerint
SPX'/ =SZX'/. Ugyanigy Y és X' az SQ 616tti Thélész-koron van, tehat X'QS/ = X'YSZ.
Azt kell tehdt beldtnunk, hogy SZX'/ = X'Y S/. Most hasznaljuk ki, hogy S az XY Z harom-
sz0g stlypontja (eddig nem hasznéltuk!). Ez ugyanis pontosan azt jelenti, hogy az SX'Y S
négyszog paralelogramma, hiszen az XS egyenes — s igy az SX' 4tl6 is — felezi az Y 7 szakaszt,
masrészt 2SFzy = XS = SY’, hiszen S harmadolja a silypontot. Az SX'Y S paralelogramma
szemkozti szogei egyenldk, tehat az SZ X'/ szog valoban egyenld az X' QS Z szoggel. Ezt akartuk
bizonyitani.

Az 4bra persze nem mindig ilyen ,szép”, de ha a megolddsban szerepl6 szogeket irdnyitott
szogként tekintjiik, akkor mindig helyes megoldast kapunk.

16.16. Legyen az S pont talpponti haromszoge XY Z és tegyiik fel, hogy S ennek az XY Z
haromszognek a silypontja. Hajtsuk végre a 16.15. feladatban szereplé tiikrozést S-re, ma-
jd hizzuk meg a megfelelé csticsokon at az ott szereplé merdlegeseket. Minden masodik ilyen
meroleges épp a haromszog egy-egy oldalegyenese lesz. A 16.15. feladat szerint azt kapjuk, hogy
mind a harom oldal f61é irhat6 egy-egy S koézéppontu téglalap. A 16.12. feladat szerint ebbél
kovetkezik, hogy S a haromszog Lemoine-Grebe pontja.

16.26. A 16.11. feladat szerint pontosan azokra a pontokra minimalis a tdvolsdgok négyzetosszege,
amelyekre igaz, hogy dg : dp : de = a : b :c. A 16.21. feladat szerint ez egyértelmiien definidlja a
hiromszog Lemoine-Grebe pontjat.

16.30. A Lemoine-Grebe pont a stulypont izogonalis konjugaltja. Utébbihoz az m, : my : me =
= 1/a : 1/b: 1/c ardnyharmas tartozik (1. a 16.20. feladatot) , tehat a 16.27. feladat szerint a
Lemoine-Grebe ponthoz az a : b : ¢ ardnyharmas tartozik.

16.31. A ?77. feladat azt 4llitja, hogy minden, az oldalegyenesek irdnyatdl kiilonbozd irdnyhoz
tartozo idealis pontnak létezik izogonalis konjugaltja és ez az izogondlis konjugdlt a koréirt koron
van.

Belattuk méar, hogy minden, nem az oldalegyenesekre illeszkedé pontnak van izogonolési kon-
jugaltja, tovabba azt is, hogy izogonalis konjugalt izogondlis konjugaltja az eredeti pont. Végiil
lattuk azt is, hogy egy pontnak csakkor idedlis pont az izogonalis konjugaltja, ha a koréirt kornek
a csucsoktol kiillonb6zo pontja. Mindebbdl az allitdsunk mar kovetkezik.

16.32. Tudjuk, hogy egy = : y : z ardnyharmashoz pontosan akkor tartozik idealis pont, ha
a reciprokaibdl képzett ardanyharmashoz a koréirt koérnek egy, a csucsoktdl kilonb6z6 pontja
tartozik. Ebbdl viszont a 16.25. feladat szerint mér kovetkezik a feladat dllitasa.

16.33. Rogzitsiik példaul a PQR haromszog () és R pontjat és mozgassuk a P pontot a BC
oldalon. A PQR feltételezett minimalis tulajdonsiga szerint a PQ? + PR? négyzetosszeg no.
A 77, feladat szerint ebbdl az kovetkezik, hogy a P pont a Q'R’ szakasz felez6pontja, ahol Q'
és R a Q illetve az R pont mer6leges vetiilete a BC oldalon. Allitsunk merélegest a P pontban
a BC oldalra és messe ez a merSleges a QR oldalt a T pontban. A PT szakasz a QQ'R'R
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derékszogl trapéz kozépvonala, tehat T felezi a QR oldalt. Vagyis PT a PQR hiromszog P-hez
tartozo silyvonala.

Ugyanigy kapjuk (,a demokrécia szabalyai szerint”), hogy a Q-ban az AC-re éllitott merdleges
a Q-hoz tartozd stulyvonal és R-ben az AB-re allitott merbleges az R-hez tartozé silyvonal. A
harom silyvonal S kézos pontja tehat e merélegesek kézos pontja. Vagyis a PQR haromszog az
S stlypontjanak talpponti haromszoge. A 16.16. feladatban lattuk, hogy ebbdl kévetkezik, hogy
S az ABC haromszog Lemoine-Grebe pontja, a PQR haromszog a Lemoine-Grebe pontjanak
talpponti haromszoge, ahogy a feladat allitja.

16.3. A négyzet AC és BD &atloi a négyzet O kozéppontjaban felezve metszik egymast. A
vetitésnél barmely szakasz felez6pontjanak képe a végpontok képének felez6pontja. Az O pont e
egyenesre vonatkozé Fp meroleges vetiilete tehat az EF4 Fo szakasznak és az EpEp szakasznak
is felezépontja. Csak akkor létezhet megfeleld6 ABC D négyzet, ha ez a két felezOpont egybeesik.

Allitjuk, hogy ez elégséges is a négyzet 1étezéséhez. Tekintsiik az e egyenesre merSleges f
egyenest. Az AC szakasz e-re vonatkozé E 4 FEc mer6leges vetiilete éppen akkora, mint a négyzet
AC-re mer6leges és AC-vel egyenl6 hosszusdgi BD atléjanak f-re vonatkozdé merdleges vetiilete.
A BD 4tl6 e-re és f-re vonatkozd merdleges vetiiletét is ismerjiik, tehat

BD? = E4E% + EgE?,

a négyzet teriilete pedig ennek az értéknek a fele.

Létezik is a megfelelé négyzet. A fent szerkesztett Ep pont lehet egy ilyen négyzet csicsa.
Allitsunk e-re merdlegeseket az F4, EFp, Ec, Ep pontokban és E4-tél és Ec-t0l mérjiik fel
ezekre az egyik illetve a masik irdnyban az FoEp = EoFEp tavolsag felét, mig Ep-tol és Ep-t6l
egymassal ellenkezé irdnyokban az EoFE4 = EoE¢ tavolsag felét. Az igy kapott négy pont egy
olyan négyszog négy cstcsa, amelynek atloi merdlegesek, egyenlbek és felezik egymast, tehat ez
egy négyzet. A szerkesztés révén a négyzet csicsainak vetiiletei az e-n elére megadott pontok.

16.4.

1. megoldas. Az AB szakasz F felezépontjanak vetiilete e-n az E4 Eg szakasz Er felez6pontja.
Az FC szakasz merdleges vetiilete az FrFEo szakasz. Tekintsiik az e-re mer6leges f egyenest.

Az AB oldal merdleges az F'C magassagra és hossza annak %—szérése, igy AB vetiilete az e-re
merlleges f-re az ErpE¢ szakasz hosszanak %—szérése. AB eléallithat6é az egymasra merdleges
vetiileteibol:

4
AB? = E4FE% + ngE%.

Ha FE4, Ep, Ec rendre az e egyeneshez rogzitett szamegyenes a, b, ¢ szdmainak felelnek meg,

akkor Fp az “T'H’—nek felel meg és igy

42c—a—b> 4
d2¢za=b = —(a®> + >+ —ab—bc — ca).

AB*=(b—-a)?+ - ———
(b=a)+ 37 3

V3

A tertilet ennek az értéknek a Yo-szerese:

3
T= %(az—l—bz—i—cQ—ab—bc—ca).

A szabéalyos hdromszog minden esetben létezik (E4 = Ep = E¢ esetén ponttéd fajul). Kon-
strualhatunk egy olyan szabdlyos haromszoget, amelyben az AB oldal felez6pontja Er, az E4FEp
szakasz felezOpontja. Az A, B cstcsokat ugy kapjuk meg, hogy E4-bdl és Ep-bdl e-re merdlege-
sen ellentétes iranyban felmérjilk az %EFEC tavolsagot. A fenti gondolatmenet alapjan ez a
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tavolsag épp megfelel¢ ahhoz, hogy az F' = Er pontban AB-re allitott merdlegest az e-re Eo-ben
allitott meroleges F-t61 épp @ tavolsagra messe, ami sziikséges és elégséges ahhoz, hogy ABC
olyan szabalyos haromszog legyen, amelynek vetillete E4FEgEc.

2. megoldas. b) Ha ABC egy megfelels szabalyos haromszog, akkor annak az e egyenesre
vald tiikorképe is megfelelé. Tegyiik most fel, hogy ABC' pozitiv kériiljardsi, tehat az AB vek-
tor +60°-o0s elforgatottja az AC' vektor. Tehat, ha e-t szdmegyenesnek tekintjiik és AB-nek a
szamegyenes pozitiv irdnydval bezart szoge o és AB = BC = CA = z, akkor

rcosa =b—a

zcos(a +60°) =c—a } (1)

Fejtsiik ki a fenti masodik egyenletet az addiciés tétel szerint!

1 V3

—rcosa — —xsina=c—a
2 2

, azaz atrendezve és (1) els6 egyenletét hasznalva

1
——zsina=c—a— =(b—a).
2 2

2 2

Négyzetreemelés utanalkalmazhaté a sin® a = 1 — cos® @ azonossig:

3 5 9 2c—b—a\?
— 1— — B ————
41‘( cos” ) ( 5 ) ,

és itt (1) els6 egyenletét tjra hasznélhatjuk:

3, [(2c—b—a\? 3 5

Ebbdl az ABC' szabéalyos haromszog tertilete:

_ V3, V3B
= —2x _?

T
4

(a®> 4+ b* + ¢ — ab — be — ca).

16.5. a) Ha van ilyen szabdlyos hiromszog, akkor az e egyenesre vonatkoz6 tiikorképe is
megfelel6. A tovabbiakban ezért feltesszik, hogy az ABC haromszog negativ koriiljardasi. Ebben
az esetben az ABC'<, BC A<, C AB< irdnyitott szogek mind +60°-kal egyenlék, igy az FapBFEpc<,
EpcCEca<, EcAAE 4p< irdnyitott szogek is mind +60°-osak.
Legyen kp és ka az EapFEpc, illetve az EcaFap pontpar +60°-os latékére! (A P(Q pontpar
a sz0gl 1latokore azon R pontokbdl all, amelyekre PRQ<t = «  (mod 180°).) Az 1 aldbbi abran
feltiintettiik a EgcFEca pontpar +60°-0s ko latokorét is, de ennek nincs szerepe a szerkesztésben.
Ha B a kp kor tetszoleges pontja, akkor legyen a BE op egyenes és a k4 kor E 4p-t6] kiillonb6z6
metszéspontja A (illetve A = E4p, ha az egyenes ott érinti a k4 kort) és legyen az AEca, BEpc
egyenesek metszéspontja C'. FEzekkel a valasztasokkal

ABC< = ExpBEpc< = —60° (mod 180°), CAB<=—-60° (mod 180°), (1)

azaz az ABC haromszog szabalyos és megfeleld oldalegyenesei dtmennek a megadott pontokon.
A B pontot a kg koron tetszélegesen valasztottuk, igy végtelen sok megoldas van.
b) A B pont kp korén valé mozgatdsa kozben az AB szakasz hossza is véltozik, a hdromszog
teriilete sem rogzitett.

Megjegyzés Konnyi megmutatni, hogy a fent szerkeszett C pontra C € k¢.
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16.5M.1. abra.

16.7. a) A B csics rajta van az EapFEpc szakasz kp Thalesz korén, mig D az EcpEpa
szakasz kp Thalesz korére illeszkedik. A BD 4tl6 felezi a négyzet ABC/, CDA/ szbgeit, igy a
BD egyenes felezi a két Thalesz kor egyik EopFEp4 1vét illetve egyik EapEpc ivét. Legyen ez
a felez6pont kp-n Fp, kp-n pedig Fp.

Most forditsuk meg az abra konstrukciéjat! A kg, kp korok e egyenes altal levagott ivei
megfelezhetOk, tehat az Fg, Fp pontok adottnak tekinthetok. A két felez6pont valasztasara két-
két, 6sszesen tehat négyféle lehetOség van, de ezek koziil ketten-ketten egymas tiikorképei e-re,
csak két lényegesen kiilonb6z6 eset van. Késobb latni fogjuk, hogy ezek koziil pontosan az egyik
megfelelo.

Az Fp, Fp pontok ismeretében szerkesztheté az FpFp egyenes is és ez kimetszi a kp, kp
koérokbdl a B, D pontokat. Ezekben a pontokban megszerkeszthetiink két-két, a BD = FpFp
egyenessel 45°-0s szoget bezard egyenest. Az igy kapott négy egyenes négyzetet alkot, mert a
szOogek miatt olyan téglalap jon létre, amelynek egyik atldja szimmetriatengely. A szerkesztés
biztositja, hogy a négyzet oldalegyenesei a megadott négy ponton menjenek at, mégis adédik egy
probléma. A négyzet csiicsait nem mindig lehet megbetiizni Ggy, hogy megfelejen az e egyenesen
adott négy pont indexelésének. A mellékelt abran az Fp, Fj; ivielezd pontokbdl kiindulva kapott
B1PD1Q négyzet P, Q cstcsait nem tudjuk jél megbetiizni A-val és C-vel. A DyEpa, BoEAp
,oldalegyenesek” parhuzamosak lettek, nem lehet mindkettén rajta az A csics.

Vegyiik észre, hogy a korok ivfelezd pontjait 6sszekotd egyenes és az e centralis metszéspontja
a kp, kp korok hasonléségi pontja. A két ivfelezOpont kétféle (nem tengelyesen tiikros) vdlasztasa
elvezet a két kor két kiillonbo6z6 hasonlésagi pontjanak megtaldldsdhoz. Ha az e azonos oldaldn
talalhaté felez6pontokat kotjik 6ssze, akkor azt a hasonlésagi pontot kapjuk meg, amelybél poz-
itlv ardanyu kozéppontos hasonlésig viszi az egyik kort a masikba, mig az egymaéssal ellenkezo
oldali felez6pontok Osszekotésével azt a centrumot kapjuk meg, amelybol negativ aranyt kozép-
pontos hasonlésag viszi egymasba a két kort.

A 1étez6 négyzet BD atléegyenesének és az e egyenes H metszéspontjara vonatkozé megfelel6
nagyitdaskor a kp kor kp-be képzddik, ugyanakkor az AB egyenes a vele parhuzamos C'D egye-
nesbe, mig BC' a vele parhuzamos D A egyenesbe megy at. Az e egyenesen pedig Fsp képe Ecp
lesz és Epc képe Epa. A nagyitas elGjele az e egyenesen elddl. Ha az EapEpc, EcpEpa vek-
torok azonos irdnyitastak, akkor pozitiv aranyi nagyitasra van sziikség, tehat az e ugyanazon
oldalan elhelyezkedo ivfelezé pontokat kell 6sszekotni, mig ha a két vektor iranyitasa ellenkezd,
akkor a megfelel6 nagyitas ardnya negativ, tehat az e egymaéssal ellenkezé oldalain elhelyezkedd
ivfelez6 pontokat kell 6sszekotni.

Ha igy jarunk el, akkor nincs gond a cstcsok elnevezésével: az Epa, Fap pontok nem
egymas képei a szerkesztett dbrahoz tartozo nagyitdsnal, igy a DEpa, BEap egyenesek sem
parhuzamosak, hanem metszok, metszéspontjuk A mig a négyzet negyedik csiicsa D.

Természetesen specidlis esetekben a szerkesztést kissé modositani kell. El6fordulhat pl, hogy...
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Epa

16.7M.1. abra.

b) Jelolje az AB és az e egyenes szogét «, a négyzet oldalat x. Igy EpaEpc cosa = z, mig
EapEcpsina =z, igy

z? z?

+ )
EpaEpe  EapElp

1:cos2a—|—sin2a:

amibol ) )
o _ Epalpo - EapEep
EpaE%q + EapE2),

16.1. Jelolje az A pont illetve a ra illeszkedd a egyenes t tengelyre vonatkozé tiikorképét A,
illetve a;, ezek v vektorral vald eltoltjat A, illetve a,. Tehat A illetve a, az A pont illetve a
tiikrozésnél (lasd az 1. abrat).

Az AA A, hiromszog A;-nél derékszogi, igy az Ay A, szakasz felezGmerdlegese — a harom-
sz0g kozépvonala — az AA; oldalt annak F felezOpontjaban metszi. Ezen a ponton halad 4t a
csusztatva tikrozés ¢ tengelye is.

Abban a koordindtarendszerben dolgozunk, amelynek origdja F', y-tengelye a t tliikrozési tenge-
ly, z-tengelye az emlitett felezémeroleges és pozitiv siknegyede az A, pontot tartalmazé —az A
pontot tartalmazéval atellenes — rész. Legyen a vizsgdlt P = a N a,; pont vetiilete a koordina-
tatengelyekre P, illetve P, és jelolje a PP,, a; egyenesek metszéspontjat G, mig a és t metszetét
Q és jeloljitk be a Q-bdl az y tengelyre merdleges egyenes PP,-szel vett Fy és Ay A,-val vett H
metszéspontjat.

Mivel a és a; egymas tiikorképei t-re és PG parhuzamos t-vel, igy a PQG haromszog egyenld
szard, tehdt Fp felezi a PG szakaszt. Az A;A; PG paralelogramma |v|-vel egyenlé A;A,, PG
oldalai hosszanak felét jelolje c, tehdt ¢ = A F'y = GFg = FoP. A QFpG, QH A; hdromszogek
hasonldak, tehat

Qfg _ QH

FoG — HAY e
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16.1M.1. abra.

ahol QFg = FP, = x, FoG = ¢, QH = FFy és HA; = PP, = FP, = y, azaz a tortektdl
megszabadulva: xy = ¢+ F'Fa, vagy még egyszeriibben:

T
ahol T az AA; A, hiaromszog teriiletét jeloli.

A (2) Osszefiiggés egy olyan derékszogii hiperbola egyenlete, amelyre az A, A; pontok is
illeszkednek és amelynek aszimptotai a ¢, F'F4 koordinatatengelyek.

Most megmutatjuk, hogy ennek a hiperboldnak minden pontja rajta van az eléirt (A € a, anN
N a,) ponthalmazon. A, rajta van, hiszen az a = AA, valasztdssal A, = aNa,. A is rajta van,
hiszen az a = A7 !(A) egyenessel A =aNa,.

Tekintsiik a t tengely, az A pont valamint a v vektor altal a fenti médon meghatarozott
derékszogli koordinatarendszert, tehat legyen az y tengely a t tiikkortengely az z-tengely pedig
az Ay A, szakasz felezbmerdGlegese és legyen a pozitiv stknegyed az A.-t tartalmazé. Tekintsiik a
sik egy tetszéleges — de A-t0l és A, -t0l kiilonbo6z6 P pontjat, melynek koordindtaira xy = %

Jelolje tovabbra is P-nek a koordindtatengelyekre esé vetiileteit P, és Py, a PA = a egyenes
és t metszéspontjat ), a PP, egyenes metszéspontjat a QA; = a; egyenessel illetve a Q-bdl az
y-tengelyre allitott merdlegessel G és Fy, és legyen QFg és A; A, metszéspontja H.

Az a; egyenes tovabbra is a tiikorképe t-re, hiszen A € a tiikkdrképe Ay, mig Q) € a tiikkorképe
Q € a; és két pont meghatdrozza az egyenest. Emiatt PQG tovabbra is egyenld szara, Fy most
is felezi a PG szakaszt. Legyen GFg = FoP = cp, mig A Fa = FAA, = c1.

A GQFg, AyQH haromszogek itt is hasonloak, igy most is felirhaté a (1) Osszefliggés, és most
is teljesiilnek a QFg = am QH = FFy Osszefiiggések, de ebben az esetben FG = cp és HA; =
= PP, + FpA; — PFg = y+ ¢1 — ¢, igy ha most (1)-ben megszabadulunk a tétektol, akkor a
xy + x(c1 — c2) = coF Fy, 0sszefiiggéshez jutunk, amit célszertibb az alabbi formaba irni:

xy —c1FFy = (ca —c1)(FFy + ). (3)

Itt az egyenlet bal oldaldn zérus szerepel, hiszen P illeszkedik a (2) egyenletii gorbére, tehat a
jobb oldalon is nulla 4ll: ¢; = co. Ez azt jelenti, hogy az A;A; PG négyszog paralelogramma,
tehat a PA, egyenes valdéban az a egyenes képe a 7 csusztatva tiikrozésnél.
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Megjegyzés

Ha 7 transzforméacionk tengelyes tiikrozés, amelynek ¢ tengelyére nem illeszkedik az A pont,
akkor a megoldashalmaz a t tengely és az A pontbdl a tengelyre allitott u merdleges egyenesnek
az uni6jabdl all. Valéban, a t-vel nem parhuzamos és arra nem is meréleges a egyenes és 7(a)
képe a tengelyen metszik egymast és a tengely tetszoleges P pontja esetén a-t a PA egyenesnek
valasztva ez a metszépont éppen P, mig a = u esetén a = 7(a) tehdt az egyenes és a képe
egybeesik, kozos résziik a teljes egyenes.

A tUwu merdleges egyenespar egy elfajult meréleges szari hiperboldnak is felfoghatod, a késéb-
biekben nem mindig tekintjiik a cstsztatva tiikrozéstol kiilonbo6zo esetnek, hanem csak egy
elfajulasnak.

16.2. Legyen a kozéppont O, a hiperbola két pontja A és B. Induljunk ki a kész 1. 4brabodl! A
hiperbola kézéppontjat jelolje O, aszimptotéi legyenek az x, y tengelyek és hiizzunk parhuzamosokat
ezekkel az A, B pontokon at: a parhuzamosok egymadssal valé metszéspontja P és (), az aszimp-
totdkkal valé metszéspontja értelemszeriien X4, Xp, Y4, Y5.

Y Y
Op |
B P Y3 B
Q
Yn T on
P F
A
Ya Xa OA
> x x
O XB XA OA XB
A A Q

16.2M.1. abra.

Az A és B pontok pontosan vannak rajta az x, y aszimptotdkkal rendelkez6 ugyanazon hiper-
bolan, ha azonos vagy ellenkez6 siknegyedben vannak és az OXpBYgp, OX4AY, téglalapok
teriilete egyenld egymassal, vagy ami ugyanaz: a PBYpYa, PXp X4 A téglalapok egyenls teriiletiiek.
Az 1.8. feladat allitdsa szerint ezek az egyenldségek pontosan akkor teljesiilnek, ha az O, P, Q
pontok egy egyenesen vannak. Az AQBP paralelogramma F' kozéppontja a PQ, AB szakaszok
metszéspontja, egyben felezopontja, igy a teriiletek egyenl@sége azzal ekvivalens, hogy az OP
egyenes megfelezi atmegy az AB szakasz F' felez6pontjan.

Ha adott a hiperbola A és B pontja és az A-val atellenes pontja, akkor az O kézéppont is
adott, az AB szakasz F' felez6pontja is rogzitett. Az O,00p derékszogli haromszogek F-bol
egymésba nagyithatdk, tehat F' az utébbi haromszogben is a koriilirt kor koézéppontja. Az F
kozépponti F'O sugaru kor kimetszi az AB egyenesbdl az aszimptotak O4, Op metszéspontjait,
ezek egyértelmlien megadjdk a hiperbolat. Az F-re vonatkozé tiikrozéssel illetve nagyitassal
létrehozhatok az 1.8. feladatnak megfelel$ paralelogrammék (téglalapok) és megmutathatd, hogy
egyenld teriiletek jonnek létre, a hiperbola megfeleld lesz.

16.4. Eredmények: a)a QAQ haromszog koriilirt kore;  b) derékszogii hiperbola, melynek
centruma a QQ' szakasz felezOpontja és atmegy a Q, @', A pontokon.

Tekintsiik a 16.4S. Segitségben megadott 7 transzforméciét. A P pont akkor és csakis akkor
felel meg a feladat kovetelményeinek, ha a QA, QP egyenesek iranyatott szoge

a) megegyezik; b) ellentétes

a Q'A, Q' P egyenesek irdnyitott szogével, azaz ha a 7 transzforméaciénal QP képe Q'P. Ezért
az a) esetben az 5.6. feladat, mig a b) esetben a 16.1. feladat alkalmazhaté.

16.5. b) Jelolje t az AB szakasz F felez6pontjan dtmend, az eldre rogziett egyenessel parhuzamos
egyenest. Tekintsiik azt a 7 csisztatva tiikrozést, amelynek tengelye t, és amely az A pontot B-
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be képezi. A C pont akkor és csakis akkor tartozik hozza a mértani helyhez, ha az AC' egyenes
7-nél szarmazd képe megegyezik a BC' egyenessel, igy alkalmazhaté a 16.1. feladat eredménye. A
keresett mértani hely egy olyan derékszogi hiperbola, amelynek centruma F', egyik aszimptotaja
parhuzamos az adott egyenessel és dtmegy az A, B pontokon.

16.6. Ez a feltétel pontosan akkor teljesiil, ha AQP< = PQ'A< (mod 180°), {gy a feladat
ekvivalens a 16.4. példa b) részével. A keresett mértani hely egy derékszogii hiperbola, amelynek
kozéppontja a QQ' szakasz felez8pontja és dtmegy a @, Q', A pontokon.

16.7. A P pont természetesen lehet az AQQ' haromszog koriilirt korén. Ha nem ott van, akkor
az AQ'P haromszog koriilirt kore az AQ P haromszog kortitlirt korének AP egyenesre tiikrozott
képe, tehat ebben az esetben a 16.6. feladatrdl van sz6. A keresett mértani hely egy kor és egy
derékszogli hiperbola unidja.

16.8. Lemma: Az A, B, C, C’' pontok akkor és csakis akkor illeszkednek egy olyan derékszogii
hiperbolédra, amelynek kozéppontja a CC’ szakasz felezOpontja, ha az ABC, ABC’ haromszogek
koriilirt kore egymaés tiikkorképe az AB egyenesre vonatkozodlag.

A Lemma bizonyitasa: A 16.2. feladat szerint pontosan egy olyan derékszogli hiperbola
van, amely dtmegy az elére adott A, C' és C’ pontokon és az utébbi kett a hiperbola kozép-
pontjara szimmetrikusan helyezkedik el. Ez a hiperbola a 16.6.-16.7. feladatok segitségével is
értelmezhetd, a B pont akkor és csakis akkor illeszkedik rd, ha az ABC, ABC’ haromszogek
koriilirt kore egymaés tiikkorképe az AB egyenesre vonatkozodlag.

a) A Lemma alapjan a feladat is roviden megoldhat6é: a C’ pont akkor és csakis akkor
megfeleld, ha illeszkedik az ABC haromszog koriilirt korének AB egyenesre tiikrozott képére.

b) A hiperbola kozéppontja a CC’ szakasz felez6pontja, tehat a kézéppont mértani helye az
elébbi kér C-bdl felére kicsinyitett képe, azaz az ABC haromszog Feuerbach kore.

16.9. a 16.8. feladat a) része szerint az A, B, C' pontokon dtmené hiperboldkon a C-vel atellenes
C' pont az ABC haromszog k koréirt korének AB egyenesre tiikkrozott ko képén van. Tekintsiik
még a k kor AC-re vonatkoz6 kp tiikorképét is. Ismeretes (6.2. feladat), hogy a héromszog M
magassagpontjanak az oldalegyeneskre vonatkozé tikorképei illeszkednek a haromszog koriilirt
korére, azaz a koriilirt kornek az oldalegyenesekre tiikrozott képei, pl ko és kp, &tmennek M-en.

Ha C' € k¢ tetszbleges pont, akkor a 16.2. feladat eredménye szerint C’, C' és A egyértelmiien
meghatdrozza a rajtuk dtmend és C'C’ felezOpontjara szimmetrikus hiperboldt. Erre pontosan
akkor illeszkedik M (lasd a 16.6. feladatot), ha az AMC haromszog koriilirt kére — azaz kp
— és az AMC’ haromszog koriilirt kore — azaz ko — egymés tiikorképei az AM kozos hurjuk
egyenesére vonatkozoan. Ez teljesiil, hiszen két azonos sugara kiillonb6zo kort a kozos hurjuk
egyenesére vonatkozé tiikkrozés egymasba képez és kp és ko azonos sugartiak és kiilonbozok,
hiszen 6k a k kor kiilonbo6z6 tengelyre tiikkrézott képei.

16.10. Eredmény: egy-egy kor a megoldas, az A, B pontpar egy-egy latékore. Az egyes es-
etekben a megfelel6 iranyitott szogekkel

a)A'C'B'« = A/CB'« = ACB< (mod 180°),

b)A'C'B'« = -A'CB'«=—-ACB< (mod 180°),

tehdt az a) esetben az ABC haromszog koriilirt korérél van szd, a b)-ben pedig ennek az AB
egyenesre vonatkozo tiikorképérol.

203



Megoldasok 16. Specidlis témdk

16.11. M jeloli az ABC haromszog magassdgpontjat. Az aldbbi fejtegetés elsd részében azonban
nem fontos, hogy M a magassagpont.

Ha adottak az A, M, A’, M’ pontok ahol az AM, A’ M’ szakaszok egyenld hossziak, akkor csak
egyetlen olyan irdnyitasvaltd egybevagdsigi transzformdcié van, amely A-t az A’-be és egyuttal
M-et az M'-be viszi.

Ha ellenben az M, A, M’ pontok mellett csak az A’ M’ szakasz egyenese adott, akkor két ilyen
irdnyitasvalté transzformécié van aszerint, hogy A’ az M’-t8l az egyenesiikon melyik irdnyban
all. Ha az egyik transzformacié adott, akkor a mésikat ebbdl ugy kapjuk, hogy végrehajtunk
még egy A-ra vonatkozo kozéppontos tiikrozést is.

Tekintsiik az ABM haromszoget és az osszes olyan vele egybevagd, de ellenkezd koruljarasa
A’ B’ M’ haromszoget, amelyre AM NA'M' = A, BMNB'M' = B. Az ilyen M’ pontok mértani
helye az ABM héromszog kortilirt korének AB egyenesre vonatkozd tiikorképe (lasd a 16.10.
feladatot), azaz az ABC héromszog korilirt kore (ismeretes, hogy az M magasidgpontnak a
haromszog AB oldaldra vonatkozé tiikorképe a haromszog koriilirt korén van).

Tekintsiik most az ACM haromszoget is és az Gsszes olyan vele egybevagd, de ellenkezo
koriiljardst A’C' M’ héromszoget is, amelyre AM N A'M' = A, CMNC'M' = C. Az ilyen M’
pontok mértani helye is az ABC' hdromszog koriilirt kore.

A két esetben tehdt a mértani hely ugyanaz és a korabbiak szerint, hogy ha rogzitjik az M’
pontot a koriilirt koron és azt is, hogy az A’ pont z M’A egyenesen milyen irdnyban legyen
M'-t8l, akkor a két transzformécié is ugyanaz.. Ez azt jelenti, hogy ennél az irdnyitasvalto
transzfoméciéndl az ABC' M pontnégyes egybevagd médon képzddik az A’ B'C' M’ pontnégyesbe.
Ez az A’B'C’' M’ pontnégyes tehat rendelkezik a kivant tulajdonsdgokkal.

16.12. Tekintsiik az M’ ponthoz a 16.11. feladatban konstruédlt A’B’C’ haromszoget és azt
a T irdnyitasvalté egybevagdsigot, amely az A’B'C’M’ pontnégyest az ABCM pontnégyesbe
viszi. A 7 transzformécié egy csusztatva tlikrozés, elfajult esetben egyszerii tengelyes tiikrozés.
A 16.1. feladat és az utdna irt megjegyzés szerint ilyenkor az M pontnon dtmend m egyenes és
a 7(m) = m’ egyenes kozos része merdleges szart hiperboldt vagy egy meréleges egyenespart ir
le aszerint, hogy 7 valédi csusztatva tikrozés vagy ,csak” tengelyes tiikrozés. A 16.11. feladat
konstrukcidja szerint most ezen metszéspontok kozott vannak a hdromszog cstcsai és az M, M’
alappontok is. A 16.12. feladat allitasat beldttuk.

Megjegyzés

AKkkor fajul merdleges egyenesparra a megolddshalmaz, ha az dbréhoz tartozé 7 transzformaécio
tengelyes tiikrozés. Ennek ¢ tengelye az M M’ szakasz felez6merdSlegese, és ekkor a 16.1. feladat-
nak illetve az utana talalhaté megjegyzésnek megfelel6 megoldashalmaz a ¢ tengelybdl és az
MM’ = u egyenesbdl all. Ez az egyenespar akkor tartalmazhatja az ABC hiromszog mindegyik
csucsat, ha a cstcesok koziil legaldbb egy az MM’ = u egyenesen van. Ilyenkor u a hiromszog
magassagvonala és egy jél ismert helyzethez jutunk el: ha a magassdgpontot tiikkrézziik a harom-
szog barmelyik oldalara, akkor a koriilirt kor egy M’ pontjat kapjuk. Ebben a szitudban a 16.11.
feladatnak megfelels A’ B'C' M’ pontnégyes valéban az ABC M pontnégyesnek az oldalegyenesre
vonatkozod tiikkorképe és a 16.12. feladatnak megfelelé6 mértani hely az emlitett oldalegyenesbdl
és a ra merdleges magassagvonal egyenesébdl all.

16.13. Ha a négy pont ortogondlis pontnégyest alkot (egy haromszog harom cstcsa és a maga-
ssagpontja), akkor végtelen sok megfelel6 hiperbola van (lasd a 77. —16.9. feladatokat), egyébként
azonban a hiperbola egyértelmii — de lehet elfajult, azaz merdleges egyenespar.

Jeldlje a négy pontot A, B, C és D, az ABC haromszog koriilirt korét k, magassdgpontjat M,
a C DM héaromszog koriilirt korét m, annak C'D egyenesre tiikrozott képét ¢/, a ¢, k korok C-
t61 kiilonb6z6 metszéspontjat M’. Megmutathatd, hogy a 16.11., 16.12. feladatoknak megfeleld
hiperbola dtmegy az A, B, C' (és M, M') pontokon kiviil D-n is.
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17. Vegyes feladatok
17.22. Lasd Komal Gy.2914, 1994/12, 493. oldal [12].
17.24. Lasd Komal Gy.2730, 1992/11, 377-378. oldal [12].

17.27. Legyen Op és O¢ merdleges vetiilete a BC' oldalegyenesen Vp és V. Az allitdsunk
egyenértékii azzal, hogy GFpc a kozépvonala a VpOpOc Ve derékszogi trapéznak. Mivel GFpo
merdleges a BC oldalra, ehhez elég meggondolni, hogy Fpc felezi a VpVi szakaszt. Ez viszont
kovetkezik abbdl, hogy BVp = C'V, mert mindkét szakasz félkeriilet hosszusagu.

17.28. Ismeretes, hogy H éppen a koréirt kor A-t nem tartalmazé BC' {vének felez6pontja.

Azt kell bizonyitani, hogy 74 — r = 2FpcH (itt 74 az a-hoz irt kor sugarat, r a beirt kor
sugarat jeloli).

Jeldlje O a beirt kor koézéppontjat, Oa az a oldalhoz irt kor kdzéppontjat, az elébbi merdleges
vetiiletét a BC' oldalon Vp, az utobbiét V4. Ismeretes, hogy e két pont szimmetrikus a BC
oldal felez6pontjara, maéasrészt H rajta van az A-nél levé szodg bels§ szogfelez6jén, tehat az
OVpVaO0 4 derékszogii ,hurkolt” trapézban az Fpc H szakasz kozépvonal. Igy kétszerese egyenld
a két parhuzamos oldal kiilonbségével, ami éppen O4Vq4 — OV =14 — 1.

Ezt akartuk bizonyitani.

17.30.

1. megoldas. A 17.27. feladatbdl kévetkezik, hogy a harom hozzairt kor sugaranak oOsszege
egyenlé 3R + L, ahol L a K koézéppontnak az oldalaktdl vett tavolsdgai 6sszegét jeloli. Ugyanis
az ott szereplé G Fpc szakasz hossza éppen R + dj, ahol d; a K pontnak a BC' oldaltdl vett —
eldjeles — tavolsaga. (Az eléjeles tavolsag azt jelenti, hogy ha egy oldal elvilasztja egymastél a
szemkozti cstuicsot és a koréirt kor kozéppontjét, akkor a kézéppontnak az oldaltdl vett tavolsaga
negativ.) Ha a feladat eredményét mindhdrom oldalra alkalmazzuk, épp a mondott egyenlséget
kapjuk.

Masrészt a 17.29. feladat szerint a hozzairt korok sugarainak osszege 4R+ r. E két eredményt
Osszevetve éppen a feladat allitasat nyerjik.

2. megoldas. A feladat bizonyithaté a Ptolemaiosz-tétel segitségével is.

Szokés szerint F'yy-nal jeloljiikk az XY szakasz felezépontjat és K-val a koréirt kér kozéppon-
tjat. Az AFApK Fac négyszog hirnégyszog, hiszen két szembenlevé csticsandl (a két oldalfelezd
pontnél) derékszog van. Ptolemaiosz tétele szerint az atlok szorzata egyenld a szemkozti oldalak
szorzatdnak Osszegével. Az egyik atlé, AK = R, a koréirt kor sugara, a mésik atlé6 kézépvonal,
tehdt a/2 hosszisdgi. Masrészt KFap = d3 és KF o = dg, tehdt — mindkét oldalt kettével
szorozva — a Ptolemaiosz-tételbdl azt kapjuk, hogy

Ra = bd3 + Cd2.

Ugyanigy kapjuk azt is, hogy

Rb = ad3 + cd;

és

Rc = adsy + bd;.

Végiil felirjuk kétféleképpen a haromszog teriiletének kétszeresét. Egyrészt a kétszeres teriilet
egyenlé r(a 4+ b + c)-vel, mésrészt az ABK, BKC, CKA haromszogek kétszeres teriiletének
Osszegével, azaz ady 4+ bde 4+ cdz-mal. Ebbol kapjuk, hogy

r(a+ b+ c) = ady + bdy + cds.

A négy kiemelt egyenléséget osszeadva azt kapjuk, hogy

(R+r)(a+b+c)=Lla+b+c).

Ebbél a keriilettel val6 osztds utdn éppen a kivant allitast (L = R + r-et) kapjuk.
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Megjegyzés. Tompaszogii haromszogre is megy a bizonyitas, de a mind a K pont tavolsagat
az oldalaktél, mind a haromszogek teriiletét elGjelesen kell érteni, masrészt a hirnégyszogeknél
az atlok és oldalak szerepe moédosul.

17.31. A 9.5. feladat megoldasaban lattuk, hogy az oldalak négyzetosszege egyenld 9R? — K M?-
tel, ahol K a koréirt kor kozéppontja, M pedig a magassigpont. Marmost a magassagpont
aszerint van a haromszog koréirt koron beliil, annak hataran, vagy a koréirt koron kiviil, hogy a
haromszog hegyes-, derék- vagy tompaszogi. Masrészt K M éppen eszerint kisebb, egyenld vagy
nagyobb R-nél. Ebbdl a feladat allitasa kovetkezik.

17.32. Legyen M vetiilete az AB, BC', C D, DA oldalon rendre P, Q, R, S. A BPM (@ négyszog
hiarnégyszog (P és Q a BM folotti Thalész-koron van). Ezért MBP/ = MQP/Z (lasd az 1.
abrat). Ugyanigy (a ,demokracia szabélyai” szerint) kapjuk, hogy MCR/Z = MQR/Z.

17.32M.1. 4bra.

Eddig azt hasznéltuk, hogy M merdleges vetiileteirél van sz6. Most kihasznaljuk, hogy M az
atlok metszéspontja, tehat MBP/ = DBA/ és MCR/ = ACD/. De ABC D htrnégyszog,
tehdt ACD/ = ABD/.

Azt kaptuk, hogy M@ felezi a Q-nal levé szoget. Ugyanigy (a ,demokrécia szabalyai szerint”
MP, MR és MS is felezi a P, R, S-nél levé szoget. Tehat M egyenld tavol van a PQ RS négyszog
mind a négy oldalatdl, azaz e négyszogbe kor irhatd, amelynek kézéppontja M.

17.33. A kovetkezd jeloléseket hasznaljuk: legyen A a P-n és S-en atmend kiilsé szogfelez6
metszéspontja, B a -n és P-n atmend kiilsd szogfelez6k metszéspontja, C' az R-en és Q-n
atmend, D pedig az R-en és S-en atmend kiilsé szogfelezéké. Legyen tovabba a P csicsndl és a
@ csucsnal levd belso szogfelez6k metszéspontja M (1dsd az 1. dbrét).

BPMQ@ hirnégyszog (mert azonos csticson atmend kiilsé és belsé szogfelezé merdleges egymas-
ra), ezért PBM/ = PQM/ és MBQ/Z = MPQ/Z. Tehdat PBQ/ = ABCZ a P-nél és Q-nal
levé bels6 szogek osszegének fele. Ugyanigy kapjuk, hogy CDA/ az R-nél és S-nél levé belsé
szogek Osszegének fele. Az ABC D négyszog D-nél és B-nél levl szogének Osszege tehat egyenld
a PQRS konvex négyszog bels6 szogeinek osszegével, az egyenes szoggel. Tehat ABC' D val6ban
hirnégyszog.

17.36. Az 1. abra jeloléseit haszndljuk. PM B/ = PQBZ, mert PMQ@QB hirnégyszog, és
RQC/Z = RMC/Z, mert CRQM htarnégyszog. E két szog Osszegét tehat ismerjik: a PQRS
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17.33M.1. 4bra.

négyszog (Q-nal levo kiils6 szogével egyenlo.

17.36M.1. abra.

Megmutatjuk, hogy a BMC/ = DM A/ szoget is ismerjik. Ugyanis MCBZ = M RQZ (mert
MRCQ hurnégyszog), CBM /£ = QPM Z (mert BPMQ hurnégyszog), ADM/ = SRM /Z (mert
DRM S hurnégyszog), végil MAD/ = MPSZ. E négy szog Osszege egyrészt egyenld tehat a
P-nél és R-nél levd bels6 szogek Osszegével, mésrészt egyenlé az M AD haromszdgben A-nal és
D-nél fekvo bels6 szogek és a BMC haromszogben a B-nél és C-nél levo bels6 szogek Osszegével.
Ez utébbi 6sszeg viszont éppen a BMC/ = DM A/ szégek kiegészité szogeinek Osszege. Vagyis
valéban ismerjilkk a BMC/ szoget.

Tehat ismerjiikk mind az RMCZ és BM P/ sz6g 0ssegét, mind a CM B/ szbget. Tehat ismer-
jiik ezek osszegét, az RM P/ szoget is. Igy meg tudjuk szerkeszteni azt a PR folotti 1at6korivet,
amelyen rajta van M. Ugyanigy megszerkesztheto az a QS folotti latokoriv, amelyen rajta van
M. E két koriv metszéspontja M, s M ismeretében az AB, BC', CD, DA egyenesek méar sz-
erkeszthetdk, igy az ABC' D négyszog is.

Hatra van még annak igazolasa, hogy az igy kapott négyszog atloinak metszéspontja valoban
M lesz. Ehhez elészor is érdemes kiszamolni, hogy a megszerkesztett RM P/ sz6g 180° —s/2+q /2
volt (a tovdbbiakban a P, @), R, S-nél fekvs bels6 szogeket a megfelelé kisbetiikkel jeloljik).
Marmost a szerkesztéssel kapott AMCZ (amirél be szeretnénk latni, hogy egyenesszog) éppen
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PMR/ — PMAZ + RMCZ = PMRZ — PSAZ + RQCZ, és ugyanigy BM D/ szbg (amirél
szintén be szeretnénk latni, hogy egyenesszog) éppen BM P/ + PMR/ — DMR/ = BQP/ +
+ PMR/ — DSRZ. E két sz0g Osszege tehat

2PMR/+ RQC/Z+ BQP/— PSA/—DSRZ=2PMR/ + (180° —r) — (180° — s) = 360°.

Vagyis az AMC/ és BM D/ szbgek Gsszege egy teljes sz0g. Ebbol kivetkezik, hogy DMC/ =
= BMA/. A ,demokricia szabalyai” szerint kapjuk, hogy AM D/ = CM B/. Ez utébbi négy
sz0g Osszege 360°, ezért DM B/ = DMC/Z + CMBZ = 180°, tehat M rajta van a BD &atlon.
Hasonlbéan kapjuk, hogy az AC 4tlén is rajta van, tehat valéban az &tlék metszéspontja, amit
igazolnunk kellett.

17.37. Minden konvex deltoidra igaz. Az M BPF négyszog hirnégyszog (lasd a 2. abrat), mert
P és M rajta van BF Thalész-korén. Tehdt BMP/ = BFP/ = 90° — CBAZ/2. Az MRDF
négyszog is hirnégyszog (M és R rajta van F'D Thalész-korén), tehat DM R/ = DFR/ = 90°
o—FDR/ =90°—- ADC//2 =90°—CBAZ. Tehat BMP/ = DM R/, s mivel B, M és D egy
egyenesen van, igy P, M, R is.

17.37M.2. 4bra.

17.38. Legyen AB és C'D a két parhuzamos oldal és érintse a beirt kor e két oldalt az FE illetve
F pontban. Jelolje AE, EB, DF és FC elGjeles hosszat rendre x, y, u és v, a beirt kor sugarat
r, az AC és EF metszéspontjat M és EM hosszat m, DB és EF metszéspontjat M’ és F M’
hosszat m’ (lasd az 1. 4brat). A feladat allitdsa az, hogy M = M’, tehét azt kell igazolnunk,
hogy m +m’ = 2r.

D v Fo(C

M/

[ X0

A z E Y B

17.38M.1. 4bra.

Az AEM és CFE hiromszogek hasonlosdgabol = : m = u : (2r —m), amit m-re rendezve azt
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kapjuk, hogy m = 2rx/(x + u). A DFM' és BEM' haromszogek hasonlésdgabdl ugyanigy azt
kapjuk, hogy m’' = 2rv/(v+vy). Az m+m’ = 2r egyenl8ség tehat ekvivalens az x/(z+u)+v/(2+
+y) = 1 egyenl6séggel, ami az dtszorzas és rendezés utan az rv = yu alakra egyszeriisodik. Ez
viszont igaz, hiszen az 1.10. feladat szerint mindkét szorzat a beirt kor sugaranak négyzetével
egyenld.

17.39. Az 1. 4bra jeloléseit hasznaljuk. Az érinténégyszog csicsait sorrendben AXY B jeloli,
a beirt kor az AB, BY, YX, XA oldalt P-ben, Q-ban, R-ben és S-ben érinti, az AY és BX
atlok metszéspontja M, az XR = XS szakasz hosszat z-szel, az YQQ = Y R szakasz hosszat
y-nal jeloljiik. Egyelore feltessziik, hogy az AX és BY oldalak egyenesei metszik egymést egy
C pontban és belatjuk, hogy az S, M és ) pontok egy egyenesen vannak. Ebbdl az allitds mar
minden olyan konvex érinténégyszogre kovetkezik, amelynek nincsenek parhuzamos oldalai.

17.39M.1. 4bra.

Alkalmazzuk a Meneldosz-tételt az X C' B haromszogben. A, M és B egy egyenesen van, tehét
Meneldosz tétele szerint XA-CY -BM = AC-YB-MX (a szakaszok el6jelétél eltekinthetiink),
vagy az ABC haromszogben a szokésos AB = ¢, BC =a, CA=0b, a+ b+ c = 2s jeloléseket, és
az SA=s—a,CQ =s—c¢, BQ = s — b Osszefliggéseket hasznélva:

(s—a+zx)(s—c—vy) _MXx
b(s —b+y) BM~

Azt akarjuk belatni, hogy S, M és @ is egy egyenesen van, tehat rdjuk is teljesiill Meneldosz
tétele: XS -CQ-BM =SC-QB-MX. Itt CQ és SC hossza egyenld, tehat azt kell belatnunk,

hogy
T _MX

s—b BM’
Elég tehat azt belatnunk, hogy a két egyenlet bal oldalan all6 tort egyenld, vagyis hogy

(s—a+zx)(s—c—y)(s—b) =xb(s —b—1y).
Ezt kifejtve és rendezve azt kapjuk, hogy

zys+ (z+y)(s—a)(s—b) = (s—a)(s—b)(s—c).
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Itt a jobb oldalon % all, ezzel atosztva az

x T +
y+ Y

= -1
r2  s—c

egyenlethez jutunk (r-rel a beirt kor sugarét jeloljiik). Bevezetjiikk az XORZ = ¢ és ROY / =
= 1 jelélést, és megallapitjuk, hogy egyrészt e két sz6g Gszege 90° — I, mésrészt £ = tan @ és
¥ = tan1p, végiil -~ = tan 3. Utols6 egyenletiink tehat igy alakul:

tan @ tan ¢ + (tan ¢ + tan ) tan % =1.

Ezt atalakitva a cot(yp +1)) = tan 3 azonossiaghoz jutunk. Atalakitdsaink ekvivalensek voltak,
igy az allitast — legaldbbis abban az esetben, amikor az érinténégyszognek nincsenek parhuzamos
oldalai — igazoltuk.

Ha az érinténégyszog trapéz, akkor a szarakon val6 érintési pontokat 0sszekotd szakaszokra
ugyanigy miikodik a bizonyitas. Az alapokat 0sszekotd szakaszra pedig az 1.10. feladat igaz az
allitas.

Marad a rombusz esete. A rombuszndl dltalanosabban, deltoidokra a 17.37. feladatban bi-
zonyitottuk az allitdst.

17.40. A feladat lényegében a ?7. feladat atfogalmazdsa, hiszen a hozzairt kor kozéppontjai
altal alkotott haromszognek az ABC haromszog a talpponti hadromszoge.

17.41. AT szakasz antiparalel az AC oldallal, tehat felezépontja rajta van a B-bél indulé
szimedidnon (1. a 16.3. feladatot). A szimedidn szogfelezére vonatkozé titkorképe a silyvonal,
tehdt az e egyenes valoban felezi a szemkozti AC oldalt.

17.42. Induljunk ki a kész abrabdl és huzzuk meg az AC-vel parhuzamos, P-bél indul6 fél-
egyenest, majd mérjiik fel r4 a PP" = QC tavolsdgot. A BPP’ egyenlészart haromszoghen
BP = PP’ és ismerjiik a P-nél fekv$ szoget (egyenld BAC/Z szoggel), tehdt ismerjiik az AP’
félegyenes iranyat, igy meghtizhatjuk magat az AP’ félegyenest is. Vegyiink fel egy tetszdleges
R pontot az AB oldalon, és szerkessziik meg az AP’ félegyenesnek azt az R’ pontjit, amelyre
BR = RR/, majd szerkessziikk meg a BC oldalon (vagy: BC félegyenesen) azt a C’ pontot,
amelyre R'C’ = RR'. A BRR/'C’ torott vonalat nagyitsuk (vagy kicsinyitsiik) B-bdl tgy, hogy
C' pont C-be menjen. Az R pont képe lesz a megfelel6 P pont és R’ pont képe a megfelels P’
pont. A @ pontot gy szerkesztjiik, hogy PP’'C(Q paralelogrammat alkosson.
A kapott BPQC torott vonal nyilvan az egyetlen jé megoldés.

17.43. Jeldlje az AB oldallal hiazott parhuzamosnak az AC oldallal vett metszéspontjat S,
a BC oldallal vett metszéspontjat S’, jelolje tovabba az AC oldallal hizott parhuzamosnak
az AB oldallal vett metszétpontjat T, a C'B oldallal vett metszéspontjat T”. Jelolje végiil a
C B-vel hizott parhuzamos és AB metszéspontjat U, AC-vel valé metszéspontjat U'. SS'UT
négyszog hurtrapéz, mert a négy csics egy koron van és SS” parhuzamos a TU oldallal. Tehat
az STUS'T'U’ hurhatszogben a T-nél és az U-nél levs kiils6 szog egyenls. A ,demokricia sz-
abdlyai” szerint az S’ és T' csticsndl levd szogek is egyenlSk, végiil az S-nél és U'-nél levé szogek
is egyenl6k. E hat szog osszege 360°, tehat példaul az S-nél és T-nél levd kiils6 szoget az S’'-nél
levé szog is, az ABC' haromszog A-nal fekvo szoge is 180°-ra egésziti ki (e két kiils6 szog az
AST héromszog két belsd szoge, a harmadik az A-nal fekvd szog). Tehat a T'-nél és S’-nél fekvd
kiils6 szdg — a szokasos jelolésekkel — egyarant «. Ismét a ,,demokrécia szabalyait” alkalmazva
kapjuk, hogy a T-nél és U-nal fekvd kiilsé szog egyardnt 7, amibdl kovetkezik, hogy az S'U
szakasz antiparalel az AC oldallal. Mivel UPS’ B négyszog paralelogramma, ezért a BP egyenes
felezi az AC-vel antiparalel szakaszokat, hiszen ha egyet felez, akkor az Osszeset felezi, mert az
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azonos oldallal antiparalel szakaszok mind parhuzamosak. Azt kapjuk, hogy az 6sszes megfelels
P pontnak rajta kell lennie azon az egyenesen, amely az AC oldallal antiparalelek felez6pon-
tjaibol all — tehdt a B cstucshoz tartozo szimedidnon, 1. a 11.11. feladatot —, s a ,,demokracia
szabdlyai szerint” ugyanigy rajta kell lennie az AB oldallal antiparalelek felezépontjaibdl 4llé
egyenesen, vagyis a C-hez tartoz6 szimedianon is, és az A-hoz tartozé szimedidnon is. E harom
egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja lehet, és a 16.1. feladatban lattuk, hogy egy kozos pontja
van is, ez a haromszog Lemoine-Grebe pontja.
A 16.5. feladatban belattuk, hogy erre a pontra valéban teljesiil is a feladat &llitasa.

17.48.

1. megoldas. A szogfelez6 hosszanak és 8 — v szogkiilonbség ismeretében az A csicsbdl induld
magassagvonal hossza is ismert. Induljunk ki a kész abrabdl és szerkessziik meg A-nak a BC oldal
felezémerdélegesére vonatkozd tiikorképét, jeloljik ezt a pontot A’-vel. Az AA’ B haromszogben
ismert az AB : BA' = c: b ardny és az ABA'/ = 3 — ~ szdg, tehédt szerkeszthetiink egy hozzd
hasonlét: felvessziik az A pontot és tetszélegesen egy A” pontot. Megszerkesztjiik az AA” szakasz
egyik oldaldn a  — y-hoz tartozé latokorivet, valamint a b : ¢ aranyhoz tartozé Apolloniusz-
kort. E két kornek két, az AA” oldalra tiikros metszéspontja van, tehat két egybevigd megolddst
kapunk. Ezek barmelyikét a magassagvonal hosszanak ismeretében A-bdl felnagyitjuk a kivant
nagysagura, majd AA’ felezémerdlegesére tiikrozziik a kapott B cstcsot.

Megjegyzés. Ha b : ¢ = 1 a megadott arany, akkor az oldalfelez6 meréleges jatssza az
Apolloniusz-kér szerepét. Am ekkor nincs megoldds, ha a 8 — ~ kiilénbség nem nulla (B és
titkkérképe egybe fog esni), viszont ha ez a kiilonbség nulla akkor nincs latokoriv!!, viszont végte-
len sok megoldas van, hiszen az egyenlészaru haromszogben csak a szogfelezé hosszat ismerjiik.

2. megoldas. Elészor szerkesztiink egy, a keresett haromszoghoz hasonlot. Felvessziik a B és
C pontot. A b: ¢ ardny ismeretében megszerkesztjik az ehhez az ardnyhoz tartozé Apolloniusz-
kort és annak a BC oldallal vald F metszéspontjit. A 8 —~ kiillonbség ismeretében szerkeszthetd
az F'A egyenes (ez 90° — (8 —)/2 szoget zar be a BC oldallal. A kapott hdromszoget akkordra
nagyitjuk, hogy a szogfelezé hossza az adott hosszisagu legyen.

Megjegyzés. Ha b : ¢ = 1 a megadott arany, akkor az oldalfelez6 meréleges jatssza az
Apolloniusz-kér szerepét. Am ekkor nincs megoldds, ha a 8 — ~ kiilénbség nem nulla, viszont
végtelen sok megoldas van, ha ez a kiilénbség nulla, hiszen az egyenlészari haromszogben csak
a szogfelezd hosszat ismerjik.

17.50. Harom gémb nyilvan nem elég, hiszen a kozéppontjaik alkotta sikra merdleges irdnyban
biztosan kijut a fény.

Nyilvan nem lényeges kikotés, hogy milyen messzirél ne latszodjon a fényforras, hiszen a fény-
forrasbdl tetszolegesen kicsinyithetjiik a gémbok rendszerét. Masrészt az sem lényeges kikotés,
hogy a gombok nem nyulhatnak egymaésba, hiszen ha egymasba nyulik két gomb, akkor az
egyiket a fényforrasbdl ugy kicsinyitjiik, hogy mar ne nyuljanak egymasba.

Vegyiink egy (mondjuk: szabélyos) tetraédert, amely tartalmazza a fényforrast. E tetraéder
minden lapja lefedhet6 egy-egy géombbel, amely magat a fényforrast nem tartalmazza. E négy
gbébmb pedig nem engedi at a fényforras fényét.

Négy gdmbbel tehat eltakarhatd a pontszerii fényforras, de kevesebbel nem.

17.51. Lehetséges, ha kertje elég nagy hozza. Eldszor nézziik azt a kicsit egyszeriibb esetet, ha
a baré azt allitja, hogy ugyanannyi nyirfaja és nyarfaja van. Ha minden nyirfatél pontosan 10
méterre legalabb két nyérfa all, akkor mar egy 10 méter oldalt négyzet négy csticsaba iiltetett
nyirfa-nyarfa-nyirfa-nyarfa is megteszi. Ha most minden nyirfatél 10 méterre legaldbb harom
nyarfa all, akkor toljuk el ezt a négyzetet 10 méterrel gy, hogy az eltolas irdnya egyik oldallal
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se legyen parhuzamos és az 1j négyzetben forditsuk meg a nyirfak és nyarfik elrendezését. Ekkor
minden nyirfatél harom nyarfa lesz 10 méterre, és a nyir- és nyarfak aranya tovabbra is 1. Innen
maér vildgos, hogy mi a teendénk. Ha mar elértiik, hogy minden nyirfatol 10 méterre legaldbb k
darab nyarfa 4ll és minden nyarfatél 10 méterre legalabb k& darab nyirfa, akkor most toljuk el
az egész formaciot 10 méterrel gy, hogy 1Gj pont ne essen egybe régivel. Ez a feltétel csak véges
sok iranyt zar ki, marpedig végtelen sok irany van. Tehat eltolhatjuk tgy a forméaciot, hogy az
Osszes Uj csucs kiilonbozzon minden régitél. Cseréljik ki a nyirfikat és nyarfakat az eltolassal
keletkezett forméaciéban. Ekkor minden nyirfatol 10 méterre legalabb k+ 1 nyarfa lesz és minden
nyarfatél 10 méterre legalabb k + 1 nyirfa, és a nyirfak és nyarfak szama tovabbra is egyenl6.

Az eljarast addig ismételjiik, amig minden nyirfatél 10 méterre legaldbb 101 nyarfa all, majd
elhagyunk egyetlen nyarfat. Igy Miinchhausen baré allitdsénak megfelels formaciét kapunk. Csak
néhany kilométeres atméréju kert kell hozza.

17.53. A kész abrabdl indulunk ki. Az AC' és BD egyenes metszéspontja P, és feltessziik, hogy
ez a P pont a koron van.

Hizzunk érintét A-bol és B-bél a K korhoz. A szelé-érinté tétel szerint AC - AP = AE? és
innen AP2-tel osztva azt kapjuk, hogy AE%/AP? = AC/AP. A parhuzamossag miatt ez utébbi
arany egyenlé BD /B P-vel, ami viszont megint a szel6-érint6 tétel szerint egyenld BE2/BP?. Azt
nyerjiik, hogy AE/AP = BF/BP, vagy masképp BP/AP = BF/AE. Az A és B ponthoz tartozé
BF/AE aranyu Apolloniusz-kor metszi ki a P ponto(ka)t. Ha két kor nem metszi egymadst, nincs
megoldas, ha érintik egymast, akkor egy, ha metszik, akkor két szimmetrikus megoldas van.

Ha P mind az AC, mind az BD szakaszon rajta van, vagy ha egyiken sincs rajta, akkor és
csak akkor a kapott megoldas(ok) jo(k), mert AP/BP = AE/BF, ahonnan négyzetre emeléssel
AP%/BP? = AE?/BF? = AC - AP/BD - BP, vagyis AP/BP = AC = BD, tehat AB és CD
valéban parhuzamos.

17.54. Jeldlje az oldalhosszakat a, b, ¢ és d. A négyszog érinténégyszog, tehdt a+c=b+d=sa
félkertilete. Innen a = s—c¢, b = s—d, ¢ = s—a és d = s—b, tehat abcd = (s—a)(s—b)(s—c)(s—d).
Utdbbi szorzat a hurnégyszog teriiletének négyzete.

17.57. Tiikrozzik az A csticsot a BC oldal felezépontjira. Az igy kapott A’ pont tdvolsiga az
AC' egyenestdl my, az A csicstdl 2s, = 2my, vagyis A’ vetiiletét az AC oldalon T-vel jelolve
az AA'T haromszog félszabalyos haromszog, A’AT/ = A’AC/Z = 30°, allandé. Sajnos a hdrom
cstucs koziil csak A dllando, de ha észrevessziik, hogy ABA'C paralelogramma, s igy A’AC/ =
= AA'B/,itt mar A és B is fix, tehat A’ rajta van az AB folotti 30°-os 1atékorivek valamelyikén,
s a gondolatmenetet visszafele alkalmazva azt is lathatjuk, hogy a latékoriv(ek) barmely A’
pontjahoz olyan C pont tartozik, amelyre az ABC haromszogben my = s,.

Ezzel megkaptuk A’ mértani helyét. Ha a két latokorivet eltoljuk a BA vektorral, akkor
megkapjuk C' mértani helyét. Ezt legegyszeriibben gy irhatjuk le, hogy ha B A-ra vonatkozo
tiikkorképe B’, akkor C' mértani helye a B’ A f616tti két 30°-os 1atokoriv.

17.58. Az OP : PP’ = OP : RP arény csak a-tol fiigg, tehat dllandé. Vagyis ha ez az ardny
1 (azaz a = 60°, akkor az OR szakasz felezOmerdlegese a megoldéds, minden més esetben egy
Apollbniusz-kor.

17.59. Tegyiik fel, hogy az ABC hiromszog A-bél indulé stlyvonalardl van szé. Az érinté-tétel
szerint a feladat feltétele ekvivalens azzal, hogy az A pontbdl és a BC oldal F' felez6pontjabdl a
beirt korhoz hizott érintészakaszok egyenld hossziak, vagyis a szokdsos jelolésekkel s —a = [b—
— ¢|/2. Feltehetjiik, hogy tigy betiiztiink, hogy b > ¢ s ekkor azt kapjuk, hogy b+c—a=0b—c,
ahonnan a = 2c.
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Az allitds megforditdsa is igaz: ha a valamelyik mésik oldal kétszerese, akkor az A-bol és
F-bol hizott érintészakaszok egyenld hosszuak, tehat az A-bdl indulé silyvonalra igaz a feladat
feltétele.

17.60. A szokasos jeloléseket hasznaljuk, tehit CBRZ = BACZ = PCBZ = « (irdnyi-
tott szogekkel szamolunk, hogy ne kelljen diszkutalni). Azt kell beldtnunk, hogy a BC' sza-
kasz felezOmerdlegesén rajta van az APR haromszog koré irt kor K kozéppontja. A keriileti
és kozépponti szogek tétele szerint PK R/ = 2a. Maésrészt vilagos, hogy a BR és CP szak-
szok X metszéspontja rajta van BC felezbmerdlegesén és RXP/ = BXC/ = 180° — 2a. A
hirnégyszogekrol szold tétel szerint PK RX hurnégyszog.

Tekintsitk a PX R haromszog koré irt kor és BC felez6merdSlegesének (X-t6] kiilonboz6) M
metszéspontjat. Ha belatjuk, hogy M = K, akkor kész vagyunk.

Jelolje F' a BC' oldal felezépontjat. M, X, F a BC oldalfelez6 merdlegesén vannak. Fzért
PXM/ =CXF/Z =90°—a és MXR/Z = FXB/ = 90° — «, tehat a keriileti szogek tétele
szerint PM = PR. Méasrészt PXRM hurnégyszog és RXP/ = 180° — 2a, igy PM R/ = 2a.
Tehat M valoban az AP R haromszog koré irt kérének kozéppontja.

17.63. Legyen T az a pont a C'D egyenes C-n tali meghosszabbitasan, amelyre CTD/ =
= CPD/, és ugyanigy legyen U az a pont a D-n tuli meghosszabitasan, amelyre DTC'/ =
= DPC /. A kertileti szogek tétele szerint e két pont helyzete fiiggetlen P helyzetétdl. Masrészt
a TCX, PYX és UYD haromszogek hasonlok. Ebbél kovetkezik, hogy TC' : TX (= PY :
:YX)=UY :UD, azaz TX - UY = TC -UD. Utébbi éalland6. A feladat azt kérdezi, mikor
lesz XY maximalis, ami ekvivalens azzal a kérdéssel, hogy a T X + YU 06sszeg mikor minimalis.
Mivel a szorzatuk allandé, az Osszegiik akkor minimaélis, amikor mindketté egyenlé a szorzat
négyzetgyokével. Ez pedig konnyen szerkeszthetd, igy T és U is szerkeszthet6. A gondolatmenet
visszaforditdsabdl kovetkezik, hogy C' X és DY egyenes a kordn fog talalkozni és ez lesz a max-
imalis helyzet.
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
Al Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.II Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANALL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Figgvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.II1 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Val6szintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszaméandl kerek zardjelben ,M” és ,S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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