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Bevezetés

Annak ellenére, hogy szamos kombinatorikai és grafelméleti feladatgyiijtemény és tankonyv-
jellegli jegyzet van mar forgalomban magyar nyelven (ezek koziil jénéhanyat idéziink is az iro-
dalomjegyzékben), mindmdig nincs ilyen témaja tagozatos feladatgyidjtemény. De nemcsak a
feladatgytijtemény hidnyzik, hanem a tankonyv is. Az egyetlen grafelméleti tankonyvrészlet,
amelyet Hajnal Andras irt — 1. [1] — utoljara 1973-ban jelent meg az gynevezett ,fehér elefant”
tankényvsorozatban. Ennek pétlasara jelen feladatgytijtemény szerzdje elkezdett kialakitani egy
weben elérheté feladatgyiijteményt és tankonyvet, 1. [17]. Eddig az alapfogalmakat térgyal6 két
fejezet készilt el. Az itt kovetkezd kotet elsd tiz fejezetében — de néhany tovabbi fejezetben is
— ezt jocskan bovitjiik és folytatjuk, a késziilé GR.II. kotetben pedig a tagozaton targyalandé
specialis grafelméleti témakat vesziink sorra.

Az egész feladatgylijtemény — valamint késziilo folytatasai, a szorosabb értelemben vett grafelméleti
(GR.II) és az algoritmuselméleti (ALG.II) kotet — tehat kettds célt akar szolgalni. Egyrészt
tankonyv-jellegli, amennyiben el6készités utan bevezeti illetve — tobbnyire feladatokra bontva —
bizonyitja a tananyagba foglalt alapfogalmakat és tételeket, masrészt arra is térekszem, hogy a
terjedelem szabta hatdrokon beliil atfogé feladatgyiijteményt adjak. A kettd a tagozatos didak-
tikai elveknek megfeleléen természetesen kapcsolodik Gssze.

Mindemellett a legfontosabb célom az, hogy bemutassam az egyes kombinatorikai alapgon-
dolatokat, példaul a skatulyaelvet, az allapotfiiggvényes meggondolasokat, vagy a ,vegyik a
legnagyobbat, legszélsét” alapotlet sokféle, sokiranyt kiaknazasi lehetéségét. EbbOl szokatlan
felépités kovetkezik. Igy péld4ul a kombinatorikus geometria fejezet szdmtalan més fejezetben
szerepld feladat felsoroldsdval kezdodik. Masutt egész tételsorok keriiltek egy-egy ilyen alap-
gondolatot koriiljard fejezetbe. A Turan- és Ramsey-tipusi tételek és feladatok itt is, majd a
grafelmélet specidlis témait targyald kotet GR.IL. kotetben is a skatulyaelvrél széld fejezetsor
részeként keriilnek targyalasra.

A célkitiizésekbdl kovetkezik az is, hogy nem tudok minden, a 9.-10. osztalyos tananyaghoz
tartozé témat ebben a kotetben targyalni, hiszen ez szétfeszitene minden terjedelmi keretet. Vélo-
gatni kellett a témakbdl, igy a kévetkez6 dontésre jutottam. Jelen kotetben a grafelméleti alap-
fogalmak bevezetésére szanok nagy terjedelmet, 1évén, hogy ilyen tém&ju gimnazista tankonyv
nem létezik. A kombinatorikdbol kivalasztottam a ,,vegyiik a legnagyobbat, legkisebbet, legszélsdt”
elvét, a skatulyaelvet, s ezeket targyalom behatobban. Emellett kiilon fejezet szolgal a ,,tetszdlege-
sen sok - végtelen sok” fogalompar alaposabb megvilagitasara, aminek megkiilonboztetése sok
fejtorést okoz tapasztalatom szerint. Ez a téma a kompaktsig fogalmaig mutat elére. (A felis-
merés tudtommal Konig konyvébél, az els6 grafelméletkonyvbél ered.) A teljes indukceié altalaban
nagyobb teret kap a tankdnyvekben, feladatgytijteményekben, ezért itt nem szantam ra kiilon fe-
jezetet, bar jocskan szerepelnek vele megoldhaté feladatok. A kombinatorikai kotet folytatdsaban
szandékozom ra kiemelten visszatérni, mint ahogy a szita-formulara is. A grafelmélet témakdorét
a GR.IIL. kotet fogja folytatni. Az algoritmusokkal az ALG.II. kotet fog foglalkozni, ott fogjuk
az itt is szerepld allapotfiggvény fogalméat behatébban tanulményozni, széleskorii felhaszndl-
hatésagat bemutatni. A leszamlalasi feladatokat sem akartam teljesen kihagyni — sajnos ma is
er0s az a hiedelem, hogy ezek adjak ,a” kombinatorika lényegét. A kombinatorikus geometria
fejezetet is folytatni szandékszom.

Téméja a kotetnek — és folytatdsainak — az is, hogy ugy a skatulyaelv, mint a ,vegyiik a



Bevezetés

legszéls6t” gondolat és a tobbi kombinatorikai fogalom is a matematika szamos teriletén mi-
lyen jol hasznalhaté. Sikernek kényvelném el, ha e feladatgyiijtemény koézelebb segitene annak
megértéséhez és megértetéséhez, hogy a kombinatorika valéjaban inkabb egyfajta gondolkodas-
és latasmod, ami egyarant hatdsos a matematika szamos teriiletén, a szamelmélettol a cso-
portelméleten, a geometrian és a grafelméleten keresztiil egészen a topoldgidig (ez utdbbi csak
a 11-12. osztalyos kotetben fog elSkeriilni, bar példaul a Konig-lemma maér itt is szerepel). A
valbszintliség és a kombinatorika kapcsolata viszont tilzottan nagy hangsilyt kap az oktatasban
és ez zavardan hat a specifikus valészintiségszamitasi latdasmod kialakitasara. Ezért a ketté kapc-
solatat inkdbb a valészinliségszamitasi, remélhetéleg mihamarabb 1étrejové kotetre hagytam.
Remélem, sikeriilt alapos, am szorakoztatd, kedvesinalé feladatgyjteményt Gsszedllitani.

Suranyi Laszlo



1. FEJEZET
A graf fogalma

Az els6 10 fejezetben a grafelmélettel foglalkozunk.

Ebben és a kovetkez6 harom fejezetben a grafelmélet legelemibb alapfogalmait definidljuk. A
graf maga meglehetésen absztrakt fogalom, ennek tudhaté be, hogy aranylag sok elemi fogalmat
kell bevezetniink ahhoz, hogy beszélni tudjunk a grafokrdl, s a veliik kapcsolatos kérdésekrol.
Hangsulyozzuk, hogy a bevezet6 fejezetekben csak az a cél, hogy alaposan megismerkedjiink az
alapfogalmakkal. Sem az elsé fejezetben szereplé fogalmaknél (graf, fokszam, szomszédsag stb.),
sem a kés6bb szerepléknél nem szabad tehat szem eldl téveszteni, hogy a bevezetd fejezetekben
valéban csak a fogalmak bevezetésére alkalmas feladatok szerepelnek. A fogalmak mélyebb je-
lentése, ,,miikddése” csak a késObbi fejezetekben fog kibontakozni. Lasd még a késziilé GR.II.
kotetet is.

Természetesen legalaposabban maganak a graf fogalmanak a bevezetését készitjiik el6 felada-
tokkal. Az els6 fejezetnek szinte ez az egyetlen témaja.

A fejezet feladatai az el6z6 kotet Grdafok cimii fejezetének feladataihoz kapcsolédnak. Ezekre
tobbszor is hivatkozni fogunk és jelezni fogjuk, hol melyiket érdemes atismételni.

1.1. A graf fogalmanak bevezetése

1.1. (M) Egy 6ttagu tarsasdgban lejatszottak néhany sakkmérkézést. Barmely két ember legfel-
jebb egy mérkozést jatszott egymas ellen. Bizonyitsuk be, hogy mindenképpen volt két olyan
ember, aki ugyanannyi emberrel mérk6zott meg.

Igaz-e ugyanez az allitds hat-, tiztagi tarsasig esetén is?

1.2. (M) Egy tarsasigban lejatszottak néhdny sakkmérkézést. Barmely két ember legfeljebb
egy mérkozést jatszott egymas ellen. Bizonyitsuk be, hogy mindenképpen volt két olyan ember,
aki ugyanannyi emberrel mérkézott meg.

1.3. (M) Egy térsasidgban az ismeretségek kolesonosek. Bizonyitsuk be, hogy van két ember,
akinek ugyanannyi ismerése van a tarsasagban.

1.4. (M) Egy tarsasidgban az ismeretségek kolcsonosek. Igaz-e, hogy a tarsasdgban van két
ember, aki ugyanannyi embert nem ismer a tarsasaghdl?

1.5. (M) Az 1.2. és az 1.3. feladat megoldasa feltiinGen hasonlit egymésra (és az 1.4. feladat
els6 megolddséra is), szinte ,ugyanaz”. Prébaljuk megfogalmazni, miben all a hasonlésig, mit
jelent itt az ,ugyanaz”.

1.6. Fogalmazzunk meg az el6z6 feladatok (az 1.2. és az 1.3. feladat) &llitasahoz hasonld igaz
allitasokat.

1.7. (S) Igaz-e, hogy egy varosban egy adott napon mindig van két mobiltelefon, amelyrol
ugyanannyi masikkal beszéltek?



1 fejezet. A graf fogalma 1.2. Definicick

1.8. Prébéljuk meg abrazolni azt, ami k6zos az 1.2-1.7. feladatokban.

Kommentar.

Ha dbrazolni akarjuk azt, ami az eddigi feladatokban k6zos, célszerii el6szér meggondolnunk,
mi volt fontos és mi nem volt fontos a feladatok — és a kozos ,,mondanivaléjuk” — szempontjabdl.
Fontos volt, hogy bizonyos objektumok — emberek, mobiltelefonok stb. — kézotti kapcsolatokrol
van szd, viszont nem igazan volt fontos, hogy épp milyen objektumokrdl is van szo. Célszerii tehat
egy-egy pontot megfeleltetni a tdrsasiag tagjainak, a varosoknak, illetve a mobiltelefonoknak.
Mindegyik feladatban egy-egy relacié szerepelt ezek kozott a ,,pontok” kozott, és egyediil az volt
érdekes, hogy két , pont” kozott fennéall-e ez a relacid, vagy sem. Az 1.2. feladat esetében példaul
azt néztilk, hogy jatszottak-e sakkmérkézést egymdssal, a késébbi feladatokban pedig azt, hogy
ismerik-e egymast, fogtak-e kezet egymassal, van-e kozvetlen jarat kozottiik, volt-e beszélgetés
a két telefon kozott. Kossiink Gssze két pontot az abrankon, ha a a nekik megfelel6 objektumok
kozott fennall az adott relacid. Mellékes, hogy egyenes szakasszal, vagy valami bonyolultabb
gorbével kotjiik 0ssze a pontokat, csak az az érdekes, hogy Ossze vannak-e kotve, vagy sem. Ha
Ossze vannak kotve, akkor ezt az 0sszekotést élnek nevezziik. Az igy kapott abrat pedig definicié
szerint grdfnak nevezzik.

Ideiglenes definicid. Egy grif tehét egyrészt pontokbdl all (ezeket a graf csticsainak, ritkdbban
szogpontjainak is szokds nevezni), valamint egyes pontok kézott futé élekbol.

A definicié formaélisan ugyan pontos, hogy miért mondjuk mégis ideiglenesnek, arra a kovetkezd
feladatok fognak révilagitani.

1.9. (S) Igaz-e, hogy egy térsasdgban mindig van két ember, aki ugyanannyiszor fogott kezet ?

1.10. Milyen n-ekre igaz, hogy egy n tagu tarsasigban mindig van két ember, aki ugyananny-
iszor fogott kezet?

1.2. Definiciok

Az 1.9. feladat megoldasaban szerepelt egy olyan tarsasig, amelynek hiarom tagja A, B, C, A
és B egyszer, B és C kétszer fogott kezet egymédssal (A és C' viszont nem fogott kezet). Ha
ezt probaljuk graffal abrazolni, akkor a B-nek és C-nek megfelel$ csics kozott két élt is be kell
hiiznunk. Az 1.10. feladatban pedig egyre tobb élt kellett egyes pontok kozott behtizunk. Az
ilyen éleket t6bbszords éleknek hivjuk.

A grafra adott korabbi definiciénkat tehdt pontositanunk kell. Altaldban a graf fogalmanal
megengedjiik azt is, hogy a graf pontjai k6zott tobbszoros élek is futhassanak. Sét, megengediink
ugynevezett hurokéleket is, ezek egy pontot énmagaval kotnek Gssze.

Definicié. Egy grif egyrészt csucsokbol, mésrészt a csicsokat 6sszekoto élekbdl all. Egy cstcsot
kotheti 6ssze 6nmagaval is €, az ilyen élt hurokélnek nevezziik. Két csticsot kothet Gssze tobb él
is, ilyenkor t6bbszords €lrdl beszélink.

A G graf pontjainak (csicsainak) halmazat altaldban V(G)-vel jeldljiik (az angol vertex
sz0bol), éleinek halmazat E(G)-vel jeloljik.

Megjegyezziik még, hogy a graf csicsainak halmaza (és igy éleinek halmaza is) lehet végtelen
halmaz is.

Természetesen kitiintetett szerepe van a grafok kozott azoknak, amelyekben sem tobbszoros
él, sem hurokél nincsen. Ezeknek kiilon nevet is adunk:



1.3. Izoldlt pont, telitett pont 1 fejezet. A graf fogalma

Definicié. Ha egy grafban nincsenek sem hurokélek, sem t6bbszoros élek, akkor (és csak akkor)
a grafot egyszerd grdfnak nevezzik.

Az x ponttal 6sszekotott pontokat x szomszédainak, az x-szel 6sszekotott pontok halmazat
pedig x szomszédsdgdnak is nevezziik. Altaldban S,-szel vagy (az angol neighbourhood sz6bdl)
N,-szel jeloljiik.

Definicié. Egy graf valamely csticsdbdl kiindulé élek szamat a graf fokszdmdnak nevezziikk. A G
graf x pontjanak a fokéat dg(z)-szel vagy vg(xz)-szel jeloljik (elébbi az angol degree sz6 roviditése,
utébbi a szintén angol valency sz6é).

Ha a grafban tobbszoros élek is vannak, akkor azokat a fokszamnal multiplicitassal szamoljuk.
Ha példaul harom zy él szerepel a grafban, akkor ez mind x, mind y fokszamahoz harmat ad
hozza.

Ha a grafban van hurokél, akkor meg kell allapodnunk, hogy ezt az illeté pontnal egyszer vagy
kétszer szamoljuk.

A tovabbiakban kényelmes lesz, ha bevezetjiik a kovetkezé jelolést: ha S és T a G graf pon-
tjainak két diszjunkt részhalmaza, akkor a koztiik futéd éleket ST éleknek nevezhetjiik. A T-n
beliil futé éleket pedig TT éleknek nevezhetjiik.

1.1. Fogalmazzuk at a K.1.18.1., K.I.18.2. és K.1.18.3. feladatok szovegét a most definidlt grafelméleti
fogalmak segitségével.

1.2. (M) Fogalmazzuk meg a grafok nyelvén az 1.2-1.7. feladatban szerepld allitast!

1.3. Izolalt pont, telitett pont

Az 1.2. feladat allitdsanak bizonyitasaban fontos szerepet jatszott kétféle pont: az olyan pont,
amely a graf egyetlen mas pontjaval sincs Osszekotve, valamint az olyan pont, amely a graf
minden méas pontjaval Gssze van kétve. E kétféle pontnak kiilon neve is van, az el6bbit izoldlt
pontnak nevezzik (mert el van szigetelve” a graf tobbi pontjatdl), az utdbbit telitett pontnak
nevezziik. A pontos definiciok tehat a kévetkezok :

Definicié. Ha a G graf egy x pontja a graf egyetlen pontjaval sincs Gsszekdtve, akkor azt
mondjuk, hogy az x pont izoldlt pont.

Ha G egyszerii graf és az x pont G 6sszes pontjaval 6ssze van kétve, akkor az x pontot telitett
pontnak nevezzik.
Megjegyzés. A telitett pont fogalmat csak egyszerii grafra értelmeztiik, az izoldlt pont tet-
sz0leges grafban értelmes.

Az 1.2. feladatban szerepld allitas szerint tehdt egyszeri véges grdafban van két azonos fokszamai
pont. Ennek bizonyitdsa azon mult, hogy egy egyszerd grdifban mem lehet egyszerre izoldlt pont
és telitett pont, ezért egy n pontu grafban csak n — 1 féle fokszam fordulhat el6.

1.1. (S) Hany pontja van a legkisebb olyan egyszerii grafnak, amelyben nincs sem telitett pont,
sem izolalt pont?

1.2. (M) Hany olyan kiilonb6z6 négypontt egyszerti graf van, amelyben nincs sem telitett pont,
sem izolalt pont?



1 fejezet. A graf fogalma 1.4. Az irdnyitott graf fogalma

1.3. Definicié. Egy graf éleinek egy részhalmazat akkor és csak akkor nevezziik fiiggetlen él-
halmaznak, illetve egy graf éleir6l akkor és csak akkor mondjuk, hogy fiiggetlenek, ha semelyik
kettonek nincsen kozos végpontja.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszeriu grafban nincs sem telitett pont, sem izolalt pont, akkor
van benne legalabb két fliggetlen él.

1.4. (M) Milyen n-ekre van olyan n-pontu egyszerii graf, amelyben nincsen harom fiiggetlen
él, nincs telitett pont és nincs izolalt pont?

1.5. Az 1.2. feladat allitasa szerint minden véges egyszerii grafban van két azonos foku pont.
Igaz-e, hogy mindig van két olyan azonos fokd pont is, amelyek nem izolalt pontok és nem is
telitett pontok?

1.6. (M) * Mutassunk példat olyan n ponti egyszerii grafra, amelyben csak egy péar azonos
foki pont van.

1.4. Az iranyitott graf fogalma

1.1. Igaz-e, hogy egy varosban egy adott napon mindig van két mobiltelefon, amelyrol ugyanan-
nyi hivast kezdeményeztek ?

1.2. A K.I.18.9. feladat b) része igy szélt:

SEgy 21 tagi tarsasdgbdl mindenki két vagy négy masiknak irt levelet, kivéve egyet, aki hat
tarsanak irt levelet. Lehetséges-e, hogy mindenki harom vagy 6t levelet kapott?”

Prébéljuk megfogalmazni a kérdést a grafok nyelvén!

Kommentar és definiciék. Amikor megprébéltuk megfogalmazni ,, grafelméleti nyelven” a K.1.18.9.
feladat b) részének a szovegét, akkor kideriilt, hogy eddigi fogalmaink cs6d6t mondanak, itt
ugyanis kiilon jelolniink kell azt is, hogy melyik pontbdl ,,indul” az él és melyik pontba ,,érkezik”.
Ugyanezt tapasztaltuk az 1.1. feladatban is.
Ha ezeket a feladatokat is le akarjuk forditani , grafelméleti nyelvre”, akkor be kell vezetniink
az irdnyitott éleket és irdnyitott grdfokat :

Definicié. Ha egy grafban az x és y pontot 6sszekotd élnél megjeldljiik, hogy melyikbdl indul —
példaul x-bdl —, akkor az igy kapott élt a graf irdnyitott élének nevezzik, amelynek masik pontja
— jelen esetben y a végpontja. Ha egy grafban minden él irdnyitott, akkor a grafot irdnyitott
grdfnak nevezzik.

Irdnyitott grafban minden pontnak van egy ,befoka” és egy ,kifoka”. Utobbi azoknak az
éleknek a szadma, amelyeknek a széban forgé pont a kezdépontja (tehat a ,kifoka” a belble
indulé élek szama) és ,befoka” azoknak az éleknek a szdma, amelyeknek a széban forgd pont a
végpontja.

Az 1.1. feladat eredményét most mér igy fogalmazhatjuk meg: nem minden irdnyitott grafban
van két olyan pont, amelyek kifoka azonos. (Es természetesen ugyanez igaz a befokokra is.)
A feladat folytatdsa az aldbbi 1.3. és a GR.II.1.2. feladat.

1.3. (M) Egy kilenctagt térsasdgban mindenki pontosan 6t mésik embernek atad 100 Ft-ot.
Bizonyitsuk be, hogy az ajandékozasok utan van két ember, akinek ugyanannyi forinttal valtozott
a vagyona. (Arany Déniel-verseny 1990H)

1.4. (M) *Igaz-e minden végtelen egyszerii grafra is, hogy biztosan van két azonos foki pontja?
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2. FEJEZET
Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia

Ebben a fejezetben elkezdjiik a grafelméleti alapfogalmak bevezetését. Bevezetiink egy specialis
grafosztalyt, és néhany szinte ,,allandéan” hasznalt fogalmat.

Mint az el6z6 (1.) fejezet bevezetSjében is hangsilyoztuk, az itt szereplé fogalmakndl sem
nem szabad szem eldl téveszteni, hogy egyelére valéban csak a fogalmak bevezetésére alkalmas
feladatok szerepelnek. A fogalmak mélyebb jelentése, ,miikédése” csak a kés6bbi fejezetekben
fog kibontakozni. Igy példaul az izomorfidval a specislis grafelméleti problémakat targyals kotet
GR.I1.4. fejezete foglalkozik behatébban. A komplementergraf fogalma tobb fejezetben is vis-
szatéré téma lesz; egyes specidlis részgrafok keresésérél szél a Turén-tétel problémakore, (1.
a GR.IL.2. fejezetet). A feszitd részgrafok egy specidlis tipusét pedig a favazakndl targyaljuk (1.
a 7. és a ALG.IL.3. fejezeteket) stb.

A fejezet némelyik feladata most is az el6z6 kotet Grifok cimii (K.I.18) fejezetének feladatai-
hoz kapcsolédik. Ezekre tobbszor is hivatkozni fogunk és jelezni fogjuk, hol melyiket érdemes
atismételni.

2.1. Regularis grafok

2.1. a) Keressiink olyan hatcsticsi poliédert, amelynek cstcsaibdl és éleibdl alkotott grafban
minden pont negyedfoki!
b) Hany hatponti egyszerii graf van, amelyben minden pont negyedfoki?

2.2. (S) Egy ottagi térsasdgban mindenki harom mésikat ismer. Lehetnek-e kolesonosek az
ismeretségek ?

2.3. (M) Lehetséges-e, hogy egy hattagi tarsasighban mindenkinek harom ismerdse van és az
ismeretségek kolcsonosek ?

2.4. (M) Milyen n-ekre lehetséges, hogy egy n tagu tarsasdgban, ahol az ismeretségek kolc-
sonosek, mindenkinek pontosan hérom ismerése van?

2.5. (M) Milyen n-ekre lehetséges, hogy egy n tagu tarsasdgban, ahol az ismeretségek kolc-
sonosek, mindenkinek pontosan hat ismerdse van?

Definicié. A 2.1. feladat olyan gréafrdl szélt, amelyben minden pont foka azonos. A 2.2.-2.5. fe-
ladatokban is lényegében ilyen gréafokrol volt sz6 (bar ott nem hasznéltuk a grafelméleti nyelvet).
Az ilyen grafok fontos szerepet jatszanak, ezért kiillon neviik van, requldris grafnak nevezzik éket.
Ha minden pont foka k, akkor azt mondjuk, hogy a graf k-reguldris. A regularis grafnak lehet-
nek tobbszoros élei, ekkor a tobbszoros éleket természetesen multiplicitassal szamoljuk. Mint a
fokszamhoz.

A 2.1. feladat szerint pontosan egy hatponti 4-requldris egyszert, grdf van. Ezt a grafot a
térgeometriabol is ismerjiik, az oktaéder csiicsai és élei altal alkotott grafrél van szé. A 2.2.-2.5.
feladatok arrol széltak, hogy milyen n és k szamokra van n pontt, egyszeri k-regularis graf. Az
altalanos kérdést a 2.7. feladat taglalja.
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2 fejezet. Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia 2.2. A komplementergrif

2.6. (M) a) Hogyan fogalmazhaté 4t grafelméleti nyelvre a 2.5. feladat ?
b) Hogyan &altaldnosithaté a 2.5. feladat?

2.7. (M) Milyen n és k szdmokra létezik n pontu k-regularis egyszert graf?

2.8. A K.1.18.14. feladat els6 része a kovetkezOképpen szolt:

»Egy tiztagi tarsasigrol tudjuk, hogy minden tagja hét masikat ismer. Igazoljuk, hogy a
tarsasagbodl barmely hdrom személynek van kozos ismerose.”

Fogalmazzuk at a feladatot a most definidlt fogalmak segitségével! Keressuink dltalanositasat!

2.9. Igazoljuk, hogy egy 2k — 1 pontu k-regularis egyszerti grafban barmely két pontnak van
koz0s szomszédja.
Igaz-e az allitds minden 2k pontt k-regularis egyszerti grafra is?

A 2.9. feladat folytatasa a Turan-tételhez vezet. Lasd a GR.II.1.3. és a GR.II.1.4. feladatot is a
Dirac-grifok és hasonlok cimii alfejezetben.

2.10. (M) Igazoljuk, hogy egy 3k — 1 pontu, 2k-reguldris egyszerii grafban barmely hirom
pontnak van kozos szomszédja.
[gaz-e az allitds minden 3k ponti, 2k-regularis egyszerii grafra is?

Definicié. A regularis grafoknak specialis esete, de 6nmagaban is fontos az olyan egyszerti graf,
amelynek barmely két éle éllel van Gsszekotve. Az ilyen grafot teljes grifnak nevezzik. Az n
pontu teljes grafot K,,-nel jeloljik.

Masik specidlis eset az olyan graf, amelyben semelyik két pont kézétt nem fut él, az ilyen
grafot tres grifnak nevezzik.

2.11. (S) Hany éle van az n pontu teljes grafnak?
2.12. (M) Hény hétpontt, 4-regularis graf van? Es hany kilencpontt, 6-regularis graf van?

2.13. (M) Maximalisan hany éle lehet egy olyan n pontu egyszer(i grafnak, amelyben nincs k
pontt csillag (n > k)7

Reguléris grafokra vonatkozo feladatok — e fejezeten kiviil — az 5.1.; 5.2., 5.8., 5.9.; 8.1., 6.1-
6.4., GR.I1.1.21. feladatok, tovabba néhany feladat (példaul a 7.3. feladat) a fakrél (kozelebbrol:
favdzakrol) szol6 fejezetben. Lasd még a 10.2., a 10.3., az GR.I1.1.3. és az GR.I1.1.4. feladatokat
is.

Sok regularis graffal talalkozhatunk majd a specidlis grafelméleti témakat targyald kotet-
ben, igy a Ramsey-tipusi tételekrél (GR.IL.3.) , a Turdn-tételrél (GR.I1.2.), valamint a Grd-
fok izomorfidjarsl (GR.IL.4.) sz6l6 fejezetben. Specidlis regularis grafokkal, példaul a szabélyos
testek élgrafjaival, a Petersen-graffal és a Kneser-grafokkal és altalaban a csicstranzitiv grafokkal
foglalkozik a Grdfok automorfizmusai c. fejezet (GR.IL5.).

2.2. A komplementergraf

Mar az 1.4. feladat megoldasanal is segitett, hogy az ismeretségek helyett a ,,nem-ismeretségeket”,
illetve a nem-ismeretségek helyett az ismeretségeket vizsgaltuk. Ugyanez az Otlet segitett példaul
a K.I.18.10. feladat b) részének a megoldasanal is, amikor azt a grafot néztiik, amely az eredeti
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2.8. Részgrdafok 2 fejezet. Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia

grafban be nem hizott élekbdl all. Az 1.5., a 2.1. és a 2.12. feladat megolddsanak is az volt a
kulcsa, hogy attértiink arra a grafra, amely a ,nem-élekbél” all. Az igy kapott grafok ugyanis
sokkal kénnyebben attekinthetdk voltak.

Ezek a példak is mutatjak, hogy sokszor konnyit a helyzetiinkén, ha egy adott relaciondl nem
azt vizsgaljuk, hogy melyik objektumok kéz6tt dll fenn, hanem azt, hogy melyikek kézétt nem dll
fenn. Megjegyezzik, hogy az 6tlet nagyon hasonl6é ahhoz, mint amikor a valdszinliségszamitdasban
egy esemény valdsziniisége helyett a komplementer esemény valdszintiségét szamoljuk ki, mert
az egyszeriibben kiszamolhaté.

Erdemes tehét definidlnunk a graf komplementerét :

Definicié. A G egyszerii graf komplementerének azt a G grafot nevezziik, amelynek pontjai
azonosak G pontjaival, és két pontja kozott pontosan akkor fut él, ha a G grafban nem fut
kozottik él.
Figyeljiink ra, hogy csakis egyszert graf komplementerét definidltuk. Nem ilyen egyszeri az
olyan grafok komplementerét definidlni, amelyek nem egyszertiek (hogy a szdviccel éljiink).
Nyilvanvalé a definiciobdl, hogy egy graf komplementerének komplementere énmaga.

2.1. Rajzoljuk fel a kévetkez6 grafok komplementerét:

a) G az a graf, amelynek cstcsai egy kocka csicsai, élei a kocka élei.

b) Gy az a graf, amelynek csiicsai egy oktaéder csticsai, élei az oktaéder élei.
) H, az a graf, amelynek csicsai egy n-szog cstcsai, élei a sokszog oldalai; n = 3,4,5,6.

d) G5 az a graf, amelynek négy csicsa van, z, y, u és v, és harom éle: zy, yu, uv.

e) G4 az a hétponti graf, amelynek csicsai egy szabdlyos hétszog csicsai és élei a hétszog
oldalai valamint a legrévidebb atloi.

o

2.2. (M) Igaz-e a kovetkez6 allitds:
Legyen G egyszert véges graf. G minden pontjanak a fokszdma ugyanolyan paritasi, mint

G-beli foka. Jelélve: minden z € V(G)-re dg(z) = dg(z).
2.3. (M) Hany olyan egyszerii hatpontt graf van, amelyben a fokszamok rendre 4,4,4,2,2.27
2.4. (S) Egy tizpontu egyszerii grafnak hisz éle van. Hany éle van a komplementerének ?

2.5. (S) Milyen n-ekre igaz, hogy ha G egy n pontu egyszerii graf, akkor vagy G-ben vagy a
komplementerében paratlan sok él van?

Komplementergrafok szamtalan helyen el6fordulnak, legfontosabb talan az GR.IL.1.15., a 8.9.,
a 8.12. feladat. A specidlis grafelméleti témakkal foglalkozé6 GR.II. kotet kiilon alfejezetében
szerepelnek a komplementeriikkel izomorf grafok. A Ramsey-tipusu tételek pedig eleve vagy a
grafrol, vagy a komplementerérdl allitanak valamit.

2.3. Részgrafok

Ha megnézziik az 1.5. és 1.6. feladatokat, a megoldasnak lényeges pontja volt, hogy a graf
bizonyos pontjait és a beldle indulé éleket elhagytuk és csak az igy maradé grafot vizsgaltuk. Az
igy kapott grafot az eredeti graf részgrdfjdnak nevezziik. De vigydznunk kell, az igy kapott grafok
a részgrafoknak csak eqyik fajtajat alkotjak, az ugynevezett feszitett részgrafokat. A pontos
definici6 a kovetkezo:
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2 fejezet. Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia 2.8. Részgrdafok

Ha a G grafbdl elhagyunk néhény (esetleg minden) pontot a bel6le indulé élekkel, akkor az igy
kapott grafot a G graf feszitett részgrifjdnak nevezzilk. Egy méasik megfogalmazasi lehetéség: ha
Y a G graf pontjainak részhalmaza (lehet az tires halmaz és az egész V(G) halmaz is!), akkor
tekinthetjiik azt a grafot, amelynek ponthalmaza Y, élhalmaza pedig azok az élek, amelyek Y
pontjai kozott futnak az eredeti G grafban. Az igy kapott grafot a G grdf Y dltal feszitett
részgrdafjanak nevezzik.

Megjegyezziik, hogy ha az egyszerii graf egy feszitett részgrafja teljes graf, akkor ezt a rész-
grafot a graf klikkjének is szokas nevezni.

2.1. Rajzoljuk fel annak a grafnak négypontu feszitett részgrafjait, amelynek csicsai egy kocka
csucsal, élei pedig a kocka élei.

2.2. (MS) Hany olyan graf van, amelynek minden harompontu feszitett részgrafjdban két él
van?

2.3. (M) Melyik az a legkisebb graf, amelynek egyarant van nulla, egy, két- és haroméli
harompontt feszitett részgrafja?

2.4. (S) Egy n ponttu graf minden n pontu részgrafja feszitett részgraf. Mit mondhatunk a
grafrol?

2.5. (M) * Tavaly a vildgranglistdn nyilvantartott teniszez0k atlagosan tizennyolc kiilénb6z6
ellenféllel jatszottak. Kivalaszhaté-e néhany versenyzé tgy, hogy ha csak ezek egymaés elleni
mérkozéseit tekintjiik, akkor mindenki legalabb tiz mésikkal jatszott?

2.6. (M) Fogalmazzuk at a 2.5. feladat allitasat grafelméleti nyelvre.

A feladat altaldnositasardl szél a 3.4. feladat.

A feszitett részgrafok tehat fontos ,szerepl6i” a grafelméletnek. De nemcsak az ilyen részgrafok
érdekesek. Ha példaul azt kérdezziik — 1. példaul A , Turan-tétel” két eqyszeri esete c. alfejezetet
—, hogy bizonyos egyszerii grafokban van-e  haromszog” (azaz harom olyan pont, amelyek koziil
mindegyik Ossze van kotve a mésikkal), akkor feszitett részgrafot keresiink. Akkor is feszitett
grafra gondolunk, ha azt kérdezziik, van-e harom pont, amelyek koziil egyik sincs Osszekotve a
masikkal. Ha azonban azt kérdezziik, hogy van-e négy olyan pont, amelyek koziil az els6é Gssze
van kotve a masodikkal, a masodik a harmadikkal, a harmadik a negyedikkel és a negyedik az
els6vel (azaz van-e benne ,négyszog”), akkor méar nem feltétleniil feszitett részgrafra gondolunk,
hiszen az is j6 lehet nekiink, ha négy olyan pontot talalunk, amelyek koéziil barmely kettd kozott
fut él. Az 1.3. feladatban azt kellett bizonyitani, hogy egy telitett és izolalt pont nélkiili egyszerii
grafban mindig van két fiiggetlen él. Itt sem érdekelt minket, hogy a talalt négy pont kozott
fut-e még més €l is a két fiiggetlen élen kiviil. Altaldban is gyakran keresiink lehet8leg minél
nagyobb fiiggetlen élrendszert egy grafban, és ilyenkor altalaban nem ,,zavar” minket, ha az élek
végpontjai kozott mas élek is futnak. A részgrafot tehat altaldnosan is definidljuk. Az analdgia
a halmaz és részhalmaz fogalma lehet. De régton latni fogjuk, hogy van kiilénbség is.

Definicié. Adott egy G graf. A G’ grafot pontosan akkor nevezziik a G graf részgrdfjinak, ha
pontjai a G pontjai koziil keriilnek ki, élei pedig a G graf élei koziil.

Az emlitett kiilonbség abbdl adddik, hogy a részgraf élhalmaza nem lehet az eredeti élhalmaz
barmelyik részhalmaza, mert egy él csak akkor szerepelhet egy grafban, ha a végpontjai a pon-
thalmazhoz tartoznak. Tehat a részgraf élhalmaza az eredeti élhalmaz olyan részhalmaza, amely
a részgraf pontjai kozott futd élhalmaznak is része.
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2.4. Izomorfia 2 fejezet. Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia

Egy halmaz részhalmazaihoz hozzaértjik az tires halmazt is, ugyanigy itt a részgrafokhoz
hozzéavessziik az lires részgrafot is, tehat azt, amelynek sem pontja, sem éle nincsen. Ez a lege-
gyszeriibb részgraf.

Egy halmaz részhalmazaihoz hozzéértjiikk magat a halmazt is. Mi felel meg ennek a grafoknal ?
Els6 1épésben nyilvan maga a graf. Csakhogy a grafot két halmaz — a pontok és az élek halmaza
— egylitt jellemez. Ennek megfelelden itt kétféle kitlintetett részgraf van. Az egyik a mér definialt
feszitett részgraf. A masik az, ahol a részgraf ponthalmaza azonos a graféval. Az ilyen részgrafokat
— kissé suta magyar széval — feszitd részgrifnak nevezzik.

A feszit6 részgrafok kozil killondsen az ugynevezett feszitd fak, vagy favdzak lesznek fontosak,
ezekkel ALG.IIL. kotet kiilon fejezetében, a Fak, favdzak ciml (ALG.IL.3.) fejezetben foglalko-
zunk.

2.7. Rajzoljuk fel a négypontt teljes grafnak minden feszit6 és feszitett részgrafjat.
2.8. (S) Lehet-e egy részgraf egyszerre feszité és feszitett részgrafja is ugyanannak a grafnak?

2.9. (S) Egy L grafrdl tudjuk, hogy ha részgrafja egy G egyszerti grafnak, akkor biztosan
feszitett részgrafja. Milyen graf lehet L7

2.10. (M) Fogalmazzuk tjra a K.I1.18.13. feladatot a most bevezetett fogalmak segitségével!

2.4. Izomorfia

2.1. (M) Hany olyan 6tpontu graf van, amelynek fokszamai:
a) 1,2,2,3,3; b) 1,2,2,2,3?

2.2. (M) Soroljuk fel az 6sszes 4 csicspontbdl 4116 egyszerii grafot!
2.3. (M) Rajzoljuk le az 6sszes 6tponti négyéli egyszerli grafot.

Kommentar.

A 2.12. feladatban magatol értetédéen beszéltiink arrdl, hogy hany hét-, vagy kilencponti 2-
reguléris graf van. A K.I1.18.19., az 1.2. és a 2.2. feladatban magatdl értet6déen beszéltiink arrdl,
hogy példaul hany négypontt, kétélii graf van vagy hdny otpontt négyéli graf van. Valdjdban
persze végtelen sok van, hiszen a pontok halmazat végtelen sokféleképp valaszthatjuk. Mi mégis
arra jutottunk, hogy példaul négypont, kétéli grafbol csak ketté van. Ekozben tehat magatol
értet6dden azonosnak tekintettiink bizonyos grafokat. A 2.3. feladatban kétféleképp rajzoltuk
fel ugyanazt az ,ultetési rendet”, azaz grafot.

Prébéaljuk megfogalmazni, mikor tekintiink két grafot azonosnak. Nyilvan akkor, ha a két graf
pontjai megfeleltethetéek egymasnak gy, hogy az élek ,ugyanazok” legyenek a két grafban. Az
ilyen grafokat izomorf grafoknak nevezziik. A pontos definicié a kovetkezd:

Definicié. A G és a G’ grafot akkor és csak akkor tekintjiik egymdssal izomorfnak, vagy egysz-
erlien izomorfnak, ha létezik a pontjaik kozott olyan egy-egy értelmii megfeleltetés, amely mellett
igaz, hogy G-ben két pont kozott pontosan akkor fut él, ha G’-ben a megfelel6ik kozott is fut él.

Természetesen ugyanez igaz forditva is: G’-ben két pont kozott pontosan akkor fut él, ha
G-ben is fut él az ,,6sképeik” kozott.

Magat az ,jizomorfiat létrehoz6” egy-egyértelmi leképezést szokas izomorfidnak nevezni.

Megjegyzés. A grafok izomorfidjaval kapcsolatos feladatok a GR.II. kotet Szimmetria és aszim-
metria cimi fejezetében talalhatok.
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2 fejezet. Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia 2.4. Izomorfia
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3. FEJEZET
Osszefiiggések a fokszam és az élszam kozott

Atismételjitk — immér , grafelméleti nyelven” — a fokszam és élszdm kozotti nevezetes Euler-
Osszefiiggést és par kovetkezményét. Egy kevésbé ismert, de fontos élesitését is targyaljuk és
megvizsgaljuk, hogyan szdl iranyitott grafokra. Ebben a fejezetben aranylag kevés feladat szere-
pel, viszont a kévetkezd 4. fejezet elso feladatai e fejezet téméjat folytatjik.

3.1. Az Euler-osszefiiggés
Ide tartozé korabbi feladatok: 2.2., 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7.

3.1. (M) Egy nyolctagi tarsasidg minden tagjatol megkérdeztiik, hogy hany ismerése van a
tarsasdgban. Sorra a kovetkezO valaszokat kaptuk: 3, 5, 4, 2, 5, 2, 4, 4. Lehetséges-e, hogy a
tarsasagban kolcsonosek az ismeretségek ?

3.2. (M) Egy tiztagi tarsasdgban mindenki 6sszeszamolta ismerdseit. Kideriilt, hogy harmuk-
nak van 6t-6t ismeré6se, kettonek csak ketté-kettd, a tobbi 6tnek négy-négy ismerose van. Tudjuk,
hogy az ismeretségek kolcsonosek. Igazoljuk, hogy valaki rosszul szamolt.

3.3. (M) Hogyan &altaldnosithaté a 3.2. feladat? Fogalmazzuk meg allitdsunkat a grafelmélet
nyelvén is!

3.4. (M) Igaz-e nem egyszerii véges grafokra is az az Euler-tétel, mely szerint a fokszamok
Osszege mindig paros?

3.5. (M) Mit mondhatunk egy hurokél nélkiili grafban a paratlan fokd pontok szamardl?

3.2. Elesitések

3.1. Kutaté munka:

Egy tarsasidgban, ahol az ismeretségek kolcsonosek, barmely két embernek egyiitt legalabb tiz
ismerose van. Mit mondhatunk a tarsasagban lev6 ismeretségek szamardl?

Es mit mondhatunk, ha bérmely két embernek egyiitt legfeljebb tiz ismerése van?

3.2. Kutaté munka: Hogyan altalanosithaté a 3.1. feladatban megfogalmazott allitas?

3.3. Kutaté munka:

Egy egyszeri grafban barmely harom pont fokszamanak az Gsszege legalabb 3k. Mit mond-
hatunk a graf élszamardl?

Es mit mondhatunk, ha barmely hirom pont fokszdméanak az osszege legfeljebb 3k ?

* Hogyan altaldnosithat6 a feladat?

3.4. (M) Hogyan altalanosithaté a 2.6. feladat allitédsa?
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3 fejezet. Osszefiiggések a fokszam és az élszam kozott 3.3, Az irdnyitott grdfok esete

3.5. (M) Egy idiilé barmely harom lakéja kozott van kettd, aki nem ismeri egymaést, de barmely
hét lakdja kdzott van kettd, aki ismeri egymast. Az idiilés befejeztével mindenki megajandékozza
minden ismerdsét egy-egy ajandékkal. Bizonyitsuk be, hogy n lakd esetén legfeljebb 6n ajandék-
targyat adtak at! (OKTV 1986, 1. kategéria, dontd)

Hogyan fogalmazhat6 at a feladat grafelméleti nyelvre?

3.6. (M) [8], 148. oldal.

Egy n megfigyel6allomassal rendelkezd sarkkutatd expedicié alloméasai kozott legfeljebb k
olyan van, amelyek kozott semelyik ketto nincs egymassal kozvetlen telefon-sszekottetésben.
Nincs koztiik tovabba hidrom olyan, amelyek mindegyike mindegyikkel kozvetlen 6sszekottetés-
ben van.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor a kozvetlen telefon-Osszekdttetések szama nem lehet t&bb, mint
nk/2. (Ki miben tudés? 1966/donté)

3.3. Az iranyitott grafok esete

3.1. (M) a) Egy tizpontu irdnyitott grafban a kifokok rendre 1,1,2,3,3,3,4,4,4,4. Hény éle van
a grafnak?

b) Egy kilencpontt irdnyitott grafban a befokok rendre 1,1,2,3,3,3,4,4,4. Hany éle van a graf-
nak? Rajzoljunk ilyen grafot!

3.2. (M) Hogyan szdl a fokszdmosszegre vonatkozd Osszefiiggés irdnyitott grafoknal?
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4. FEJEZET
Paros grafok

A grafelméleti alapfogalmak bevezetését egy fontos grafosztaly, a paros grafok bevezetésével
folytatjuk. Bebizonyitunk péar veliik kapcsolatos elemi tételt. A paros grafokra vonatkozé tovabbi
tételek, igy a Konig-tételek a K.II1.3. fejezetben keriilnek majd sorra.

A fejezet néhany feladata most is az eléz8 kotet Grifok cimii fejezetének feladataihoz kapceso-
16dik. Ezekre az adott helyen fogunk hivatkozni és jelezni fogjuk, hol melyiket érdemes atismétel-
ni.

4.1. A paros graf fogalma
A) Kutaté munka

4.1. Egy tancestély végén megkérdeztiik a lanyokat, hany fitval tancoltak és megkérdeztik a
fiikat, hany lannyal tancoltak.

Abrazoljuk grafokkal az estély tdncospdarjait és keressiink Osszefiiggést a fitk dltal mondott
szamok és a lanyok altal mondott szamok koézott. Prébaljuk bizonyitani a megsejtett Osszefiig-
gést !

4.2. Egy masik tancestély végén csak a lanyokat kérdeztiik meg, hany fiival tancoltak. Erre
egyesével nem akartak valaszolni, de ha kettesével kérdeztiik 6ket, annyi azért kiderilt, hogy
barmelyik két lany egyiitt legfeljebb hat fitval tancolt (ha két lany tancolt ugyanazzal a fia-
val, mindkett6jiik szamolja a tancpartnerei kozott). Vajon legalabb hany kiillonb6z6 tancospart
szamolhattunk volna 6ssze, ha végignézziik az estélyt?

4.3. Mit mondhatunk, ha a 4.2. feladatban szerepl6 tancestélyen azt tudjuk meg, hogy

a) ha barmely két ldny Osszeszamolja tancpartnereit (a kozos tancpartnereket mindketten
szamoljak), akkor legalabb hét jon ki?

b) ha barmely hiarom lany Osszeszdmolja tdncpartnereit (a kozos téncpartnereket annyian
szamoljak, ahdnyan tancoltak vele), és Gsszeadja a kapott szamokat, akkor legalabb tiz jon ki?

B) Kommentar és definiciok

A 4.1. és 4.2. feladatban — és a korabbi feladatok koziil példaul a K.1.18.8. feladatban, valamint
a K.I1.18.9. feladat a) részében — egy specidlis graffajta szerepel, aminek kitiintetett szerepe volt
és van a grafelméleti vizsgalédasokban:
Definicié. Az olyan grafokat, amelyeknek pontjai két osztalyba sorolhaték tgy, hogy a graf min-
den éle a két osztaly pontjait kéti dssze — tehat az olyan grafokat, amelyekben azonos osztalybeli
pontok kozott nem fut él —, pdros grdfoknak nevezzik.

Ez szemléletesen ugy is megfogalmazhatd, hogy egy graf pontosan akkor paros, ha a pontjai
kiszinezhet&k két szinnel gy, hogy (minden pontot a két szin valamelyikére szinezziik és) azonos
szinl pontok kozott nem fut él.
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4 fejezet. Paros grafok 4.1. A pdros grdif fogalma

Ha a paros graf olyan egyszert graf, amelyben a két osztaly koézott futd Gsszes él be van hizva,
akkor a grafot teljes pdros grdfnak nevezziik. Azt a teljes paros grafot, amelynek két osztalydban
a pontok szdma n és k, igy jeloljik: K, .

A K, grafokat, ahol tehat egy pont az Gsszes tobbivel 6ssze van kotve és tobb él nincsen,
csillagnak nevezziik.

A paros grafok egy fontos alternativ jellemzését a 4.4. feladat tartalmazza.

C) Feladatok

4.4. Irjuk le masképp a Ks 9 és a K33 teljes paros gréafot.

4.5. (S) Déntsiik el a kovetkez6 grafokrdl, hogy paros grafok-e:

a) Az a graf, amelynek cstcsai egy kocka csticsai, élei a kocka élei. (Lasd az 5.3a. feladat
abrajat.)

b) Az a graf, amelynek cstcsai egy 6tszog csicsai, élei az 6tszog oldalai.

c) Az a gréaf, amelynek csticsai egy oktaéder cstcsai, élei az oktaéder élei.

d) Az a graf, amelynek csicsai egy szabdlyos hatszog csicsai, élei a hatszog oldalai valamint
leghosszabb atléi.

4.6. (S) Igaz-e, hogy péros graf minden részgrafja is paros?

4.7. Hogyan szdl ,grafelméleti nyelven” a K.1.18.8. feladat szovege? Es a K.I1.18.9. feladat a)
részének a szovege?

4.8. (M) Hogyan sz6l grafelméleti nyelven a 4.1. feladatban kapott eredmény ?
4.9. (M) Maximalisan hény éle lehet egy tizponti paros grafnak? Es egy 11 pontinak?
4.10. (M) Maximélisan hany éle lehet egy n pontt péaros grafnak?

4.11. Milyen n-ekre van olyan n pontu paros graf, amelynek a komplementere is paros? Ker-
essiik meg az Gsszes ilyen grafot!

4.12. (M) Van-e olyan egyszerii paros graf, amelyben a csticsok fokszdma rendre 3,3,3,3,4,4,4,47
Vagy bizonyitsuk be, hogy nincs ilyen, vagy adjuk meg az Gsszeset!

4.13. (MS) Van-e olyan egyszerii paros graf, amelyben a csiicsok fokszdma rendre 3,3,3,3,3,4,4,5,6 7

4.14. Kutaté munka:

Fogalmazzuk meg a 4.2. feladat eredményét paros grafokkal!

* Fogalmazzunk meg altdnosabb allitdst és probéljuk bizonyitani! Melyik kordbbi feladat
gondolatmenetét alkalmazhatnank?

4.15. (M) * Egy egyszerii grafrél azt tudjuk, hogy barmely hiarom pontja kozott paros sok él
fut. Mit mondhatunk még errél a grafrél? Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy egy
grafnak meglegyen ez a tulajdonsiga!
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4.2. Requldris paros grdafok 4 fejezet. Paros grafok

4.2. Regularis paros grafok

4.1. (M) [10]

Legyen a sakktabla 64 mezejébol 16 mezo6 oly mddon kijeldlve, hogy mind a 8 sor és mind a 8
oszlop éppen 2-2 kijelolt mezot tartalmaz. Bebizonyitandd, hogy a kijelolt mez&kre mindenkor
ugy lehet egy-egy babut — éspedig 8 fehér és 8 fekete babut — elhelyezni, hogy minden sorban és
minden oszlopban pontosan 1 fehér és 1 fekete babu alljon. (Kiirschak-verseny, 1933.)

4.2. Kutaté munka:

A K, , teljes paros grafok nyilvdn reguldrisak. 2-reguldris paros grafok a 2n-szogek cstcsai,
illetve élei altal alkotott grafok. Rajzoljunk fel masfajta regularis paros grafokat, példaul 3-
regularis, 4-regularis paros grafokat! Mi mondhato egy regularis paros graf osztdlyainak pontszamardl?

4.3. (S) Kutaté munka:
a) Rajzoljunk olyan paros grafot, amelynek tiz pontja van és 3-regularis.
b) Milyen n és k szamokra van k-reguldris, n-pontt paros graf?

A regularis paros grafokra vonatkozd tételek késobb fognak sorra keriilni. A regularis péaros
grafok teljes parositasairdl szold altalanos tételt majd a K.II1.3. fejezetben targyaljuk. De egy
specidlis esete mar ebben a kétetben a 10.3. feladatban sorra keriil.

4.3. Paros grafok és paros korok

4.1. Kutaté munka:
Allapitsuk meg, milyen n-ckre péros graf az a graf,
a) amelynek csiicsai egy n-szog cstcsal, élei a sokszog oldalai,
b) amelynek cstcsai egy n-szog alapt hasab, élei a hasab élei?

4.2. Definicid. Ha egy graf egy részgrafja izomorf a 4.1. feladatban szerepl6 graffal, azaz azzal
a graffal, amelynek cstcsai egy n-szog csicsai, élei a sokszdg szomszédos csucsait kotik Gssze,
akkor ezt a részgrafot a graf egy n hosszusigu kérének nevezzilk. Az n hossza kor jele: C,.

Megjegyzés. A korre az 5. fejezet elején adni fogunk egy alternativ, tisztdn grafelméleti defini-
ciét. Jelen céljainkra azonban ez a definicié is megfelel és j6l mutatja a fogalom szemléletes
jelentését.

Fogalmazzuk meg e definicié segitségével a 4.1. feladatban kapott allitdst.

4.3. Bizonyitsuk be, hogy paros grafban nem lehet paratlan kor.

4.4. Kutaté munka:
A 4.3. feladat szerint paros grafban nincs péaratlan kor.
Vajon igaz-e az allitds megforditasa? Igaz-e, hogy ha egy grafban minden kér paros, akkor a
graf paros graf?
4.4. Paros grafok és iranyitott grafok
4.1. (M) Milyen Osszefiiggéshez hasonlit a 4.8. feladatban kapott eredmény?

Megjegyzés. A 4.1. feladatban taldlt analdgia a paros grafok és az irdnyitott grafok kozott nem
véletlen, vagy felszini analégia. Erre utalt mar a K.I1.18.9. feladat is. Egy n pontt irdanyitott grafot
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4 fejezet. Paros grafok 4.4. Pdros grifok és iranyitott grafok

ugyanis mindig kénnyen koédolhatunk egy olyan paros graffal, amelynek mindkét osztalyban n
pont van. Gondolatban megszdmozzuk egytdl n-ig az iranyitott graf pontjait is, a paros graf A
osztalyanak a pontjait is, B osztalyanak a pontjait is. Az A osztdly i-edik pontjat akkor és csak
akkor kotjik ossze a B osztdly j-edik pontjaval, ha az iranyitott grafban van i-bdl j-be mutato
él.

Hasonlban egy iranyitott graffal kddolhaté minden olyan paros graf is, amelynek két oszta-
lydban azonos szamu pont van. Ha az irdnyitott grafban tobbszoros élek vannak, akkor a péaros
grafban is lesznek és viszont. Némileg ,ront” a helyzeten, hogy ebben az esetben az irdnyitott
grafban keletkezhetnek hurokélek (ha a paros graf két osztalydnak két azonos szdmid pontja
kozott fut él).

Ennek a megfeleltetésnek a jelentésége majd kés6bb fog kidomborodni.

4.2. (M) Szdmozzuk meg egy négyponti tournament pontjait és legyenek pontosan azok az
élek behiizva, amelyek kisebb szamud pontbél nagyobb szadmiba mutatnak. Rajzoljuk meg ennek
az irdnyitott grafnak a péaros graf megfelel6jét!

Mit jelent az az irdnyitott grafban, ha a neki megfelelé paros grafban van izolalt pont?

4.3. (M) Rajzoljuk fel a kovetkezd paros grafoknak megfeleld irdnyitott grafot:
a) Koo,
b) K33,
c) a hatszog csticsai a graf csicsai, a hatszog oldalai a graf élei,
d) a kocka grafja, lasd az 5.3a. feladatot.
Mit vehetiink észre a c) és d) feladatnal?

Tovabbi, paros grafokrél szolo feladat példaul a 8.4., a 8.5., a 8.7., a 8.11. feladat.

Az egész ALG.I1.3. fejezet paros grafokkal (illetve feszité péaros részgrafokkal) foglalkozik. A
paros gréafokra vonatkozé Konig-tételeket pedig a 11-12. osztalyos kétetben targyaljuk majd.
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5. FEJEZET
Utak, osszefiliggo grafok

5.1. Osszefiiggd komponensek

Egy grafban nyilvan sokkal ,szorosabban” Gsszetartoznak azok a pontok, amelyek egyikébdl a
masikaba el lehet jutni ,csatlakozd élek” mentén. Az ilyen ,csatlakoz6 élekbdl” allé alakzatok
tobb korabbi feladat megoldasaban fontos szerepet jatszottak, igy példaul a 4.3. feladatban.

Az ilyen alakzatok olyan gyakran szerepelnek, hogy érdemes kiilon nevet adni a fogalomnak.
Rogton az is ki fog dertilni, hogy nem is egy fogalom ,btjik meg” emogott a kifejezés mogott.
Az élek olyan egymasutanjat, ahol mindegyik él csatlakozik az el6z6hoz, sétdnak fogjuk nevezni.
De a pontos definicié — a tovabbiak egyszertisitése érdekében — egy kicsit méasképp szol.

Definicié. Legyen adva egy tetszOleges graf. Ha a P = {x1,z9, - - - x,,} pontsorozatra igaz, hogy
z;x;+1 minden 1 <4 < m—1-re éle a grafnak, akkor ezt a pontsorozatot definicié szerint sétdnak,
a graf egy sétdjanak, éspedig az x1 és x,, pontok kozotti sétanak nevezziik.

Vegyiik észre, hogy nem kétittik ki, hogy a séta pontjai kiilonbozdek legyenek. A sétaban tehat
lehetnek ,,felesleges” pontok és élek, egy séta metszheti is 6nmagat. Egy élen tobbszor is, akar
mindkét irdnyban is végigmehetiink. Az egyetlen, ami fontos, hogy minden soron kévetkezo él
csatlakozzon az el6z6 ,végpontjahoz”. De éppen, mert a sétat ilyen ,lazan” definidltuk, sziik-
séglink van a ,szigorubb” fogalomra is:

Definicié. Haa P = {z1,x2, - - -, } sétdban minden pont kiilonb6z6, akkor P-t definicié szerint
utnak, kozelebbrol az x1 és x,, pont kozotti dtnak nevezzik.

Megjegyzés. Az it hosszdt mérhetjiikk a pontok szdméval is, az élek szamaval is, ezért ha az
Osszefiiggésbél nem egyértelmii, akkor kiilon meg kell mondanunk, hogyan mérjiik.

5.1. Rajzoljunk az 1. dbran lathaté grafban sétdkat, amelyek nem utak. Van-e a grafnak két
kiilonb6z6 pontja, amelyek kozott vezet séta, de nem vezet it ?

5.1.1. abra.

5.2. Igaz-e, hogy ha egy graf két pontja kozott vezet a grafban séta, akkor vezet 1t is?

c s 2

Definicié. Ha a P = {x1,x9, - 2y, } sétdban minden pont kiilonboz8, kivéve a két széls6t, tehat
T1 = Ty, és killonben minden méas pont kiillénbo6z6, és m legalabb harom, akkor P-t definicié
szerint kornek, (a graf korének) nevezziik.

Megjegyzés. Az uttal ellentétben a kor hossza egyértelmii, ugyanazt kapjuk, akar a pontok,
akar az élek szamaval mérjik. Az n pontbdl 4ll6, tehat n hosszi kort Cp,-nel jeldljik. Ha azt
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5 fejezet. Utak, Gsszefiigg6 grafok 5.1. Osszefiiggd komponensek

mondjuk, hogy ,,a grafban van C,,”, ezen azt értjiik, hogy a grafban van n hosszi (n pontbdl/élbol
allé) kor.

Definicié. A tovabbiakban kiilon szerepe lesz az olyan koroknek, amelyek a graf minden pontjat
tartalmazzak. Az ilyen koroket definicié szerint a graf Hamilton-korének nevezziik. Ha egy 1t
tartalmazza a graf minden pontjat, azt definicié szerint Hamilton-utnak nevezzik.

5.3. Adott egy G gaf. Ebbdl a kovetkezdképpen képezziik a G’ grafot. A G’ graf pontjai azonosak
G pontjaival, és G’-ben azok a pontparok vannak éllel 6sszekotve, amelyek G-ben 4ittal vannak
Osszekotve.

Rajzoljuk fel a G’ grafot az 1. dbran lathaté 6t G graf esetén.

| X T A

d)>< ﬁ@ e.)G.

5.3.1. abra.

5.4. Egy kis kutaté munka:
Mit allithatunk az 5.3. feladatban definidlt G’ grafrél altaldban?

Megjegyzés. Szorosan idetartozik a 11.5. feladat is.

5.5. Még egy kis kutaté munka:

Adott egy G graf. E graf két pontjarol akkor mondjuk, hogy ,,0sszefiiggnek”, ha vezet kozottiik
Gt a grafban. Ugy tekintjiik, hogy egy pont énmagaval ,6sszefiigg”. Mit mond ki az 5.4. feladat
megoldasa errél a relaciérél?

Definicié. Az 5.5. feladatban definidlt reldcié tehat ekvivalenciaosztdlyokat hoz létre a graf
pontjai kozott. Egy ekvivalenciaosztaly pontjai altal feszitett részgrafot a graf egy dsszefiiggd
komponensének, vagy roviden komponensének nevezziik.

5.6. (S) Dontsiik el, melyik allitdsok igazak az aldbbiak koziil:

a) Két pont pontosan akkor van egy komponensben, ha fut kozottik ut a grafban.

b) Ha két pont a graf két kiillonb6zé komponensében van, akkor nem fut kézottik ut a grafban.

c¢) Két pont pontosan akkor van egy komponensben, ha van olyan pont, amelyb&l mindkettébe
vezet Ut.

d) Két pont pontosan akkor van egy komponensben, ha van olyan pont, amellyel mindkett6
Ossze van kotve.

e) Két pont pontosan akkor nincs egy komponensben, ha van olyan pont, amelybdl az egyikhez
vezet Ut, a masikhoz nem.
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5.2. Kutaté munka 5 fejezet. Utak, Osszefiigg6é grafok

5.7. (M) Milyen G egyszerii grafokra igaz a kovetkez6: Ha G minden csicsdnak szomszédai
teljes részgréifot feszitenek, akkor G teljes graf.
Adjunk sziikséges és elégséges feltételt!

Definicié. Ha egy graf egyetlen Osszefliggé komponensbdl all, akkor a grafot definicié szerint
0sszefliggd grafnak nevezziik.

Vagy masképp fogalmazva ugyanezt: egy grafot pontosan akkor neveziink dsszefiiggdnek, ha
barmely két pontja kozott fut at a grafban.

5.8. (S) Igaz-e a kovetkezd: egy G graf pontosan akkor dsszefiiggd, ha van olyan pontja, amely-
b6l barmelyik mésik pontba vezet 1t ?

5.9. Kutaté munka:
Igaz-e, hogy ha a G grafnak van Osszefliggo feszito részgrafja, akkor maga is Gsszefligg6?
[gaz-e az allitds megforditdasa?

5.10. (S) Rajzoljunk nem osszefiiggd 6 pontu grafot, amelynek
a) hat,
b) hét,
c) kilenc
éle van. Van-e 10 és 11 éli, nem Gsszefiiggd 6 ponti graf?

5.11. (S) Igaz-e a kovetkez6: ha egy Osszefliggd graf csucsait két nemiires részhalmazra bontjuk,
mindig lesz a két halmaz egy-egy cstucsat 0sszekotd él7
Hogyan szdl az allitas megforditasa? Igaz-e?

5.12. (S) Igaz-e a kovetkezé 4llités:
Ha G hurokél nélkiili graf, akkor minden komponensében paros szamu paratlan pont van.

5.2. Kutaté munka

5.1. Van-e tizpontid, 5-regularis nem-0sszefiiggd graf?
Es 4-regularis?

5.2. Melyik az a legkisebb k szdm, amelyre igaz, hogy minden 2n pontd k-regularis egyszerii
graf Gsszefiigg6?

5.3. Hany tizpontu, 4-regularis, egyszerii nem-osszefliggd graf van?
Hény 2k pontu, k — 1-reguléris, egyszeri nem-o6sszefiiggd graf van?

5.4. Maximalisan hany éle lehet egy n pontd, két komponensbdl all6 grafnak?

5.5. a) Minimédlisan hany él kell ahhoz, hogy biztosan Osszefiiggd legyen az n ponti egyszerd
graf? Vagy masképp fogalmazva: melyik az a legkisebb f(n) szdm, amelyre igaz, hogy minden
n ponttd, f(n) éli egyszerti graf osszefiiggd?

b) Maximaélisan hany éle van egy n pontu egyszerii grafnak, amely nem Osszefiigg$? Keressiik
meg a nem-osszefliggd ,extrém” (azaz legtobb éli1) grafot, és préobaljuk bebizonyitani réla, hogy
minden néala tobb éli egyszerli graf mar osszefiiggd!

5.6. Kutaté munka:
Létezik-e olyan poliéder, amelynek gréafja nem Osszefiggé? (A poliéder grafjan azt a grafot
értjik, amelynek cstcsai a poliéder cstcsai, élei a poliéder élei.)
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5 fejezet. Utak, Osszefiiggé grafok 5.2. Kutaté munka

5.7. Kutaté munka:
Van-e olyan konvex poliéder, amelynek grafja nem 6sszefiigg6?

5.8. (M) Ismerkedés a Kneser-grafokkal:
Definicié. A KG(n, k) Kneser-grafot a kovetkezOképpen definidljuk. A KG(n, k) graf pontjai
egy n eleml halmaz k elemii részhalmazai. Két ilyen pont akkor van Gsszekotve, ha a részhal-
mazok diszjunktak.
Nem érdekesek az n < 2k esetek. Ugyanis a KG(n, k) graf iires graf, ha n < 2k.
Osszefiiggé-e a KG(7,3) Kneser-graf?

5.9. (M) * Milyen n és k értékekre Osszefiiggé a KG(n, k) Kneser-graf?

5.10. A végtelen grafok esete.

Vajon miikodik-e végtelen grafokra is az Osszefiiggéség definiciéja? Pontosabban feltéve a
kérdést: ekvivalenciarelacié-e végtelen grafokban is az 5.5. feladatban definidlt ,x és y kozott
vezet at” relacid?
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6. FEJEZET
Elvago6 pontok, hidélek

A fejezet témajahoz lasd még a 7.1. feladatot.

6.1. Bevezeto feladatok

6.1. (M)
Igazoljuk, hogy akarhogyan hagyunk el egy élt egy véges, Osszefiiggd 4-regularis grafbol, min-
denképp 6sszefliggd marad.

6.2. Kutaté munka:

Van-e olyan 4-reguldris, egyszerii, Osszefiiggd graf, amelybol egyetlen él elhagyasaval nem
osszefliggd graf kaphaté? (Tehat van-e olyan 4-regularis, egyszerti, osszefiiggd G graf, amelynek
van olyan e éle, amelyre G — e nem Gsszefiigg6 ?)

Definicié. A 6.1. és 6.2. feladatokban olyan élt kerestiink oOsszefiiggé grafokban, amelyet el-
hagyva a graf megsziinik Osszefliggd lenni. Az Osszefiigg6 graf ilyen élét definicid szerint hidélnek
nevezzik.

Fontos szerepet jatszanak az olyan Osszefiiggd egyszerii grafok, amelyeknek minden éle hidél,
vagyis barmely élét elhagyva megsziinik Osszefliggd lenni. Az ilyen, bizonyos értelemben ,,min-
imalis” osszefiiggd grafokat definicid szerint fdnak nevezziik. Ezekkel részletesebben a 7. fe-
jezetben foglalkozunk majd.

6.3. Kutaté munka:
Milyen k pozitiv egész értékre van olyan k-reguldris, véges, egyszerii graf, amelynek van
hidéle?

6.4. Kutaté munka:

Dontstk el minden k-ra, hogy hany hidéle lehet egy k-regularis, véges egyszerti grafnak?

6.2. Hidélek és elvagd pontok

6.1. (M)
a) Lehet-e hidél egy tobbszoros é17
b) Lehet-e tobbszoros élt tartalmazé grafban hidél?

6.2. Kis kutaté munka:
Prébéljuk a hidélt masképp definidlni!

6.3. A hidél az 6sszefiiggd graf olyan éle, amelyet elhagyva a graf megsziinik 6sszefiiggd lenni.
Rajzoljunk olyan 0sszefiigg6 grafot, amelyben van olyan pont, amelyet — a bel6le indulé élekkel
egyiitt — elhagyva a graf megszlinik Gsszefliggd lenni! Az ilyen pontot nevezziik elvigo pontnak.

Rajzoljunk olyan gréafot, amelynek harom elvidgd pontja van!

Megismételjiik a definiciét:
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6 fejezet. Elvagd pontok, hidélek 6.3. Kutaté munka

Definicid. Az osszefiiggé G graf x pontjat akkor és csak akkor nevezziik elvdgd pontnak, ha az
elhagydsaval — és a beldle indulo élek elhagyasaval — keletkez6 G — = részgraf nem Osszefiiggo.

6.4. (S) Van-e elvdgd pontja az 1. dbran lathat6 grafoknak? Amelyiknek van elvigd pontja,
anndal allapitsuk meg azt is, hogy hany van.

00 09

6.4.1. abra.

6.5. (S) Van-e hidéle a 6.4. feladatban szereplé grafoknak?
6.6. (M) Van-e hidéle a kocka grafjdnak?

6.7. Kutaté munka:
Allapitsuk meg, hogy melyik konvex poliédernek van hidéle vagy elvagd pontja.

6.8. (S) Hény komponensre bomlik egy Osszefiiggd graf, ha elhagyjuk egy hidélét?
Hény komponensre bomlik egy Gsszefiiggd graf, ha elhagyjuk egy elvagd pontjat?

6.9. (S) Igaz-e, hogy egy hidél végpontjai elviagd pontok?
6.10. (S) Igaz-e, hogy egy hidél legalabb mésodfoki végpontja elvigd pont?

6.11. (S) Igaz-e, hogy ha egy Osszefiiggd egyszerii grafban van elvdgé pont, akkor van benne
hidél is?

6.12. (M) Igaz-e, hogy ha egy Osszefiiggd grafban van kor, akkor annak élei nem hidélek?

6.13. (M) Igaz-e, hogy a G Osszefiiggd graf egy e éle pontosan akkor hidél, ha nincs benne
korben ?

6.14. (M) Melyek egy fa elvigd pontjai?

6.3. Kutaté munka

6.1. (M)
Dontsiik el, hogy igaz-e a kovetkez6 allitas:
Egy 6sszefliggd graf pontosan akkor fa, ha minden legaldbb masodfoki pontja elvagd pont.
A fa definicigjat lasd a 7.7. feladat utan.
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6.4. Tovdbbi feladatok 6 fejezet. Elvagd pontok, hidélek

6.2. (M) Igaz-e, hogy minden 6sszefiiggd grafban van olyan pont, amely nem elvigd pont ?

6.3. Dontsiik el, helyes valasz-e a 6.2. feladat kérdésére a kivetkezo valasz:
Ha van els6foki pont, az nem elvagd pont. Ha nincs elséfokit pont, akkor van kor, és ennek
pontjai nem elvagd pontok.

6.4. (S) Igaz-e, hogy ha egy Osszefliggé grafban van kor, akkor van benne olyan kor is, amelynek

legalabb egy pontja elvagd pont?

6.4. Tovabbi feladatok

6.1. (M) [5], 18. old. Igazoljuk, hogy ha egy G graf osszefiigg, akkor a pontjai sorrendbe
allithatok ugy, hogy minden k-ra az els6 k pontot elhagyva a maradé graf is Osszefiiggé (k =
=1,2,...,n, ahol n a graf csicsainak szama).

6.2. (M) [5], 18. old. Létezik-e olyan, legalabb hérom ponti 6sszefiiggd graf, amelybdl barmely
pontpart torélve a graf megsziinik 6sszefiiggd lenni?

6.3. (S) Igaz-e, hogy ha egy grafban van Hamilton-kor, akkor dsszefliggd és nincs elvagd pontja
(vagyis kétszeresen Osszefiiggd)?

6.4. (M) Mutassunk példat olyan grafra, amelynek nincs elvagd pontja (kétszeresen Gsszefiiggd),
mégsincs Hamilton-kore.
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6 fejezet. Elvagd pontok, hidélek 6.4. Tovdbbi feladatok
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7. FEJEZET
Fak, erdok, favazak

Ebben a fejezetben fakkal és erdékkel foglalkozunk, és kicsit ismerkedink a favizakkal is. Be-
mutatunk egy favazkeres6 algoritmust is, amely jol megvildgitja a fa fogalmat. De a favazkereso
algoritmusokat b&vebben majd a ALG.IL.3. fejezetben targyaljuk.

7.1. Kutaté munka

A kovetkez6 feladatok segitségével arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy vajon egy m pontt
egyszerli grafban hany él esetén tudjuk garantalni, hogy van benne kor? (Ha a tobbszoros élt is
kornek tekintjik, akkor csak a hurokéleket kell megtiltanunk.)

7.1. Egy kilencpontu graf harom komponensbdl all. Legalabb hany éle van?

7.2. [13] Anna és Béla a kovetkez6 grafjatékot jatssza 10 ponton: felvaltva hiznak be éleket,
és az veszit, aki kort zar be. Kinek van nyerd stratégiaja?

7.3. [13] Anna és Béla a kovetkezd grafjatékot jatssza n ponton: felvaltva hiznak be éleket, és
az veszit, aki kort zar be. Kinek van nyer6 stratégiaja?

7.4. A 7.2, és 7.3. feladat alapjan mit tudunk mondani a kévetkez6 kérdésre:

Hany él esetén tudjuk garantalni, hogy egy n ponti egyszeriu grafban van kér? Pontosabban:
Milyen k szamra tudjuk garantalni, hogy ha egy n pontu egyszerli grafban legaldbb k él van,
akkor van benne kor?

7.5. Egy n cstucsu egyszert grafban a fokszamok 6sszege legalabb 2n. Koévetkezik-e ebbdl, hogy
a grafban van kor?

A 7.2, és 7.3. feladat alapjdn azonban nem csak arra a kérdésre tudunk felelni, hogy hany él
esetén garantidlhaté kor a grafban. Vilaszt adhatunk a kovetkezd, 7.6. feladat kérdésére is:

7.6. Legalabb hény éle van egy n > 1 pontua 6sszefiiggd grafnak?
7.7. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy n ponti Gsszefiiggd kormentes graf élszama n — 1.

Definicié. A kérmentes 6sszefiiggd grafokat — és csak azokat — fanak nevezziik.

Mivel egy kérmentes graf minden Osszefiiggé komponense fa, értheto, hogy a kérmentes gra-
fokat erddnek vagy ligetnek szokas nevezni.

A 7.7. feladat szerint minden n pontu fa élszama n — 1.

Megjegyzés. A ,fa” fogalma ,,minimax” fogalom, mondhatjuk gy is, hogy igazi hatarfogalom.
Két ,teriilet” kozos hatara: a kormentes és az Osszefliggd grafoké. A kdrmentes grafok koziil a
legnagyobb élszamu, s6t, nem bévithet6 gy, hogy kormentes maradjon. Masrészt a legkisebb él-
szamu Osszefliggd graf, s6t, barmely élét elhagyva megsziinik 6sszefiiggd lenni. Kiilénosen érdeke-
sek az ilyen matematikai objektumok, amelyekben két fogalom igy ,0sszeér”. Ez egyben mag-
yarazza fontossagukat is.
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7 fejezet. Fak, erddk, favazak 7.2. Kérmentes feszitd részgrdf keresése

Felhivjuk azonban a figyelmet a kovetkez6 feladatra:

7.8. (S)
Van-e olyan n pontid, nem-0sszefiiggl egyszerii graf, amelynek tobb éle van, mint egy n ponti
fanak?

7.2. Kormentes feszito részgraf keresése

A 7.2. jaték sordn lényegében egy maximalis kdrmentes részgrafot valasztottunk ki az n ponti
teljes grafbol. Az ott kidolgozott eljards azonban alkalmas arra is, hogy tetszdleges grafnak
kivalasszuk egy maximalis kdrmentes részgrafjat.

Kitlizott célunk tehat az, hogy olyan eljarast adjunk, amely minden grafnak megtaldlja egy
maximalis élszama kormentes részgrafjat.

El6szor nézziik az eljarast. Az eljaras roviden elmondva a kovetkez6: Legyenek a G graf élei
€1,€s,...,¢eE. Sorra vessziik az éleket, és ha egy él kort zarna be, akkor a felesleges élek F
halmazéaba tessziik, ha nem zar be kort, akkor a T' ,,taroloba” tessziik. Az eljaras eredménye a
Tena ¢lhalmaz.

Az eljaras pontosan leirva a kivekezd:

1. Eljaras.

Kezdetben F' is, T is tires, és sorra vessziik az eq élt.

Egy 1épés a kovetkezobol all: megvizsgaljuk, hogy a soron levé e; él a T-ben levd élekkel egytitt
kort zar-e be (vagyis ha e = (z,y), akkor megvizsaljuk, hogy T éleib6l osszedllithat6-e z-bol y-ba
vezetd t). Két eset van:

1) Ha igen, akkor e;-t F-be tesszik, azaz F,, = F, U{e;}, és T, = T, (u=1j, r=régi).

2) Ha nem, akkor e;-t T-be tesszik, azaz T,, = T, U {e;}, és F, = F,.

Ha ¢ = k, azaz mar minden él sorra keriilt, akkor az eljarast befejeztiik.

Ha i < k, azaz van még sorra nem vett él, akkor -t megnoveljiik eggyel és sorra vessziik a
kovetkezé (e;) élt.

Az eljaras eredménye az a Gy graf, amelynek ponthalmaza azonos GG ponthalmazaval, élhal-
magza az eljaras végén a taroléban levé T,,4 élhalmaz.

7.1. (M) Bizonyitsuk be a kévetkezoket:

a) Az eljaras végén kapott Gy részgraf kormentes.

b) Az eljaras végén kapott Go részgrafnak ugyanannyi komponense van, mint maganak a G
grafnak.

¢) Mi mondhat6 az eljaras soran a T-ben levé élek szaménak és a komponensek szdmdanak az
Osszegérol ?

d) Ha G pontszdma n, komponenseinek szama k, akkkor az eljards végén T-ben levs élek
szdma n — k.

7.2. Rajzoljuk fel a kocka grafjat és szamozzuk meg az éleit a kivetkezOképpen:

a) az els6 négy ¢l az egyik irdnnyal parhuzamos négy él, a kovetkezd négy él egy mésik irdnnyal
parhuzamos négy él, a maradé (a harmadik irdnnyal parhuzamos) négy él kapja a 9,10,11,12
sorszamot ;

b) az 1. dbra jobb oldaldn ldthaté mddon,

és keressiik meg mindkét esetben, hogy milyen Gg grafot ad az 1. eljaras.
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7.2. Kiormentes feszité részgrdf keresése 7 fejezet. Fak, erdsk, favazak

7.2.1. abra.

7.3. Kis kutaté munka:
Meg lehet-e szamozni a kocka éleit két kiilonb6z6 mdédon gy, hogy az eljarasunk altal kapott
két favaznak ne legyen k6zos éle?

7.4. (S) Kaphatunk-e a 8.10. feladatban szerepld grafoknal olyan Go-t, amely egyetlen ttbdl
all?

7.5. Szamozzuk meg a négypontu teljes graf éleit ugy, hogy az 1. eljarassal kapott Gg graf
a) egy csillag,
b) egy 1t legyen!

7.6. (M) Szamozzuk meg
a) a kocka,
b) az n-pontu teljes graf
éleit gy, hogy az 1. eljarassal kapott Gg graf
x) egy csillag,
y) egy ut legyen!

A kitlizott célunk az volt, hogy minden grafnak megkeressiik egy maximalis élszamu kormentes
részgrafjat. De tényleg azt talaltuk-e meg az 1. eljaras segitségével? Hogy jobban megértsiik a
kérdést, nézziik a kovetkez6 egyszeru feladatot:

7.7. (M) Melyek az {1,2,---,6} halmaz olyan részhalmazai, amelyekben barmely két szdm
relativ prim egymashoz, és amelyekhez mar nem lehet tovabbi szamot gy hozzavenni, hogy ez
a tulajdonsdguk megmaradjon. Ilyen példdul a {1,2,3,5} halmaz.

Vannak-e az ilyen, azaz tovibb nem bévitheté halmazok kozott kiilonbozé elemszamiak?

7.8. Probaljuk megfogalmazni, miért kétértelmi a ,,maximélis” sz6 a 7.7. feladatban!

Amikor egy G graf maximélis kdrmentes részgrafjat keressiik, akkor ez jelentheti azt, hogy
mazximadlis élszdmi kormentes részgrafot keresiink, de jelentheti azt is, hogy olyan koérmentes
részgrafot keresiink, amelyhez barmelyik tovabbi élt hozzavéve mar keletkezik kor.

Maéarmost az nyilvanvald, hogy az eljarasunk olyan Gy részgrafot ad, amely kérmentes és ame-
lyhez a graf barmely élét hozzavéve a Gg + e graf megszlinik kérmentes lenni. Vagyis olyan
kérmentes részgraf, amely nem bévithetd e tulajdonsag elvesztése nélkiil. De vajon kovetkezik-e
ebbdl, hogy Gy mazimdlis élszdmi kormentes részgraf is?
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7 fejezet. Fak, erddk, favazak 7.8. A fa tulajdonsdgai

7.9. (M) Déontsiik el, hogy az 1. eljardsban kapott G graf minden esetben maximaélis élszami
koérmentes részgrafja-e G-nek?

Ha G 6sszefiiggd graf, akkor a kapott Gy graf G minden pontjat tartalmazo fa, vagyis feszito fa.
Elnevezés. Az osszefiiggd graf feszité fajat favdznak is szokés nevezni. (Rényi Alfréd tréfabol
kaptafinak is nevezte.)

Az 1. eljaras tehat az osszefiiggd grafok osztalyan egy altalanos favaz keresd algoritmust ad. A
favaz keres6 algoritmusokkal — igy a szélességi és mélységi kereséssel — részletesebben a ALG.I1.3.
fejezetben foglalkozunk.

7.10. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy kormentes grafban az élek szdma = a csicsok szama - a
komponensek szdma.

7.11. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy kérmentes grafban az élek szdma legfeljebb a cstcsok
szdma - 1. (A tobbszoros élt tartalmazé grafokat nem tekintjiik kérmentesnek.)

7.12. (M) Adjunk j bizonyitast a 7.6. feladat allitdsara, azaz bizonyitsuk be, hogy egy Gssze-
fliggd grafban az élek szama legalabb a cstcsok szama - 1.

7.3. A fa tulajdonsagai

7.1. (M) Legyen G véges, egyszer(i graf és tekintsiik a kovetkezé harom allitést:

a) G Osszefuggd;

b) G kdérmentes;

¢) G élszama eggyel kevesebb a csticsok szamanal.

A 7.7. feladat pontosan azt &llitja, hogy a)-b6l és b)-bol kovetkezik c). Dontsiik el, hogy a
hirom &llitas koziil melyik kettébol kovetkezik még a harmadik.

7.2. (M) Melyik grafokra igaz, hogy barmely két pontja kozott pontosan egy ut van?
7.3. (M) Melyik fak péros grafok?

7.4. (S) Igaz-e, hogy ha egy fa két itjanak van kozos pontja, akkor a kozos résziik egy — esetleg
csak egy pontbdl all6 — ut?

7.5. (S) Egy grafban barmely két, kozos ponttal rendelkez8 Gt metszete ut. Mit mondhatunk

a grafrél?

7.4. Tovabbi feladatok

7.1. (S) Igaz-e, hogy egy Osszefiiggd G graf e éle pontosan akkor hidél, ha G minden faviza
tartalmazza?

7.2. (M) Hany negyedfokt pontja lehet egy hétpontt fanak?

7.3. (M) Egy 4-reguldris grafbdl elhagyjuk egy favaz éleit. Igaz-e, hogy a maradé gréafban van
legalabb két kor?

7.4. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha G’ a G graf egy tovabb nem bévithetd kormentes részgrafja,
azaz a G graf barmely e élét G'-hoz véve keletkezik kor, akkor G’ maximalis élszamui kormentes
részgrafja G-nek.

34



7.4. Tovdbbi feladatok 7 fejezet. Fak, erdsk, favazak

7.5. (M) Igazoljuk, hogy egy legalabb kétpontu fiban van legaldbb két els6foki pont. Melyik
fakban van pontosan két els6fokd pont?

7.6. (M) Mit allithatunk egy olyan fa els6foki pontjainak a szdmarél, amelyben van egy k-
adfokud pont, k > 27

7.7. (M) * Adottak a dy,ds, -+, d, pozitiv szdmok, n > 2. Tudjuk, hogy a d;-k 6sszege 2n — 2.
Igazoljuk, hogy van olyan n pontu fa, amelyben az egyes pontok fokszama rendre dy, ds, - -,
d,,. (OKTV)
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7 fejezet. Fak, erddk, favazak 7.4. Tovdbbi feladatok
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8. FEJEZET
Utak, tavolsag, atméro.

8.1. Uthossz, leghosszabb utak
8.1. (M) Igaz-e, hogy egy k-reguldris grafban mindig van legalabb & éli ut?

8.2. (M) Hany 2 hosszu 1t lehet egy
a) otpontd faban?
b) hatpontt faban?

8.3. (M) a) Maximélisan hany 2 hosszi 1t lehet egy n ponti egyszerti grafban?
b) Es egy n pontu faban?
c¢) *Milyen n-re lehet egy n pontu fiban a maximaélisnél eggyel kevesebb 2 hosszu ut?

8.4. (S) Hany 2 hosszu Ut van a K5 ¢ teljes paros grafban?
8.5. (S) [5], 19. old. Hany 2 hosszu t van a K, ,, teljes paros grafban?

8.6. (S) Egy tarsasdgban tiz fiti és hiisz lany van. Le szeretnénk {iltetni minél t6bb fiit és lanyt
egy asztal koré tigy, hogy fituk és lanyok felvaltva iljenek, és mindenki ismerje a két szomszédjat.
Hany ember iiltetheto igy egy asztal koré a legjobb esetben?

8.7. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha egy péaros grafban a kisebbik osztdlyban k pont van, akkor
a leghosszabb kor nem lehet 2k-nal hosszabb. Mit allithatunk a leghosszabb tutrol?

8.8. (MS) Bizonyitandé, hogy egy osszefiiggd graf barmely két leghosszabb tutjanak van kozos
pontja.

8.9. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy graf és a komplementere koziil legalabb az egyik 6sszefiiggé.

Ehhez a témahoz lasd még a 12.1.-12.4. feladatokat. Ezek a feladatok foglalkoznak azzal a
kérdéssel, hogy milyen fokszam feltétel mellett milyen korok garantdlhaték egy grafban.

8.2. Tavolsag, atméro

Altaldban egy feliileten két pont tavolsdganak a kozottitk futé legrovidebb utat szoktuk tekinteni.
Mivel grafok esetében is van ut, és értelmes az Ut hossza is, ezért itt is definidlhatd két pont
tavolsdga: a kozottiik futd legrovidebb tt. Persze el6fordulhat, hogy két pont kézott nem vezet
ut. Ebben az esetben sem joviink zavarba, azt mondjuk, hogy a tavolsaguk végtelen. De a
definicionk még igy sem egyértelmii. Hiszen az utak hosszat mérhetjiik az élek szamaval is, a
pontok szamaval is. Ha a pontok szamaval mérnénk, akkor egyrészt két kiilonbo6z6 pont tavolsaga
legalabb kettd volna, masrészt példaul ha a graf két csatlakozé élbél 4ll és ezek xy és yz, akkor x
és y tavolsaga ketto, y és z tavolsaga is kettd, mig x és z tavolsdga harom. Pedig nem ,rovidiilt”
az ut, amig z-bol elmentiink y-ba, majd onnan z-be. Ezért célszerii az utak hosszat most az élek
szdméval mérniink. Igy a kovetkezé definiciét kapjuk:
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8 fejezet. Utak, tavolsag, atmérs. 8.2. Tdvolsag, dtmérd

Definicié. Adott egy G graf, két pontja x és y. Az x és y pont G-beli tdvolsdgan definicié szerint
a kozottiik a grafban futd legréovidebb Ut hosszat értjiik, a hosszat élekben szamolva. Ha két pont
kozott nincs Ut a grafban, akkor e két pont tavolsagat végtelennek tekintjuk.

8.1. (M) A tévolsiag-fogalomtol meg szoktuk kovetelni, hogy teljesitse a haromszogegyenlétlen-
séget. Azt tehat, hogy ha z, y, z tetszdleges harom pont, akkor a x és a z pont tavolsaga legfeljebb
akkora legyen, mint az = és y pontok tavolsaganak és az y és z pontok tavolsaganak az Osszege.

Ha z és z nincs egy komponensben, akkor tavolsigukat végtelennek vettiik, de akkor x és z
koziil valamelyik y-nal sincs egy komponensben, tehédt ezek tévolsiga is végtelen. Igy ,,mindkét
oldalon” végtelen all. Ha = és z egy komponensben van, akkor tavolsdguk véges, és ha y valame-
lyikiikkel nincs egy komponensben, akkor attél vett tavolsaga végtelen. Ekkor ,,azt kapjuk”, hogy
yvégtelen nagyobb a végesnél”, amit igaznak szoktunk tekinteni. Ebben az értelemben tehat a
haromszog egyenl6tlenség igaz, ha nem mind a harom pont van egy komponensben.

De mi a helyzet, ha mind a harom pont azonos komponensben van?

8.2. (S) a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban P a legrévidebb ut P két végpontja kozott,
akkor legrévidebb 1t P barmely két pontja kozott is.

Definicié. Legyen G egy tetszOleges (véges vagy végtelen) graf. A P (véges vagy végtelen) utat
akkor és csak akkor neveziink geodetikus dtvonalnak, ha semely két pontja kézott nincs rovidebb
uat a grafban.

A feladat tehat igy is fogalmazhat6: Bizonyitsuk be, hogy ha egy grafban P a legrévidebb 1t
P két végpontja kozott, akkor P geodetikus ttvonal.

8.3. Kutaté munka:
Nevezziink alkalmilag ,,j6 pontparnak” egy graf két pontjat, ha nincsenek éllel 6sszekotve, de
van kozos szomszédjuk. Melyik n ponti egyszertu grafban van a legtobb ,,j6 pontpar”?

8.4. (M) Kutaté munka:

Bergengocia bizonyos varosait oda-vissza repiiléjarat kot ossze. Minden varosbdl legfeljebb
hérom repiildjarat indul és barmely varosbdl barmely masik varosba el lehet jutni legfeljebb egy
atszallassal. Legfeljebb hany varosa van Bergengdcianak?

8.5. Kutaté munka:
Fogalmazzuk meg, milyen tulajdonsag kozos a 8.3. és a 8.4. feladat maximalis grafjat ado
grafban!

Egy alakzat atmérdjén a geometridban az alakzat két legtavolabbi pontja koézotti tdavolsagot
szoktuk érteni. (A fogalom persze nem mindig ilyen egyszer(i — csak zart ponthalmazok esetén
az —, de véges ponthalmazok esetén megfeleld.)

Minthogy definidltuk a graf pontjai kozotti tavolsdgot, ezért az atmérot is definidlni tudjuk.
Itt mar zavart okozhatna a végtelen tavolsag, ezért az atmérot csak véges grafokra definialjuk:

Definicié. Egy osszefiiggd véges graf dimérdjét a pontjai kozott fellépé maximalis tavolsagként
definialjuk. Igy példaul a teljes graf atmérdje 1, a csillagé 2.

8.6. (M) Fogalmazzuk meg az atmér6 fogalma segitségével grafelméleti nyelven a 8.4. feladat
allitasat!
Megjegyzés. A feladat folytatdsa a 10.6. feladat.

8.7. (S) Mekkora egy négy, illetve egy 6tpontu kor atmérdje?
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8.8. 2-atmérdji grdifok élszama 8 fejezet. Utak, tavolsag, atméré.

8.8. (S) Mekkora egy k pontd kor atmérdje?
8.9. (S) Hatdrozzuk meg az 6t szabélyos test grafjanak atméréjét!

8.10. (S) Mekkora a 8.10. dbran lathaté harom graf atméréje?

a) b) c)

8.10.1. abra.

8.11. (S) A péros grafok koziil melyek dtmérdje 27

8.12. (MS) Mit tudunk mondani egy nem Osszefiiggd graf komplementerének dtméréjérél?

8.3. 2-atméroji grafok élszama
8.1. (S) Egy 2-4tmérdjii grafban van egy elséfokd pont. Mit mondhatunk a szomszédjardl?
8.2. (S) Legaldbb hany éle van egy n pontu 2-atméréjii grafnak?

8.3. (S) Tekintsiik a kovetkezé 11 pontui grafot.

A graf pontjai x1, 29, ¥3, 4, T5, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, 2-

Az x; pontok a megadott sorrendben egy Cs-6t alkotnak. Az y; pont z;_1-gyel és x;11-gyel van
osszekotve (az indexelés mod 5 periodikus), tovabbé z-vel. (Az z; pontok tehét negyedfokiak,
az y; pontok harmadfokiak, z pedig 6todfoki.) Lasd az 1. abrat is!

1 Zs

e

LA

Mekkora ennek a grafnak az atmérdje?
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8 fejezet. Utak, tavolsag, atmérs. 8.8. 2-atmérdji grdafok élszama

8.4. (M) * a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti 2-4tméréjii grafban nincs telitett pont,
akkor élszama legalabb (3n —5)/2,

b) Legyen n > 5. Mutassunk példat olyan n pontd, telitett pont nélkili, 2-4tméréjii grafra,
amelynek 2n — 5 éle van.
Megjegyzés. Bebizonyithatd, hogy 2n — 5-nél kevesebb éle nem lehet egy ilyen grafnak. L. a 8.5.
feladatot.

8.5. (M) ** Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontu 2-4tmér6jii grafban nincs telitett pont, akkor
élszama legalabb 2n — 5.

8.6. (M) ** Van-e olyan n, amelyre van olyan ponti, 2-atméréji graf, amelyben minden pont
foka legalabb harom és élszama 2n — 57
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9. FEJEZET
Fiiggetlen pontok és élek

Folytatjuk a grafelméleti alapfogalmak bevezetését és bebizonyitunk néhany egyszerii, a fiiggetlen
pontokkal illetve élekkel kapcsolatos tételt.

9.1. Fiiggetlen élek és pontok

A kovetkezd feladatokhoz célszerti atismételni a fiiggetlen élek korabban bevezetett fogalmat
(lasd az 1.3. feladatot): a G graf éleinek egy halmazat akkor nevezziik fiiggetlennek, ha koziilitk
semelyik kettének nincs kozos végpontja. Ilyenkor gyakran egyszeriien fiiggetlen élekrdl beszéliink.

Jelolés. A G grafban talalhaté fliggetlen élek maximalis szamat v(G)-vel jeloljiik.

9.1. (M) Hatérozzuk meg v(G)-t (vagyis hatdrozzuk meg a fiiggetlen élek maximumét) az n
pontu teljes grafban!

9.2. (M) Hatérozzuk meg v(G)-t (vagyis hatdrozzuk meg a fiiggetlen élek maximumat a
kovetkez6 grafokban),

a) ha G csucsai egy kocka csticsai, élei a kocka élei;

b) ha G cstcsai egy oktaéder cstcsai, élei az oktaéder élei;

c) ha G cstcsai egy ikozaéder cstcsai, élei az ikozaéder élei.

9.3. (M) Hatdrozzuk meg v(G)-t (vagyis hatdrozzuk meg a fiiggetlen élek maximumat a
kovetkezd grafokban),

a) ha G egy 6téli kor (G = C5);

b) ha G egy n pontu kér (G = C,,);

9.4. (M) Igaz-e, hogy ha egy 2n pontt grafban van Hamilton-kor, akkor van n fiiggetlen éle?

9.5. (MS) a) Mekkora lehet a legnagyobb kor egy olyan grafban, amelyben nincs k + 1 darab
fliggetlen él17

b) A G grafrél tudjuk a kévetkez6ket: nincs benne k4 1 fiiggetlen él, és van benne Copy1. Mit
mondhatunk ennek a grafnak a komponenseirél? Hany éle lehet maximalisan ennek a grafnak?

9.6. (MS) a) Egy n pontt egyszeri(i grafban nincs két fiiggetlen él. Legfeljebb hany éle lehet?
b) Adjuk meg az Osszes olyan n pontu grafot, amelyben nincs két fliggetlen él, de erre a
tulajdonsagra ,kritikus”, azaz barmely él behizasaval mar keletkezik két fiiggetlen él.

9.7. (MS) * Egy n pontu egyszerii grafban a fiiggetlen élek maximadlis szdma k. Bizonyitsuk
be, hogy ha n > 2k + 2, akkor a grafnak legfeljebb kn — k éle van.
Mi a helyzet n = 2k + 1 pont esetén?

Megjegyzés. Ez a becslés k = 1-re pontos, de k > 1-re nem az. A maximélis élszdm kicsit
kevesebb, mint kn — k. A kiilonbség azonban mar nem fiigg n-t6l, csak k-tél. Az élszdm pontos
fels6 korlatjanak bizonyitdsa azonban altaldban koriilményes, ezért csak a legegyszeriibb k = 2
esetben adjuk majd fel a 9.9. feladatban.

41



9 fejezet. Fiiggetlen pontok és élek 9.2. Teljes pdrositdsok

9.8. * Legyen egy n pontu egyszerii grafban a fuggetlen élek maximadlis szdma k és E =
= {z1y1,T2y2 - -, Tryk} egy fliggetlen élrendszer, tovabba jelolje T a graf tobbi pontjat. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor

— T pontjai k6zott nem fut él,

— T barmely két pontjabdl egyiittesen legfeljebb 2k él indul £ pontjaiba, tehat

— T barmely két pontjanak fokszama egyiitt legfeljebb 2k.

9.9. (MS) A 9.7. feladat k& = 2-re azt mondja ki, hogy ha n legaldbb hat, és egy n pontu
egyszert grafban nincs harom fiiggetlen él, akkor élszama legfeljebb 2n — 2. Vagyis ha egy n
pontu egyszerii grafnak legaldbb 2n — 1 éle van, akkor van benne harom fiiggetlen él. Ez az
allitas egy kicsit javithato:

* Bizonyituk be, hogy ha egy n > 6 pontu egyszerii grafban legalabb 2n — 2 él van, akkor
van benne harom fiiggetlen él. Ha egy n pontt egyszerii grafban 2n — 3 él van és nincs benne
hirom fiiggetlen él, akkor van két pontja, amely az Gsszes élt lefogja, a graf n — 2 darab olyan
haromszogbdl all, amelyek egy élben illeszkednek.

9.2. Teljes parositasok

9.1. (M)

Egy hattagu tarsasdgban, ahol kolcsonosek az ismeretségek, mindenkinek harom ismerdse van.
Bizonyitsuk be, hogy a hat ember letiltetheté egy asztal koré tigy, hogy mindenki ismerje a vele
szemben 1ilot.

Fogalmazzuk meg az éllitast grafelméleti nyelven is!

9.2. Kutaté munka:
Prébaljuk altaldnositani a 9.1. feladat allitasat!

A 9.2. feladatban — de méar a 9.2. feladatban is — fontos szerepe volt az olyan fliggetlen élrendsz-
ernek, amely a graf minden pontjat lefedi. Ha ugyanis talalunk fiiggetlen éleket, amelyek a graf
osszes pontjat lefedik, biztosak lehetiink, hogy ez a fiiggetlen élrendszer maximalis. (Maximalis
a korabban definidlt mindkét értelemben: nem bdévithetd tovabbi fiiggetlen éllel és nincsen tobb
élbdl dllo fuggetlen élrendszer.) Ez is indokolja, hogy az ilyen élrendszereknek kitiintetett szerepe
van a grafelméletben. Kiilon nevik is van:

Definicid. Ha a grafban van olyan fiiggetlen élrendszer, amely a graf 6sszes pontjat lefedi, akkor
az ilyen élrendszert a graf pontjai kozotti teljes pdrositdsnak, vagy a graf 1-faktoranak nevezzik.

Kifejezhetjiik ezt agy is, hogy teljes parositasnak a graf 1-regularis feszit6 részgrafjait nevezziik
(ha van ilyen részgrafja), &m ez sokkal kevésbé szemléletes kifejezésmaod.

Nyilvanvald, hogy teljes parositas csak paros pontszamu grafban lehet.

Mint latjuk, fontos szerepe van a graf pontjait lefedd élrendszereknek is, ezeket egyszertien
lefed6 élrendszernek hivjuk:
Definicid. Egy graf élhalmazanak egy részhalmazat akkor és csak akkor nevezziik lefedd élrend-
szernek — vagy egyszerten lefedd éleknek —, ha végpontjaik kiadjak a graf 6sszes pontjat. Nyilvan
nincs ilyen élhalmaz, ha a grafban van izoldlt pont. Minden més esetben van.

A G graf pontjait lefed6 minimalis elemszamu élrendszer jele o(G).

Erdemes megfontolni még a kovetkezét. Ugyantgy, ahogy egy osszefiiggs graf favéza egysz-
erre minimalis Osszefiiggé és maximalis kormentes feszité részgraf, ugyanigy a teljes parositas
egyszerre maximaélis figgetlen élrendszer és minimalis lefedd élrendszer. Arra a kérdésre, hogy
milyen grafoknak van favdza egyszerl a valasz: az Osszefiigg6é grafoknak. Nem ilyen egyszerii a
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9.3. Fliggetlen pontrendszerek és lefogo pontrendszerek 9 fejezet. Fiiggetlen pontok és élek

valasz viszont arra a kérdésre, hogy milyen grafokban van teljes parositds. Az erre vonatkozo
Tutte-tételt a GR.III. kétetben fogjuk kimondani.

9.3. Kutaté munka
A favizak esetében igaz volt, hogy ha egy Osszefiiggd graf kormentes feszité részgrafja nem
bévithetd tovabbi éllel tgy, hogy kérmentes maradjon, akkor a részgraf biztosan favaz. Igaz-e
hasonlé 4llitas a maximalis fiiggetlen élrendszerekre? Azaz: mi a valasz a kévetkez6 kérdésre:
A G grafnak taldltunk egy tovabb nem bévithetd fiiggetlen E élrendszerét, azaz barhogyan
hozzavéve E-hez a graf egy tovabbi e élét az E'U {e} élhalmaz mér nem fiiggetlen. Kovetkezik-e
ebbdl, hogy E maximélis fiiggetlen élrendszer?

9.4. (M) Hany teljes parositas taldlhat6 a kocka grafjaban?

9.5. (M) Hany teljes parositdsa van a 2.3. feladat megolddsanal szereplé G grafnak?
9.6. (M) Hany teljes parositdsa van a 8.10. feladat abrdjan szereplé grafoknak?

9.7. (M) * Hény teljes péarositdsa van a 8.4. feladat megolddsdban szerepl6 grafnak?

9.8. Egy hatponti kérbe behiiztuk a szemkozti pontokat 6sszekotd éleket. Hany teljes parositdsa
van az igy kapott grafnak?

9.9. (S) Igazoljuk, hogy egy 2-reguldris paros grafban van teljes parositas.
Igaz-e, hogy egy 2-regularis grafban csak akkor van teljes parositas, ha paros graf?

A 9.9. feladat az egyik legegyszeriibb esete a regularis paros grafok teljes parositdsaira vonatkozé
altalanos Konig-tételnek. Ezt és az altaldanos Konig-tételt a K.II1.3. fejezetben fogjuk targyalni.
Még egy specialis esetét targyalja a 10.3. feladat.

9.10. (M) Hény teljes parositdsa van a Ky, teljes paros grafnak?

9.11. (M) Hany teljes parositdsa van a K, teljes grafnak?
9.3. Fiiggetlen pontrendszerek és lefogd pontrendszerek

Természetesen nemcsak fiiggetlen élekrél, hanem fiiggetien pontokrdl is van értelme beszélni:

Definicié. Egy graf pontjainak valamely halmazat akkor és csak akkor nevezziik fiiggetlennek,
ha koziiliik semelyik kettd kozott nem fut él a grafban.
Példaul a teljes grafok pontosan azok az egyszert grafok, amelyekben semelyik két pont nem
fliggetlen, az tires grafok pedig pontosan azok, amelyekben a graf egész ponthalmaza fliggetlen.
A G graf fuggetlen pontjainak maximalis szamat «(G)-vel jeloljiik.

9.1. (M) Adjunk 1j definiciét a paros grafokra a fiiggetlen pontok segitségével!

9.2. (S) Bizonyitsuk be, hogy egy n pontu paros grafban van legaldbb [(n 4 1)/2] fiiggetlen
pont.
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9.3. Egy 25 tagi tarsasdgban minden ember legfeljebb 6t mésikkal fogott kezet. Igazoljuk, hogy
kivalaszthatd a tarsasidg ot tagja ugy, hogy koziiliik semelyik ketté nem fogott kezet.

Igaz-e ugyanez az allitds minden 24 tagu tarsasagra is?

Fogalmazzuk meg a feladatot grafelméleti nyelven és probaljuk altalanositani.

9.4. (M) Legaldbb hany pontot kell elhagyni (a bel6le indulé élekkel egytitt) a kocka grafjabdl,
hogy a maradé pontok kozott mar ne fusson é17?

A 9.4. feladatban olyan ponthalmazt kerestiink, amelynek elhagydsa utdn a marad6 pontok
kozott nem fut él a grafban. Az ilyen ponthalmazokat gy is jellemezhetjiik, hogy a graf minden
élének legalabb egy végpontjat tartalmazzak. Ez ismét egy fontos fogalom:

Definicié. Ha a G graf pontjainak egy H részhalmaza olyan, hogy minden élnek legaldbb az
egyik végpontja H-ban van — tehat ha G-bdl elhagyjuk H-t és a beldle induld éleket, akkor iires
részgrafot kapunk — akkor azt mondjuk, hogy H lefogja a graf éleit.

A G graf lefogb pontjainak minimaélis szamat 7(G)-vel jeloljiik.

9.5. (S) Minimalisan hany ponttal lehet lefogni
a) egy n pontu teljes graf éleit;
b) azt a grafot, amelynek pontjai egy kocka cstcsai, élei pedig a kocka élei;
c) az 6tpontt kor (Cs) éleit;
d) a 2n + 1-ponta kor (Copy1) éleit?

9.6. Kutaté munka:
Keressiink osszefliggést egy graf fiiggetlen éleinek maximuma és a lefogd pontjainak minimuma
kozott és probéljuk igazolni sejtésiinket! Préobéljuk felhasznalni a 9.4. feladat gondolatmenetét.

9.7. (M) Mutassunk példat olyan grafra, ahol a fiiggetlen élek maximélis szdma kisebb a lefogd
pontok minimumanal.

Lehet-e akarmilyen nagy a kiilonbség a lefogd pontok minimuma és a fiiggetlen élek maximuma
kozott ?

Mit mondhatunk a lefogd pontok minimuménak és a fiiggetlen élek maximumaéanak kilénb-
ségérol Osszefliggd grafok esetén?

Megjegyzés. Tobb ilyen fogalompar is van a grafelméletben, amelyek koziil az egyik maximuma
alsé becslést ad a masik minimumaéra. A grafelmélet egyik érdekes teriilete azzal foglalkozik, hogy
milyen grafokban &ll fenn az ilyen fogalomparoknal az egyenlGség.

9.8. (MS) Melyik 4llitas igaz az alabbiak koziil:
Ha egy grafban nincs k + 1 fliggetlen pont, akkor az élei lefoghatok
a) k ponttal;
b) 2k — 1 ponttal,
¢) 2k ponttal.

9.9. Kutaté munka:

a) Keressiink osszefliggést egy (hurokél nélkiili) graf lefogd pontjai és fiiggetlen ponthalmazai
kozott. Fogalmazzunk meg sejtést és probaljuk bizonyitani!

b) Milyen kapcsolat lehet egy (hurokél nélkili) gréaf fiiggetlen pontjainak maximalis szdma és
lefogd pontjainak minimélis szama kozott ?
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9.4. Gallai tétele

9.1. Kutaté munka:
Keressiink olyan fogalmat, amely ugyanolyan viszonyban van a fliggetlen pontokkal, amilyen
viszonyban van a fiiggetlen él fogalma a lefogé pontok fogalméaval!

9.2. (M)
Allapitsuk meg, hany legaldbb hény él kell ahhoz, hogy lefedjiik
a) a kocka grafjat,
b) egy n pontu kort,
c) egy n pontu teljes grafot,
d) az oktaéder grafjat,
e) a Ky teljes paros gréafot,
f) a 8.4. feladat megoldasaban szerepl6 grafot (1. az ottani abrat),
g) az izokaéder gréfjat,
h) az n pontu csillagot,
i) a k darab pontdiszjunkt haromszogbdl 4ll6 grafot?

9.3. Kutaté munka:
Milyen egyszerii 6sszefiiggést allapithatunk meg a fliggetlen élek és a lefedd élek kézott a 9.2.
feladat alapjan?

9.4. Kutaté munka:
Keressiink 6sszefiiggést a fliggetlen élek maximalis szama, a lefed6 élek minimalis szama és a
graf pontszama kozott izoldlt pont nélkiili grafban és prébéljuk bizonyitani sejtéstinket.
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10. FEJEZET
Vegyes grafelméleti feladatok

A grafelméleti alapfogalmak lezarasaként csokorba gyiijtottiink néhany — olykor komolyabb
Otletet is igényld, olykor inkabb gyakorld jellegii — feladatot, amelyek csak elemi grafelméleti
fogalmakat hasznalnak.

10.1. Vegyes feladatok

10.1. (M) Egy egyszerii véges grafrdl a kovetkezéket tudjuk: barmely két Gssze nem kotott
pontjanak van kozos szomszédja, semely két Osszekotott pontjanak nincs kézos szomszédja.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy a graf regularis?

10.2. (M) (10.1. feladat folytatésa.)

Egy egyszerili véges grafrdl a kévetkezdket tudjuk: barmely két 6ssze nem kotott pontjanak van
kozos szomszédja, semely két Osszekotott pontjanak nincs kozos szomszédja. Tudjuk tovabbé,
hogy nincs benne telitett pont. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a graf regularis?

10.3. (S) * Bizonyitsuk be, hogy ha egy n ponti, e élii grafban 6sszeadjuk a fokszdmok né-
gyzetosszegét, a kapott eredmény legalabb 4e? /n. Egyenldség csak reguléris grafra van.

10.4. (M) Egy 3n tagt tarsasdgban barmely két embernek van kozos ismerése. Bizonyitsuk be,
hogy kivalaszthaté koziiliikk n + 1 ember, akik egyiitt a tdrsasdg minden tagjat ismerik.

10.5. (M) Egy egyszerii poliéder minden csiicsdra egy-egy egész szamot akarunk irni gy, hogy
ha két cstics élszomszédos, akkor a rajuk irt szdmoknak legyen egynél nagyobb ko6zos osztéjuk,
ha két csics nem élszomszédos, akkor ne legyen. (Vagyis két csicson allé szam pontosan akkor
legyen relativ prim, ha a két cstics nem élszomszéd.) Megtehet6-e ez mindig?

Mi a helyzet, ha forditott eredményt akarok, tehdt ha azt akarom, hogy két csiicson allé szam
pontosan akkor legyen relativ prim, ha a két cstcs élszomszédos?

10.6. Kutaté munka:
Hogyan altalanosithaté a 8.6. feladatban megfogalmazott allitas?

10.7. Kutaté munka:
Felbonthatd-e harom teljes parositas unidjara a 8.10. feladat dbrajanak harom grafja? Es a 8.4.
feladat megoldasaban szerepl$ abra grafja?

10.8. (M) ** Mutassuk meg, hogy minden graf cstcsai két részre vaghaték ugy, hogy a pon-
toknak a sajat osztalyukban péros sok szomszédjuk van. (Vagyis a két osztaly altal feszitett két
részgrafban minden pont foka péros.)

10.2. Néhany egyszeriien bizonyithaté tétel

10.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha egy hurokél nélkiili, véges, osszefiiggé grafban pontosan
akkor van zart Euler-séta, ha minden pont foka paros.
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10.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy 4-reguléris graf élei két csoportba oszthaték igy, hogy
mindkét csoport egy 2-regularis feszit6 részgrafot hatarozzon meg.

10.3. (M) * Bizonyitsuk be, hogy egy 4-regularis egyszer(i paros graf élei négy szinnel szinezhetk
ugy, hogy minden szin egy 1-faktort (a graf pontjainak egy teljes parositdsét) adja.
Megjegyzés. Az altalanos tételt majd a K.IT1.3. fejezetben targyaljuk.

10.4. Van-e hiba a kovetkezd bizonyitdsban:

Ha egy egyszeri paros grafban minden pont foka legalabb négy, akkor van benne teljes
parositas. Hagyjunk el ugyanis a grafbdl éleket addig, amig van négynél magasabb fokd pont.
Igy kapunk egy 4-regularis grafot, s erre a 10.3. feladatban mér bebizonyitottuk az llitast.

10.5. (M) * Egy n pontu egyszerii graf csiicsainak fokszdma nagyséag szerint csokkend sorrend-
ben di > dy > ...d,. Bizonyitsuk be, hogy minden 1 és n kozotti i-re igaz, hogy

d2+1+dl+2—|—dn2d1—|—d2—|——|—dl—’L(’L—1)/2

Megjegyzés. Ez tehat egy sziikséges feltétel ahhoz, hogy legyen olyan n pontu graf, amelynek
i-edik pontja pontosan d; foku. Erdés és Gallai bebizonyitottak, hogy ugyanez a feltétel elégséges
is ahhoz, hogy legyen ilyen egyszeri graf, ennek bizonyitasa azonban lényegesen nehezebb.

A tétel az itt szereplo bizonyitdssal az elsé grafelméleti konyvbdl, Konig Die Theorie der Graphen
c. kényvébdl valé.

10.6. * A 10.4. feladatban belattuk, hogy ha egy 3n tagt tarsasdgban barmely két embernek van
koz0s ismerose, akkor van kozottiik n+ 1 ember, aki egyiitt mindenkit ismer. Mi a helyzet akkor,
ha a feltételt némileg gyengitjiik és csak annyit feltételeziink, hogy a tarsasig ismeretség-grafja
2-atméréjl, azaz csak annyit feltételeziink, hogy barmely két egymast nem ismerd embernek van
kozos ismerdse?

10.7. (M) * Bizonyitsuk be, hogy pédros sok olyan egyszerii graf van, amelynek pontjai 1-
t6l n-ig vannak szdmozva, s amelyben nincs sem telitett pont, sem izolalt pont. Itt tehat nem
egyszeriien pontokrdl, hanem szdmozott pontokrél van szé. gy nem tekintjik azonosnak példaul
n = 3-ra azt a két grafot, amelyek koziil az egyikben csak a kettes és a harmas nins 6sszekotve, a
maésikban csak az egyes és a kettes nincs 6sszekdtve — bar ezek a grafok a szamozéastdl eltekintve
izomorfak.

10.3. Néhany Hamilton-korrel kapcsolatos feladat

10.1. (M) Van-e olyan Osszefiiggd 4-regularis graf, amelynek nincs Hamilton-kore ?
Milyen k-ra van Osszefiiggd k-reguléris graf, amelynek nincs Hamilton-kore?

10.2. (MS) a) Egy 6tpontu grafban legfeljebb hany él lehet, ha nincs benne 6tponta kor ?
b) Egy hatpontu grafban legfeljebb hany él lehet, ha nincs benne hatponti kor?

Megjegyzés. Az altalanos kérdést targyalja a kovetkezo 10.3. feladat.
10.3. (M) a) Egy n pontu egyszerii grafban legfeljebb hany él lehet, ha nincs benne Hamilton-
at?

b) Egy n ponti egyszer(i grafban legfeljebb hany él lehet, ha nincs benne Hamilton-kor ?
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10.4. Néhany versenyfeladat

Megjegyezzik, hogy az itt szerepld feladatok kordntsem egyforma nehézségiliek. A nehezebbeket
itt is *-gal jeloltiik.

10.1. (M) Egy sakkversenyen n né és 2n férfi vett részt. Mindenki mindenkivel pontosan
egyszer jatszott. Nem volt dontetlen és a nck altal megnyert jatszmdak ardnya tgy viszonyult
a férfiak altal megnyert jatszmédk szdméhoz, mint 7:5. Hany né vett részt a jatékban? (Arany
Déniel-verseny 1984K)

10.2. Harom héazaspar vacsoran vesz részt. Mindenki més-méas idopontban érkezik a vacsora
helyszinére. Minden tjonnan érkezé ember kezet fog a mér ott tartézkoddkkal, kivéve sajat
hézastarsaval. Miutan mindenki leilt vacsorazni, az egyik ember megkérdezte az 6sszes tobbitol,
hogy hany emberrel fogott kezet érkezésekor. Hanyadikként érkezhetett az illetd, ha kérdésére
ot kiillonbozé vélaszt kapott? (Arany Déniel-verseny, 1995H)

10.3. (M) * Egy el6addson 6tven személy vett részt. Tudjuk, hogy barmely négy résztvevd
kozott van olyan, aki a mésik harom személy mindegyikével talalkozott mar korabban. Bizonyi-
tandé, hogy barmely négy résztvevo kozott van olyan személy, aki kordbban mér mindegyik
résztvevével taldlkozott. (Arany Déniel-verseny, 2004H)

10.4. (M) * Egy elektronikus levelez6tarsasdgnak 2004 tagja van. Koziilitk néhanyan személye-
sen is ismerik egymadst (az ismeretség kolesonos). Bizonyitsa be, hogy a 2004 tag két csoportba
oszthatoé 1gy, hogy a csoportokon beliil személyes ismeretségek szdméanak Osszege nem tobb,
mint a két csoport tagjai kozotti ismeretségek szama! (OKTV, 2005)
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11. FEJEZET

Vegyiik a legnagyobbat, a legszélsot! Bevezeto
feladatok

A fejezet témajahoz kapcsolédd korabbi feladatok: 4.3., 6.2., 9.2., 10.1.

11.1. Egy klasszikus Kiirschak-feladat

11.1. (MS) Egy kocka cstcsaira egy-egy valés szamot irtunk tgy, hogy minden csicsra a
szomszédos cstcsokon all6 szamok szdmtani kozepe keriilt. A nyolc csiics koziil hdnyon allhat
kiillonb6z6 szam?

11.2. (S) Hogyan véltozik az el6z§ (11.1.) feladat, ha azt tudjuk, hogy minden csicsra egy
szomszédos csucson allé szam felének és a tobbi szomszédjan allé szamok hatoddnak az Gsszege
keriilt ?

11.3. (MS) Hogyan véltozik a 11.1. feladat, ha azt tudjuk, hogy minden cstcsra a szomszédos
csuicsokon 4ll6 szamok koziil a legnagyobb keriil ?

11.4. (MS) Hogyan véltozik a 11.1. feladat, ha kocka helyett egy harom oldald hasabrél van
sz6? (L. Kiirschak-verseny, 1935. [10])
Es ha valamely més egyszer(i poliéderrdl van sz6?

11.5. (MS) Egy véges graf minden csticsira egy-egy valds szdmot irtunk gy, hogy minden
csucsra a szomszédos cstucsokon allé szamok szamtani kozepe kertiilt. Legfeljebb hany kiilonb6z6
szamot hasznéalhattunk?

11.6. (S) Hogyan véltozik a helyzet, ha a graf minden csiicsira a szomszédos csticsokon 4ll6
szamok kozill a(z egyik) legkisebbet irjuk?

11.7. Fogalmazzuk meg, min mult a fejezet eddigi feladatainak a megoldasa!
11.8. (MS) Igaz-e a 11.5. feladat megoldasaban (11.5M) kapott allitds végtelen grafokra is?

11.9. (MS) Hol hasznaltuk a 11.5. feladat megolddsdban, hogy véges grafrél van sz6?

11.2. Tovabbi feladatok

11.1. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerti poliédernek van két azonos élszamu lapja.

11.2. (MS) a) Adott tiz (paronként kiilonboz6) valés szam. Képezziik az 6sszes kéttagt dsszeget
e tiz szambol. Legalabb hany kiilonb6zo6 érték lesz kozottiuk ?

b) Adott n darab (paronként kiillonbo6z6) valés szam. Képezzitk az Osszes kéttagi Osszeget
ebbdl az n szambol. Legalabb hany kilonbozé érték lesz kozottik ?
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11.3. (M) a) Adott n darab (paronként kiillonb6z8) valds szam. Képezziik az 0sszes haromtagi
Osszeget ebbdl az n szdmbdl. Legalabb hany kiillonbozé érték lesz kdzottik ?

b) Legaldbb hany kiilonb6z6 érték lesz n (paronként kiilonb6z6) szam k tagi Gsszegei kozott ?

11.4. (M) Egy 105 tagu tdrsasdgban 100 fit és 6t lany van. A 100 fii mindegyike ismer legaldbb
kett6t a lanyok kozil. Az ismeretségek kolcsonosek. Bizonyitsuk be, hogy

a) van egy lany, aki legalabb 40 fiat ismer;

b) van harom lany, akik ha Gsszeadjdk, hogy hany fitit ismernek, az eredmény legaldbb 120.

11.5. (M) Egy n gyongybdl 4ll6 nyaklanc mindegyik gyongyszemére egy egész szam van irva.
A szamok 0Osszege n — 1. Bizonyitsuk be, hogy szétvaghaté a nyaklanc tgy, hogy a kapott
gyongyfiizér balrél szamitott elsé k gyongyén allé szamok Gsszege minden széba jovo k-ra kisebb
legyen k — 1-nél.

11.6. (MS) Adott véges sok pont a sikon gy, hogy semelyik harom nincs egy egyenesen és
barmely harom &ltal alkotott haromszog teriilete legfeljebb egységnyi. Bizonyitandd, hogy az
osszes pont lefedhetd egy legfeljebb négy tertiletli haromszoggel. (V6. Arany Daniel-verseny,
2005H)

Helyettesithet6-e kisebb szammal a négyes szorzo ebben az allitasban ?

11.7. (MS) Adott véges sok pont a sikon ugy, hogy semelyik harom nincs egy egyenesen és
barmely harom &altal alkotott haromszog teriilete legfeljebb egységnyi. Bizonyitandd, hogy az
Osszes pont lefedhetd egy legfeljebb négy teriiletli téglalappal.

Helyettesithet6-e kisebb szammal a négyes szorzo ebben az allitasban?

11.8. (M) Hol hasznéltuk a 11.6. feladatban, hogy véges sok pont van adva?

11.3. Egy masik Kiirschak-feladat és az egydimenziés Helly-tétel

11.1. (MS) Egy konyvtarban egy napon mindenki egyszer jart. Barmely két konyvtarlatogatd
taladlkozott aznap. Bizonyitsuk be, hogy volt olyan idépont, amikor minden latogatd egyszerre
volt ott a konyvtarban.

Megjegyzés. Ezt lehet az egydimenzios Helly-tételnek is tekinteni. A kétdimenziés Helly-tételt
lasd a Kombinatorikus geometria cimii fejezet 15.4. feladataban.

11.2. (MS) [10]. Egy konyvtarban egy napon mindenki egyszer jart. BArmely harom kényvtér-
latogatd koziil volt kettd, aki talalkozott aznap. Bizonyitsuk be, hogy volt két olyan id6pont,
amelyeken egyiittvéve az Osszes latogatd ott volt a konyvtarban. (Kiirschak verseny, 1950.)

11.3. (M) Hogyan altalanosithat6 a 11.2. feladat?

11.4. (S) a) Adott egy egyenesen véges sok zart intervallum ugy, hogy barmelyik kettének van
kozos pontja. Bizonyitsuk be, hogy az 0sszes intervallumnak is van kozos pontja.

b) Adott egy egyenesen véges sok zart intervallum igy, hogy barmelyik &+ 1 k6zott van kettd,
amelyik metszi egymést. Bizonyitsuk be, hogy az Gsszes intervallum lefoghaté k ponttal. (Azaz
van k pont, amelyekre igaz, hogy minden intervallum tartalmaz koziilik legalabb egyet.)

11.4. Két versenyfeladat

11.1. (MS) [11] *Héarom iskola mindegyikében n tanulé van. Minden iskola minden tanulé-
ja a masik két iskolabdl egyiittvéve n + 1 tanulét ismer. Bizonyitsuk be, hogy valaszthaté a
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hérom iskola mindegyikébdl egy-egy tanulé tgy, hogy mindegyikiik ismeri a masik kett6t. Az
ismeretségeket kolcsonosnek tételezziik fel. (Kiirschak-verseny, 1977.)

11.2. (MS) *Egy szdmot 3-univerzélis szimnak neveziink, ha bel6le jegyeket letorolve megkaphato
minden kiilonb6z6 szamjegyekbol 4ll6 abc haromjegyli szam. Példaul az 134356 szambol letor-
léssel megkaphato a 456 szam, de nem kaphaté meg a 465 szam.

Hény szamjegyti a legrovidebb 3-univerzalis szdim? (Arany Déniel-verseny, 1986H.)
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12. FEJEZET
Vegyiik a legnagyobbat, a legszélsot! Grafelmélet

Ebben a fejezetben folytatjuk a ,,vegyiik a legszélsét” gondolatra épiil6 vizsgalodasokat. Kozeleb-
brél azt vizsgédljuk, hogyan van jelen a gondolat a grafelméletben.

12.1. Kormérkozések

12.1. (MS) [10]

Egy kérmérkézés sordn mindenki mindenkivel egyszer jatszott, és egyetlen mérkozésnek sem
volt dontetlen az eredménye. Bizonyitandd, hogy van olyan résztvevd, aki minden versenytarsat
megemliti, ha felsorolja az altala legyozotteket, valamint azokat, akiket az altala legyOzottek
legy6ztek. (Kiirschak-verseny, 1954.)

Az allitast grafelméleti formaban igy fogalmazhatjuk:

Definicié. Egy irdnyitott grafban egy pontot akkor nevezink , pszeudogydztesnek”, ha beldle
minden méas pont egy, vagy két éli iranyitott tttal elérheto.

Tétel. Minden véges tournamentben van pszeudogydztes.

12.2. (M) Igaz-e a 12.1. feladat 4llitdsa végtelen tournamentben is?

12.3. (M)

a) Egy 10 versenyz0s kormérkézésen nem volt déntetlen. Bizonyitsuk be, hogy a versenyz6k
sorbaallithatok tgy, hogy mindenki legy6zte a kovetlentil utana allot.

b) Bizonyitsuk be, hogy véges tournamentben van iranyitott Hamilton-ut. Azaz a pontok
sorba rakhaték tgy, hogy minden pontbdl az utana koévetkezébe indul él.

Megjegyzés. Rédei Laszl6 bebizonyitotta, hogy tournamentben a Hamilton-utak szdma mindig
paratlan. EbbOl is kovetkezik a feladat allitdsa, &m ennek bizonyitasa sokkal nehezebb.

12.4. Kutaté munka:
* Hogyan jellemezhet6k mésképp az olyan tournamentek, amelyekben egyetlen irdnyitott
Hamilton-ut van?

12.2. Utak, korok és a fokszam
Lasd az 5.2., 5.7., 8.8. és 8.1. feladatokat is.

12.1. (MS) Egy véges egyszerti graf minden pontjdnak foka legalabb kettd. Bizonyitandd, hogy
ekkor van benne kor.

Megjegyzés: A feladathoz 1. a 14.5. feladatot, valamint az aldbbi 12.2-12.4. feladatokat.
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12.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges egyszerii grafban minden pont foka legaldbb
harom, akkor van benne kor atléval.

12.3. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges egyszerii grafban minden pont foka legaldbb
harom, akkor van benne paros hosszisagu kor.

12.4. (MS) [1] Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges egyszer(i grafban minden pont foka legaldbb
hérom, akkor nincs olyan k > 3 egész szam, amelyre a graf minden korének hossza oszthatd
volna k-val.

12.5. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerii véges graf minden pontja legaldbb harmadfok,
akkor a benne talalhato korok hosszainak legnagyobb kozos osztdja ketto vagy egy. Mindkét eset
el§ is fordul.

12.6. (S) Egy egyszerii véges grafban minden pont foka legaldbb k, ahol k& > 2. Bizonyitando,
hogy van olyan kor a grafban, amelynek legalabb k + 1 pontja van.
Garantalhaté-e egy pontosan k + 1 pontd kor is e feltétel mellett?

12.7. (M) Egy grafban minden pont foka legalabb ketts. Bizonyitsuk be, hogy van olyan kor,
amely egy pontot és annak Osszes szomszédjat tartalmazza.

12.3. Hamilton-korok

12.1. (M) Igazoljuk, hogy ha egy nyolcponti egyszerii grafban minden pont foka legalabb négy,
akkor van benne Hamilton-kor.

12.2. (MS) * Lattuk mér, hogy egy 2n pontd grafban minden pont foka legaldbb n, akkor a
graf osszefiiggd, s6t kétszeresen osszefiiggd. (Lasd az GR.II.1.2. feladatot.) Most bizonyitsuk be
az alabbi tételt, amelybél mind a 9.2. feladat allitasa, mind ezek az allitdsok kovetkeznek.

Dirac tétele. Ha egy 2n pontu grafban minden pont foka legalabb n, akkor a grafnak van
Hamilton-kore.

12.3. Egy 2n pontu egyszert grafban minden pont foka legalabb n + 1. Bizonyitsuk be, hogy
van benne olyan Hamilton-kor, amelynek be van hiizva n darab, paronként pontdiszjunkt atldja.

12.4. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha egy n pontu graf barmely két 6ssze nem kotott pontjara
igaz, hogy e két pont fokszamanak Osszege legalabb n, akkor a grafnak van Hamilton-kore.

12.4. A ,,Turan-tétel” két egyszerii esete

12.1. (MS) Egy kilenc csapatbdl 4116 bajnoksagban egy adott idépillanatig 6sszesen 21 mérkézést
jatszottak le (semelyik két csapat nem jatszott egyméssal kétszer). Bizonyitsuk be, hogy van
harom csapat, amelyek kozil mindegyik jatszott a masik kettével.

12.2. (MS) Bizonyitsuk be a hdromszogre vonatkozo6

Turan-tételt: Ha egy n pontt egyszerti grafnak tobb mint |n?/4] éle van, akkor van benne
haromszoég. Mésrészt van olyan n ponti és [n?/4] éli graf, amelyben nincs haromszog.

Megjegyzés. Erre a tételre tobb bizonyitast is adunk, lasd még a GR.I1.2.10. feladat megoldasat
és a GR.IL.6.1. feladat megoldasat.
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12.3. (MS) A Turédn-tétel azonban altaldanosabb, mint a 12.2. feladatban szerepld tétel, amely
csak haromszogekrol szol. Az altalanos Turdn-tétel minden k-ra megadja, hogy egy n ponta
grafban hany él kell ahhoz, hogy biztosan legyen benne teljes k-as graf. Bizonyitsuk be az alabbi
k = 4 esetet:

Turan-tétel. Ha egy n pontt grafban van legaldbb n?/3 él, akkor van benne négypont1 teljes
graf.

A Turan-tétel altalanos esetével és tovabbi analdg kérdésekkel a specialis grafelméleti témakat
targyald GR.II. kotetben fogunk foglalkozni.

12.5. Néhany tovabbi feladat

12.1. (MS) Egy n pontu teljes graf éleit megszineztiik, minden él pontosan egy szint kapott. A
szinezéshez legalabb n szint hasznaltunk. Mutassuk meg, hogy van olyan haromszog a grafban,
amelynek minden éle kiilonb6z6 szinti.

12.2. (MS) Bizonyitsuk be, hogy egy fa dsszes leghosszabb utja lefoghaté egy ponttal (vagyis
van olyan pont, amelyen a fa Gsszes ttja keresziil megy).
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13. FEJEZET
Vegyiik a legnagyobbat, a legszélsot!

Ebben a fejezetben folytatjuk a ,,vegyiik a legszélsét” gondolatra épiil6 vizsgalodasokat. Kozeleb-
brél azt vizsgdljuk, hogyan van jelen a gondolat a szamelméletben és a geometriaban.

13.1. Szamelmélet

13.1. Kutaté munka:

A vegyiik a legnagyobbat—legkisebbet” gondolat egyik legelemibb szamelméleti alkalmazasa
az egyik mod arra, ahogyan beldtjuk, hogy végtelen sok primszam van. Ha véges sok lenne,
vehetnénk ezek koziil a legnagyobbat, ha ez P, akkor a P!+ 1 szamnak nem volna primosztdja.
Ugyanis ez a szadm relativ prim minden P-nél nem nagyobb szdmhoz, tehat ha nem volna P-
nél nagyobb prim, akkor az Osszes primhez is relativ prim volna. Ilyen szdm csak az 1, s ez
ellentmondés.

Hogyan alkalmazhaté ugyanez a gondolat annak bizonyitasara, hogy

a) végtelen sok 4k — 1 alaki, b) 6k — 1 alakt primszdm van?

13.2. * Kutaté munka:
Hogyan alkalmazhat6 a 13.1. feladatban emlitett gondolatmenet annak bizonyitasara, hogy a
4k + 1 alak primek szama is végtelen?

Tovabbi egyszert példa a ,vegyiik a legnagyobbat—legkisebbet” gondolat alkalmazasara az, ah-
ogyan Dedekind bizonyitotta, hogy ha c olyan pozitiv egész szdm, amely nem négyzetszam,
akkor /c irracionalis. A 13.3. feladatban ezt a bizonyitést vessziik 4t eldszor a ¢ = 2 esetben.

13.3. Kutaté munka:
a) Igazoljuk, hogy

_ 22
VE=222,

b) Tegyiik fel, hogy v/2 = /v racionalis szam, ahol u és v pozitiv egészek. Mit kell feltételezniink
réluk, hogy az a)-ban bizonyitott egyenléség alapjan ellentmondésra jussunk?

Az altalanos esetben az itt hasznalt alapotleten kiviil még egy Gtletre sziikség van.

13.4. Kutaté munka:
Milyen altalanos egyenl6ség segit ahhoz, hogy a 13.3. feladat megolddsaban hasznalt otletet
az altalanos esetben is alkalmazni tudjuk?

Megjegyzés. Aki nem akarja 6nélléan végiggondolni, a bizonyitast megtalalja [20] 111. oldaldn.

Azt az egyszerli tényt, hogy a pozitiv (vagy a nem-negativ) egészek barmely részhalmazaban
van legkisebb elem, megfogalmazhatjuk ugy is, hogy ,lefelé” nem végtelen a természetes (vagy
a nem-negativ) szamok sorozata. — Ez a megfogalmazas egyébként szoros kapcsolatban all a
Hfinitizmus elvével”. — A gondolatot ebben a formaban hasznaltuk a 13.4 feladat megoldasdban
is. Az &ltaldnos alakja a kiévetkez6. Be akarjuk bizonyitani, hogy bizonyos tulajdonsagu ter-
meészetes szamok nem léteznek. Ehhez indirekte feltessziik, hogy léteznek az adott tulajdonsagu
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természetes szamok. De akkor van kozottik egy legkisebb, mondjuk m. A ,csavar” az, hogy tgy
jutunk ellentmondéasra, hogy m segitségével mutatunk egy m-nél kisebbet, amely szintén ren-
delkezik a kivant tulajdonsiggal. Ezt a modszert Pierre de Fermat francia matematikus vezette
be és alkalmazta. O descente infinie-nek, végtelen leszalldsnak nevezte el. A szédmelméletben igen
gyakran alkalmazhaté, mint azt latni fogjuk. Egy nagyon elemi ismereteket kidveteld ,,descente
infinie”-s bizonyitds adhaté arra, hogy ha két négyzetszam Osszege oszthaté egy 4k — 1 alaka
primszédmmal, akkor mindkét négyzetszam is oszthaté vele. Lasd [20] 35sk. oldal.

13.5. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha az x,y, z raciondlis szdmokra
234+ 3y + 923 — 9zyz =0

teljestl, akkor x = y = z = 0. (Kiirschék-verseny, 1983. [10]).

13.6. (S) A 13.5. feladat folytatasaként dontsiik el, igaz-e ugyanez minden
23 4+ 3y3 + 923 — 3kayz =0

alaku egyenletre is, ahol k tetszoleges egész szam.

13.7. (M) A 13.5. feladat folytatdsaként dontstik el, hogy igaz-e ugyanaz az
x3 4+ 9y3 4 8123 — 8lwyz =0

egyenletre is?

13.8. (M) Léteznek-e olyan z, y, z nullatdl kiillonb6zé raciondlis szamok, amelyek négyzetosszege
77

13.9. (M) Igazoljuk, hogy a 4% - (8n + 7) alaki szdmok nem allithaték eld harom négyzetszam
Osszegeként !

Lényegesen nehezebb annak a bizonyitasa, hogy csak ezek a szamok nem &llnak el6 hirom
négyzetszam Osszegeként, s ezek eléallnak négy négyzetszam Osszegeként.

13.10. (M) *Bizonyitsuk be, hogy az

2t oyt = 22

egyenletnek nincs megoldésa pozitiv egész szamokban. (Euler)

13.2. Geometria

13.1. (MS) Bizonyitsuk be a szogosszeg felhasznaldsa nélkil, hogy sikbeli sokszognek mindig
van legalabb hirom konvex szoge.

Megjegyzés. A szogosszeget mar csak azért sem jo haszndlni, mert nem konvex sokszogekre
nem olyan egyszerii bizonyitani, a bizonyitashoz nekiink példaul sziikségiink lesz erre az allitasra!
L. a 13.2. feladatot.

13.2. (S) Ismeretes, hogy a sikbeli konvex n-szogek szogosszege (n — 2)180°. A bizonyitdshoz
az n-szoget egymast nem metsz6 atléival n — 2 darab haromszogre bontottuk.

Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges sikbeli poligon felbonthaté haromszogekre egymast nem met-
sz6 atloival (tehdat tetszbleges sikbeli n-szog szogosszege (n — 2)180°).
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13.3. Kutaté munka:
Van-e olyan sokszog, amelynek belsejében van olyan pont, amelynek minden oldalegyenesen
vett merdleges vetiilete az oldalon kiviilre esik?

13.4. (MS) [7]. 53. feladat. Egy konvex sokszog belsejében fekvé P pontot merdlegesen lev-
etitiink a sokszog minden oldalegyenesére. El6fordulhat-e, hogy egyetlen vetiiletpont sem esik
magara az oldalra, hanem mindegyik vetiilet az oldal valamelyik meghosszabbitasara esik ?

13.5. [7] 53. feladat. Egy konvex poliéder belsejében fekvé P pontot merélegesen levetitiink a
poliéder minden lapsikjara. El6fordulhat-e, hogy egyetlen vetiiletpont sem esik magara a lapra,
hanem mindegyik vetiilet a lapon kiviil van?

13.6. (M) Adott két konvex sokszog a sikon, amelyeknek nincs kozos pontjuk. Bizonyitandd,
hogy elvalaszthatdk egy egyenessel, azaz van olyan egyenes, amelynek az egyik sokszog az egyik
partjan, a méasik sokszog a mésik partjan van.

13.7. Kutaté munka:

A 13.6. feladat megoldasaban hasznaltuk, éspedig végtelen halmazokra, két sokszog pontjaira,
hogy ha két korlatos zart alakzat pontjainak tévolsagat vizsgaljuk, ezek kozott van minimalis.
»Végesithet6-e” a bizonyitasnak ez a pontja?

Mutassunk példat arra, hogy két kozos pont nélkiili sokszog kézotti minimalis tdvolsdg nem
a csucsok kozotti minimaélis tavolsag!

13.8. (MS) Adott n pont a sikon, nincs mind egy egyenesen. Nevezziik jo egyenesnek a sik
olyan egyeneseit, amelyekre a megadott pontok koziil legaldbb kettd illeszkedik. El6éfordulhat-e,
hogy minden jé egyenesre legalabb harom megadott pont illeszkedik ?

13.9. (M) Adott n egyenes a sikon, nem illeszkedik mind egy pontra. Tekintsiik ezeknek az egye-
neseknek a metszéspontjait. Elofordulhat-e, hogy minden ilyen metszésponton legalabb harom
megadott egyenes halad at7

13.10. (MS) [10] Egy zart térbeli ponthalmaz minden metszete korlap. Bizonyitsuk be, hogy
a ponthalmaz gomb. (Kiirschak-verseny, 1954.)

13.11. (S) * A sikon véges sok egységoldalii négyzetlapot helyeztiink el ugy, hogy oldalaik
parhuzamosak. A sik barmely pontjat legfeljebb két négyzetlap fedi. Mutassuk meg, hogy a
négyzetlapok beoszthatok legfeljebb harom csoportba gy, hogy minden csoportban paronként
kozos pont nélkili négyzetlapok legyenek! (Arany Déaniel verseny, Haladdk, 1986.)

13.12. (M) A sik egy H véges ponthalmazardl tudjuk, hogy barmely két, kiillonbozd P és @
pontjidhoz taldlhatéo H-nak egy olyan pontja, amelyre a PRQ A hegyesszog. Bizonyitandd, hogy
H-nak van harom olyan pontja, amelyek hegyesszogli haromszoget alkotnak. (Arany Déniel-
verseny, 1984 /Haladé)

13.13. (MS) Adott a sikon véges sok kor. Ezek egytittesen T teriiletii részt fednek le a sikbdl.
Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté koziiliikk néhany, paronként diszjunkt kor gy, hogy azok
egyiitt legaldbb T'/9 teriiletii részt lefednek.

13.14. (MS) Milyen n-ekre van szabdlyos racs-n-szog a sikban?
Megjegyzés. Racssokszogoén olyan sokszoget értiink, amelynek minden csiicsanak minden ko-
ordinataja egész szam.

A kovetkezd két feladat egyszerlibb az el6zdeknél, mégis a fejezet végére hagytuk, mert mar
atvezet az algoritmusok és az allapotfiiggvények korébe.
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13.15. (MS) Adott n pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy van olyan térott vonal, amelynek
pontosan ezek a pontok a csticsai és nem metszi énmagat.

Megjegyzés. A feladatot 1. még az dllapotfiiggvényekrdl szold fejezetben. A feladat egy éle-
sebb véltozatat lasd a Kombinatorikus geometria 15.5. feladatnél.

13.16. (M) [13] Adott a sikon n fehér és n kék pont. Behizhaté-e n olyan szakasz, amelyek min-
degyikének egy-egy fehér és kék végpontja van és a szakaszok nem metszik egymést (végpontban
sem) ?
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14. FEJEZET
Tetszolegesen sok és végtelen sok

Ebben a fejezetben — ha mést nem mondunk — végtelenen mindig megszamlalhaté végtelent
értiink. De a legtobb feladat megoldasdhoz nem sziikséges tudni, hogy mit jelent a megszamlal-
haté végtelen fogalma.

14.1. Véges és végtelen

14.1. A természetes szamok egy sorozatardl tudjuk, hogy van benne akarmilyen hosszi szamtani
sorozat. Kovetkezik-e ebbél, hogy maga a sorozat is szdmtani sorozat?

14.2. Van-e olyan végtelen nagy halmaz, amelynek minden eleme véges szam?
14.3. Van-e olyan véges halmaz, amelynek minden eleme végtelen?

14.4. Az S halmazrol tudjuk, hogy olyan részhalmaza a valés szaimoknak, amely minden egész
szamnal tartalmaz nagyobbat. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az S halmaz végtelen?

Nem art osszefoglalni azokat a meghatarozasokat, amelyekre eddig kimondatlanul épitettiink:

Definicié: Egy halmazt akkor és csak akkor neveziink végesnek, ha van olyan n természetes
szam, amelyre n eleme van.

Definicié: Egy halmazt akkor és csak akkor neveziink wvégtelennek, ha nincs olyan n ter-
mészetes szam, amelyre n eleme volna.

Minthogy ezek a véges (és végtelen) halmaz definiciéi, itt nem hasznéltuk, hogy a feladat
szamhalmazrdl szél. A véges szdmhalmazoknak azonban van egy fontos tulajdonsaguk, amely
segitségével a bizonyitds ugyancsak egyszerlisithet6. Az alabbi megoldas ezt mutatja.

Tegyiik fel, hogy az S szamhalmaz véges. Ekkor van egy legnagyobb eleme, legyen ez az a szam.
Nem nehéz ennél az a szamndl nagyobb egész szamot taldlni: ilyen példaul az [a] + 1 szdm. A
feladat feltétele szerint S-ben van egy ennél nagyobb szam, marpedig az a-nal is nagyobb. Ez
ellentmond annak, hogy a az S halmaz legnagyobb eleme. Az S halmaz tehdt nem lehet véges.

Megjegyzés: Ebben a megoldasban tehat a kdvetkezo fontos gondolatot hasznaltunk:
Minden véges szdmhalmaznak van legnagyobb eleme.

A 11., 12. és 13 fejezetekben bemutatjuk, hogy ez a latszélag ,artalmatlan” gondolat milyen
er0s bizonyitasi eszkozt (s6t eszkozoket) ad a keziinkbe. S6t, erre az egyszeril tulajdonsigra
tamaszkodva olyan fogalmakat is bevezethetiink, amelyek grafelméleti és méas kombinatorikai
strukturakba engednek mélyebb betekintést. Ilyen volt példaul a fa, favdz, mazximdlis fiiggetlen
¢lhalmaz stb. fogalma.

14.5. Ha egy szdmhalmaz véges, akkor van legnagyobb és legkisebb eleme. Igaz-e az allitas
megforditasa is? Azaz igaz-e, hogy ha egy szamhalmaznak van legnagyobb és van legkisebb
eleme, akkor véges?
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14.2. Tetszolegesen sok és végtelen sok
a szamelméletben

14.1. A természetes szamok egy sorozatardl tudjuk, hogy van benne akdrmilyen hosszi szamtani
sorozat. Kovetkezik-e ebbdl, hogy van benne végtelen hosszi szamtani sorozat is?

14.2. Felbonthatok-e a természetes szamok két olyan diszjunkt (kozos tag nélkili) sorozatra,
amelyek mindegyikében van akdrmilyen hosszi szamtani sorozat?

14.3. Felbonthatok-e a természetes szamok két olyan diszjunkt (kozos tag nélkiili) sorozatra,
amelyek mindegyikében van akarmilyen hosszi szdmtani sorozat, de egyikben sincs végtelen
hosszi szamtani sorozat?

14.4. (MS) Van-e a primszdmok sorozatdban végtelen hosszi (nem nulla differenciaji) szdmtani
sorozat ?

Megjegyzés: Sokkal nehezebb kérdés, hogy van-e akarmilyen hossz szamtani sorozat primek-
b6l? Csak nemrég (2004-ben) mutatta meg Ben Green és Terence Tao, hogy a valasz igenld.

14.5. (MS) Tekintsiik a primszdmok sorozatét, s benne a szomszédos tagok kiilonbségét. Ez
nyilvdn nem lehet végtelen nagy, hiszen mindig egész szam. De lehet-e akarmilyen nagy?

14.6. (MS) a)* Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos négyzetmentes szamok kozott akarmilyen
nagy kiilonbségnél el6fordul nagyobb. ([21], 89. oldal.) Vagy masképp fogalmazva: van tetszélege-
sen sok egymas melletti nem-négyzetmentes szam.

b) Lehet-e tetszolegesen sok egymas melletti négyzetmentes szamot taldlni az egészek kozott ?

14.7. (MS) * Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos teljes hatvinyok kozott akérmilyen nagy
kiilénbségnél eléfordul nagyobb. ([21], 50. oldal.)

Teljes hatvanynak az olyan szamokat nevezzik, amelyek egy egész szamnak egynél magasabb
hatvanyai.

14.8. (MS) * Tekintstik a d(1),d(2),...,d(n),... sorozatot, ahol d(n) az n szam pozitiv os-
ztoinak a szamaéat jelenti. Bizonyitsuk be, hogy ebben a sorozatban a szomszédos elemek kozotti
kiilonbség tetszoleges nagy lehet. (Ez pontosan fogalmazva azt jelenti, hogy barhogyan adunk
meg egy K szamot, van olyan n, hogy d(n) és d(n + 1) kiilonbsége nagyobb, mint K.)

14.9. (MS) * Az el6z6 14.8. feladat élesitéseként bizonyitsuk be a kovetkez6 tételt:

Hegy-tétel. Tetszdlegesen megadott K szdmhoz taldlhatd olyan n pozitiv egész szdm, hogy d(n)
legalabb K -val nagyobb mind d(n — 1)-nél, mind d(n + 1)-nél.

A tétel onnan kapta a nevét, hogy ha d(n)-et abrézoljuk, akkor a tétel allitasa szerint d(n —
—1)-r6l nagyot kell 1épni felfelé, hogy d(n)-be jussunk, majd onnan nagyot kell 1épni lefelé, hogy
d(n + 1)-be jussunk. Azaz d(n) grafikonjin tetsz6legesen nagy (meredekségli és magassigi)
»hegy” van.

14.3. Tetszolegesen sok, végtelen sok a grafoknal

14.1. (MS) Van-e olyan (egyszerti, végtelen) graf, amelyben van tetszélegesen nagy véges teljes
részgraf, de nincs végtelen teljes részgraf?
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14.2. (M) Van-e végtelen sok olyan halmaz, amelyek koziil barmely véges sok metszete végtelen,
de barmely végtelen sok metszete véges?

14.3. (MS) Van-e olyan (egyszerii, végtelen) graf, amelyben van tetszélegesen nagy véges teljes
részgraf, de nincs végtelen teljes részgrafja, s ugyanez a komplementer grafra is igaz?

14.4. (MS) Mint ismeretes, Tigris (a Micimackobdl) a fan csak felfelé tud mészni, lefelé sajnos
nem. Rajzoljunk olyan végtelen fat, amelyre igaz a kévetkez6:

Ha megmondjuk, milyen magasra kell masznia Tigrisnek, akkor fel tud méaszni olyan magasra,
de barmerre is méaszik felfelé, egy id6 utén (véges sok 1épés utdn) meg kell allnia.

Maés szavakkal:

Rajzoljunk olyan végtelen fat, amelyben van akarmilyen hosszi Ut, de nincs végtelen hosszt

ut.
A fenti feladatok egyrészt arrdl széltak, hogy ha valamibdl van akdrmilyen sok, akkor van végte-
len sok is, illetve arrdl, hogy valamibdl van akdrmilyen nagy, de nincs végtelen nagy, példaul
szamsorozatokban ,luk”, fiiggvényekben ,kilengés”, grafokban példaul teljes részgraf.

A kovetkezd feladatok nagyon hasonld kérdéseket vetnek fel: azt kérdezik, hogy ha egy tu-
lajdonsdgrol tudjuk, hogy igaz akdrmilyen nagy véges grafokra, kovetkezik-e ebbdl, hogy igaz
végtelen grafokra is?

14.5. (MS) Ismeretes (1. a 12.1. feladatot), hogy ha egy egyszerii véges grafban minden pont
foka legaldbb kettd, akkor a grafban van kor. Igaz-e ez egyszerii végtelen grafra is?

14.6. (S) Ismeretes, hogy minden egyszerii véges grafban van két azonos foku pont. Igaz-e ez
egyszerd végtelen grafokra is?

14.7. (MS) Ismeretes, hogy ha egy véges egyszerti grafban minden koér hossza péros, akkor a
graf paros graf, pontjai két szinnel jOl szinezhetOk. Igaz-e ez végtelen grafokra is?

14.8. (M) * Egy egyszerii végtelen graf minden véges része harom szinnel jol szinezhetd.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy az egész graf is harom szinnel jol szinezhetd?

14.9. (MS) El6bb igazoljuk az alabbi (i) allitdst, majd ennek segitségével adjunk bizonyitast
a 14.8. feladatra!

(i) Ha egy végtelen graf minden véges részgrafja hdrom szinnel szinezhetd, de erre a tulajdon-
sagra ,kritikus”, azaz barmely még nem szerepl6 él behuizasaval ez a tulajdonsaga megsziinik,
akkor a graf csicsai harom osztalyba sorolhatok gy, hogy az azonos osztalyba tartozd pontok
kozott nem fut él, a kiilonbo6z6 osztalyba tartozdk kozott fut él.

14.10. (MS) Egy egyszerli végtelen graf minden véges része harom szinnel jol szinezhetd.
Rogzitsiik minden véges részgraf egy harom szinnel vald joszinezését, a tovabbiakban csak ezt a
kivalasztott szinezést tekintjiik jolszinezésnek.

A) Bizonyitsuk be, hogy béarhogy védlasztunk ki egy x pontot, ahhoz hozzirendelhetjiik a
hiarom szin egyikét tgy, hogy van tetszdlegesen nagy, x-et tartalmazéd részgraf, amelynek jol-
szinezésében x ezzel a szinnel van szinezve.

B) Rendeljiink ilymédon hozza minden ponthoz egy-egy szint. Mutassunk példat arra, hogy
a végtelen graf ilymédon kapott szinezése nem jolszinezése a grafnak!

C) Megadhaté-e végtelen sok paronként kiilonboz6 halmaz gy, barhogyan vélasztunk ki
koziliik végtelen sokat, azok uniéja megegyezik az eredeti végtelen sok halmaz uniéjaval?

D) Prébéljuk most eldonteni a 14.8. feladatban feltett kérdést!
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14.4. Folytatas: a Konig-lemma

14.1. (MS) Most visszatériink a 14.4. feladatban mér szerepelt Tigrishez. Most egy olyan fan
kell atnak indulnia, amelynek minden szintjén csak véges sok elagazas van. Mutassuk meg, hogy
most sikeriilhet neki végtelen magasra felmasznia (természetesen anélkiil, hogy kozben lefele is
kellene mésznia).

14.2. (MS) A 14.1. feladat megolddsahoz Tigris beszerzett egy olyan latcsovet is, amit jol
beallitva akarmilyen magasra ellat, de végtelen magasra nem. Tudunk-e neki tanacsot adni,
milyen eljaras szerint valassza meg az utat a kovetkez6 szintre, hogy soha ne kelljen megallnia?
(Az eljarasnak minden lépésben véges sok ideig szabad tartania. Ahhoz, hogy Tigris a latcsévével
n emelet magasba elldsson, n masodpercre van sziiksége.)

14.3. (MS) Bizonyitsuk be a

Konig-lemmat. Ha egy végtelen fa minden csiucsdanak foka véges, akkor van benne végtelen
hosszi ut.

Vagy masképp fogalmazva: ha egy gyokerezett végtelen fa minden emeletén véges sok pont
van, akkor van benne végtelen hosszu tt.

14.4. (MS) Prébéaljunk a Konig-lemma (14.3. feladat) segitségével megoldast taldlni a 14.8.
feladatra!

14.5. (MS) Milyen k természetes szamokra igaz az alabbi &llitas?

Ha egy egyszert végtelen graf minden véges részgrafja k szinnel szinezheto, akkor az egész
graf is k szinnel szinezhetd.

Az olyan tulajdonsigot, amely ,,6roklédik” a végtelenre, ha minden véges részhalmazon igaz,
kompaktsdgi tulajdonsagnak is szokas nevezni. A Koénig-lemma segitségével a legtobb ilyen
kompaktsagi tétel bizonyithaté. Egy analizisbeli kompaktsigi tétel Konig-lemmaval torténé bi-
zonyitasat 1. az ANAL.IIL.1.1. feladatnal.

14.6. Kutaté munka:

Tekintsiik a graf alabbi jellemzoit :

a) A fiiggetlen pontok maximalis szama,

b) a fiiggetlen élek maximédlis szdma,

c) a graf kromatikus szama,

d) a lefed§ élek minimalis szadma.

Fogalmazzuk meg mindegyik esetében, hogy mit jelent az, ha 6roklodik a végtelen gréifra a
véges részgrafjairdl és allapitsuk meg, hogy melyik igaz koziiliik.

14.7. Kutaté munka: Dontsiik el, hogy igaz-e a kiévetkez6: ha egy végtelen graf minden
részgrafjanak élei lefoghatok k ponttal, akkor a graf 6sszes éle is lefoghaté k ponttal.

Megjegyzés. A fejezet téméjiba tartozo feladat még az GR.I1.1.3. feladat.
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15. FEJEZET
Kombinatorikus geometria

Ez a fejezet még fejlesztés alatt all.

Ide tartozé feladatok mas fejezetekbdl:
a 11.1., 11.4., 11.1., 11.6., 13.1., 13.2., 13.3., 13.4., 13.6., 13.8., 13.10., 13.13., 13.14., 13.15.,
13.16., feladatok; tovabba a 17.1., 17.2., 18.18., feladatok.

15.1. Altalanos feladatok

15.1. (M) Adott a sikon két véges ponthalmaz, S és T. Megadhatdk-e olyan péarhuzamos
egyenesek, amelyek S minden pontjat lefedik, de T' egyetlen pontjat sem fedik le?

15.2. Kutaté munka:

Milyen véges sikbeli ponthalmazokra igaz, hogy feloszthatok két részre gy, hogy a két rész
pontjait nem lehet egyenessel szétvalasztani? (V6. [7]. 8. feladat.)

Egy egyenesrol akkor mondjuk, hogy elvalasztja a két részt, ha az egyik rész pontjai az egyenes
egyik oldalan vannak, a méasik rész pontjai az egyenes masik oldaldn vannak.

15.3. [10]

Négy félsik gy helyezkedik el egy sikban, hogy egyiittesen az egész sikot lefedik, azaz a
stknak mindegyik pontja legalabb az egyik félsiknak belsé pontja. Bizonyitandd, hogy a négy
félsik kozil kivalaszthaté harom tgy, hogy e harom félsik is lefedi egyiittesen az egész sikot.
(Kiirschék-verseny, 1951.)

15.4. (M) Adott véges sok fehérre és véges sok feketére szinezett pont a sikon. Mindkét sziniibél
legalabb harom van. A pontok koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. Tudjuk tovabbéa, hogy
barmely négy pont koziil a fehérek és a feketék egy egyenessel szétvalaszthatdk. Bizonyitandd,
hogy az Osszes fekete pont elvalaszthato egy egyenessel az 6sszes fehér ponttdl. (Ki miben tudds?
1984)

Egy egyenesrdl akkor mondjuk, hogy elvilaszt két ponthalmazt, ha az egyik ponthalmaz az
egyenes egyik oldalan van, a masik ponthalmaz az egyenes masik oldalan van.

15.5. (MS) * Adott a sikon n darab altaldnos helyzetii pont. Bizonyitsuk be, hogy &sszekothetdk
egy 6nmagat nem metsz8 zart torott vonallal! (Arany Déaniel-verseny 2001H)

15.6. (M) a) Mutassuk meg, hogy minden n > 2 egész szdmra megadhat6 n elem{i ponthalmaz
a sikon, amelynek pontosan n atmérdje van.

b) * Bizonyitsuk be, hogy egy n pontbdl allé sikbeli ponthalmaznak legfeljebb n darab at-
mérdje lehet. (IMO 1965/6, [6])

15.7. [15]. Book 2. Kutaté munka:

Kiszinezhetdk-e a sik racspontjai harom szinnel gy, hogy

a) minden szinhez végtelen sok olyan, az x-tengellyel parhuzamos egyenes legyen, amelyen e
szin végtelen sokszor fordul eld,

b) ha harom pont egy egyenesen van, akkor legyen koztiik két azonos szini?
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15.8. Kutaté munka:

Adott véges sok altalanos helyzetii egyenes a sikon. Az altaluk meghatarozott tartomanyokat
akarjuk két szinnel kiszinezni ugy, hogy azonos szinii tartomanyoknak ne legyen kozos hatdrvon-
ala (vagyis kozos egyenes szakasza, csucsban érintkezhetnek). Van-e olyan helyzete az egyene-
seknek, amikor ez nem lehetséges?

15.9. Kutaté munka:

Adott n pont a sikon, semelyik kettd tavolsdga nem egyenlé. Mindegyiket Osszekotjiik a hozza
legkozelebbivel. Minimalisan hany szakaszt kell igy behtznunk?

Es maximéalisan ?

Mit mondhatunk az igy kapott alakzatrél, ha olyan grafnak tekintjiik, amelynek az adott
pontok a cstcsai és a behiizott 6sszekoté szakaszok az élei?

15.10. Kutaté munka:
Mi a helyzet, ha 15.9. feladatban minden pontot a téle legtdvolabbival kotiink Gssze?

15.2. Konvex halmazok

15.1. [7]. 9. feladat, kissé mddositva. Kutaté munka:
Adott n &ltaldnos helyzetii pont a sikon. (Tehat semelyik hdrom nem esik egy egyenesbe.)
Melyik allitasok ekvivalensek ?
a) A pontok konvex burka n-szog.
b) A pontok konvex n-szoget alkotnak.
c¢) A pontok megszamozhatok gy, hogy a megadott sorrendben egy konvex n-szog csicsai.
d) Semelyik harom pont altal alkotott haromszog nem tartalmaz tovabbi pontot a belsejében.

15.2. Kutaté munka:

Igaz-e a kovetkezo:

a) Ha adott 6t altalanos helyzeti pont a sikon tgy, hogy koziiliik barmely négy konvex né-
gyszoget alkot, akkor az 6t pont is konvex 6tszoget alkot?

b) Ha adott n &ltaldnos helyzetii pont a sikon tgy, hogy koziilitkk barmely négy konvex né-
gyszoget alkot, akkor az n pont is konvex n-szoget alkot? ([7]. 10. feladat.)

15.3. [7]. 11. feladat.
Adott a sikon 6t pont, koziiliik semelyik harom nem esik egy egyenesbe. Bizonyitsuk be, hogy
koziiliik valamelyik négy konvex négyszoget alkot.

15.4. Kutaté munka:

Adott a sikon n pont (n > 4), koziilik semelyik hdrom nem esik egy egyenesbe. A 15.3.
allitasa segitségével probaljunk alsé becslést adni arra, hogy hany olyan négyes van e pontok
kozott, amelyek konvex négyszoget hataroznak meg.

15.5. (M) [6] Adott a sikon n pont (n > 4), koziilik semelyik harom nem esik egy egyenesbe.
Bizonyitsuk be, hogy legalabb ("53) olyan konvex négyszog van, amelyeknek csiicspontjai az
adott pontok kéziil valék! (IMO 1969.)

15.3. Helly tétele

15.1. (S) Kutaté munka:
Milyen k-ra igaz a kovetkezo6 allitas:
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Ha adott a sikon véges sok téglalap ugy, hogy mindegyik oldalai parhuzamosak a koordina-
tatengelyekkel és barmelyik %k téglalapnak van kozos pontja, akkor van olyan pont a sikon,
amelyet mindegyik téglalap tartalmaz.

15.2. Kutaté munka:

Milyen k-ra igaz a kovetkezo6 allitas:

Ha adott véges sok téglatest gy, hogy mindegyik oldalai parhuzamosak a koordinatatenge-
lyekkel és barmelyik k téglatestnek van kozos pontja, akkor van olyan pont, amelyet mindegyik
téglatest tartalmaz.

15.3. (MS) Adott a sikon négy konvex alakzat, amelyek koziil barmely haromnak van k6zos
pontja. Bizonyitsuk be, hogy akkor mind a négynek is van k6z6s pontja.

15.4. (MS) Bizonyitsuk be a

Kétdimenziés Helly-tételt : Adott véges sok sikbeli konvex alakzat, koziiliik barmely harom-
nak van kozos pontja. Ekkor az 6sszesnek is van kozos pontja.

15.5. Kutaté munka:

Milyen a valés szamra igaz a kovetkezd allités:

Ha adott a sikon véges sok pont 1gy, hogy semelyik hdrom nincs egy egyenesen és barmelyik
harom koril irt korének a sugara legfeljebb egységnyi, akkor az Gsszes pont lefedhetd egy a
sugara korrel.

15.6. Kutaté munka:
Hogyan gyengithet6 a 15.5. feladat allitasdnak feltétele?

15.7. Kutaté munka:

Milyen ¢ szamokra igaz a kovetkez6 allitas:

Ha adott a sikon véges sok pont tigy, hogy barmely kettd tavolsaga legfeljebb egységnyi, akkor
az Osszes pont lefedhetd egy legfeljebb ¢ sugart korrel. (Jung tétele, 1. [2].)

15.8. Egy koralakd biliardasztalon 2400 darab 1 cm sugart golyé helyezkedik el. Bizonyitsuk
be, hogy legaldbb még egy ugyanekkora golyé lerakhato az asztalra a tobbi elmozditasa nélkiil,
ha az asztal sugara legalabb 1 méter.

15.9. (S) Elhelyezhet6-e egy egységkorben harom 1/2 oldali négyzet ugy, hogy koziiliik seme-
lyik kettének ne legyen kozos belsé pontja?
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16. FEJEZET
Az egyszerii skatulyaelv

A 18.24. feladatban (1. a Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben c. fejezetet) szerepel
Dirichlet tigynevezett approximaciés tétele. Ez a tétel arrdl is nevezetes, hogy egy komoly tétel
bizonyitasahoz itt hasznaltak elészor — legalabbis kimondva és hangstlyosan — a skatulyaelvet.

A torténethez tartozik, hogy amikor Dirichlet szemére vetették, hogy ilyen primitiv gondolatot
haszndalva tett szert hirnévre, azt valaszolta: ,ez igaz, de erre is ra kellett jonni”. Andreas Speiser,
aki csoportelméleti kutaté és filozofus volt egy személyben, Die geistige Arbeit cimili konyvében
([16] 141. oldal) e torténethez hozzdteszi: a skatulyaelv ugyan latszélag trividlis, valéjdban a
véges halmazok alaptulajdonsigat ,,mozgdsitja”. A kovetkezd fejezetek feladatai is illusztraljak,
mennyire igaz Speiser allitdsa: latni fogjuk, hogy ez a latszolag ,artalmatlan” elv milyen erds
eszkoz.

A K.1.8. fejezetben mér béségesen megismerkedtiink az egyszerl skatulyaelvvel. Itt csak par is-
métlé feladattal felelevenitjiik, majd par nehezebb versenyfeladattal vagy hasonléval foglalkozunk.

16.1. Bevezeto és ismétlo feladatok

16.1. (M) Egy gulydban két falu 65 tehene legel, vorosek, fehérek, feketék és tarkak. Igazoljuk,
hogy ha nincsen 6t kiilonbo6z6 korti, azonos szinti tehén a gulyaban, akkor talalhaté harom azonos
szinti és egyid&s tehén ugyanabbdl a falubdl. (Arany Déniel-verseny, 1988H)

16.2. (MS) [19] Egy szamsorozatot ,bumfordinak” neveziink, ha csak kétféle szam szerepel
benne. (Ilyen példaul az (1,2,2,1,2,1). Két egyforma hosszi sorozat ,0sszegét” kapjuk, hogy a
megfelels tagokat sszeadjuk. Igy példaul

(1,1,—-1,-1,1,—-1,—1,1,—1) +(1,2,2,1,1,2,2,1,1) = (2,3,1,0,2,1,1,2,0)

a) Allitsuk elé a kilenctagn (1,2,3,4,5,6,7,8,9) szamsorozatot el minél kevesebb bumfordi
sorozat Gsszegeként!

b) Legkevesebb hany 1994 tagti bumfordi sorozat dsszegeként lehet eléallitani az (1,2,3,4,5, . ..,1994)
sorozatot? (OKTV 1994)

16.3. (M) [9]

Legyen n paratlan szam, legyen tovabba {ai,as,---,a,} az {1,2---,n} szdmok egy permuta-
ci6ja. Bizonyitsuk be, hogy az (a; — 1)(az — 2)--- (a, — n) szorzat paros. (Kiirschédk-verseny,
1906.)

16.4. (MS) [10] Ha a 8 x 8-as sakktdblan tetszésiink szerint egy egyenes vonalat rajzolunk, ez
legfeljebb hény mez6nek belsején fog keresztiillmenni? (Kiirschak-verseny, 1930.)

16.5. (MS) (Lukdacs Otto, vo. [20], 240. oldal.)

Egy pozitiv egész szamokbdl all6 sorozat elsd két eleme 1 és 2. A sorozat semelyik két kiilon-
boz6 tagjanak az Osszegét nem tartalmazza. Maximaélisan hany olyan tagja van a sorozatnak,
amely nem nagyobb n-nél?
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16 fejezet. Az egyszerii skatulyaelv 16.2. Néhdny versenyfeladat

16.6. (M) a) Egy 4 x 4-es sakktédbla mezbire pozitiv egész szdmokat irtunk. Barmely két
szomszédos mezon all6 szam kiilénbségének abszolatértéke 0,1 vagy 2. Bizonyitsuk be, hogy van
két egyforma a felirt szamok kozott.

Van-e mindig harom egyforma is?

b) Egy 12 x 12-es sakktdbla mez6ire pozitiv egész szamokat irtunk. Barmely két szomszédos
mez6n allé szam kiilonbségének abszolutértéke 0,1, 2 vagy 3. Bizonyitsuk be, hogy van harom
egyforma a felirt szamok kozott.

Két mez6t akkor neveziink szomszédosnak, ha van koézos oldaluk.

16.7. (M) Egy n? x n?-es sakktébla mezéire pozitiv egész szamokat frtunk. Barmely két szom-
szédos mezén allé szam kiilonbségének abszolutértéke legfeljebb n. Bizonyitsuk be, hogy van
[n/2] darab egyforma a felirt szamok koézott. (Vo. OKTV 1999.)

Két mez6t akkor neveziink szomszédosnak, ha van koézos oldaluk.

16.8. (M) [18] Adott n — 1 valds szam. Bizonyitand6, hogy kivalaszthaté koziilik néhany
(esetleg csak egy, esetleg mind) tigy, hogy a kivdlasztott szdmok Osszege alkalmas ¢ egész szdmra
a[c— 1 ¢+ 1] intervallumba essen.

16.9. (M) * Bizonyitsuk be, hogy a fo =0, f1 =1, ésn > lre f, = fo—1 + fn_2 képlettel
definialt Fibonacci-sorozatnak van olyan tagja, amelyik a tizes szdmrendszerben ezer darab
kilencesre végzoédik.

16.10. Egy tizpontu Osszefiiggd egyszerii grafnak 15 éle van. Bizonyitsuk be, hogy barmelyik
két favazanak van kozos éle. Legalabb hany kozos éle van két favaznak?

16.11. a) Egy n pontu 6sszefiiggd grafnak van két olyan favaza, amelyek élhalmaza diszjunkt.
Mit mondhatunk a graf élszamarol?
b) Egy n pontd grafnak n + k éle van. Mit mondhatunk két favazanak kozos éleirél?

16.2. Néhany versenyfeladat

16.1. (M) Hét ember néhény napos kirdnduldsra késziil. Mindennap egy kor alaku asztal
koré ilve ebédelnek. Elhatarozzak, hogy tgy iilnek le az ebédekhez, hogy ugyanaz a két ember
ne keriiljon kétszer egymds mellé. Maximum hény naposra tervezhetik a kirdnduldst? (Arany
Déniel-verseny, 2000H)

16.2. (M) [3].

Egy 6x6 mezdbdl all6 ,,sakktablat” hézagmentesen és atfedés nélkiil domindlapokkal fediink le.
Mindegyik domindlap két szomszédos mezot takar le. Bizonyitando, hogy a mezoket elvalasztd
5 vizszintes és 5 fliggbleges vonal kézott van olyan, amely egyetlen domindlapot sem vag ketté.
(OKTV 1963D)

16.3. (M) Végtelen sok cédula mindegyikére egy-egy egész szam van irva. Tudjuk, hogy barmely
két cédulan allé szam kozott legfeljebb egymillié a kiilonbség. Igazoljuk, hogy valamelyik szam
végtelen sok cédulan szerepel. (OKTV)

16.4. (M) [10].
Legyen a sikban végtelen sok oly derékszogli négyszog kijelolve, amelyeknek szogpontjai valame-
ly derékszogl koordinata-rendszerben igy adhatok meg:

(0,0), (0,m), (n,0), (n,m)
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16.3. Egy nevezetes Erdds-Szekeres feladat 16 fejezet. Az egyszerii skatulyaelv

)
hol m és n pozitiv egész szamok. Bebizonyitandd, hogy mindig van a kijelolt négyszogek kozt

két olyan, hogy egyik a masikban bennfoglaltatik. (Kirschdk-verseny, 1934., eredeti szoveggel.)

16.5. (M) * [6] 239sk. oldal

Bizonyitsuk be, hogy barmely tiz — paronként kiilonbo6z6 — kétjegyi természetes szambol alld
halmaznak mindig van két, k6z6s elem nélkiili részhalmaza, amelyben az elemek 6sszege egyenlo
egymassal. (IMO, 1973.)

16.6. (M) * [10].
Bizonyitsuk be, hogy egy konvex n-szog atléi koziil nem lehet n-nél tébbet ugy kivalasztani,
hogy barmely kettének legyen kozos pontja. (Kiirschak-verseny, 1962.)

16.7. (MS) * Legyenek k és n pozitiv egészek, n/2 < k < n és legyen adva k darab pozitiv,
n-nél nem nagyobb kiilonb6z6 egész. Bizonyitsuk be, hogy van koézottitk ketté (nem feltétlentil
kiilonb6z6), amelyek Osszege kett6hatvany. (OKTV 1996.)

16.8. (MS) * [11]. Valaki 5° szelvénnyel lottézik az 6tos lottén. Barmely két szelvényét nézziik,
van olyan szam, amely mindkét szelvényen meg van ikszelve.

Bizonyitsuk be, hogy az 1-tél 90-ig terjed6 szamok kozott talalhaté négy olyan, hogy az illetd
mindegyik szelvényén a négy szam koziil legalabb az egyik meg van ikszelve. Feltessziik, hogy a
kiilonb6z6 szelvények kiilonb6zé médon vannak ikszelve. (Kiirschék-verseny, 1976.)

16.9. (M) Egy értekezletre két delegdcié érkezik, A és B, mindkettének ugyanannyi tagja
van. A két delegacié tagjai koziil némelyek mar ismerik egymaést. Bizonyitsuk be, hogy az A
delegéciobdl kivalaszthaté néhdny ember (legaldbb egy) tigy, hogy a B delegicié minden tagja
paros sokat ismer a kivalasztottak kozil, vagy gy, hogy minden tagja paratlan sokat ismer a
kivalasztottak kozil.

16.3. Egy nevezetes Erdos-Szekeres feladat

16.1. (MS) ** Bizonyitsuk be, hogy egy nk+ 1 tagi sorozatban vagy van n + 1 szdm, amelyek
a sorozatbeli sorrendjiikben szigortian monotonan névekednek, vagy van k + 1 szam, amelyek a
sorozatbeli sorrendjiikben monotonan csokkennnek. (Erdés Pal, Szekeres Gyorgy, vo. [20], 240.

oldal.)

16.2. (S) Bizonyitsuk be, hogy ha egy valds szamokbdl &ll6 sorozatnak nincs n + 1 olyan
tagja, amelyek szigortian monotonan névekvé sorozatot alkotnanak, akkor a sorozat felbonthatd
n darab monoton csokkend sorozatra.
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17. FEJEZET
A skatulyaelv a kombinatorikus geometriaban

17.1. Bemelegito feladatok

Par, mara mar klasszikusnak szamité feladattal kezdjiik a skatulyelv kombinatorikai geometriai
alkalmazasainak feltérképezését.

17.1. (MS) Adott 6t pont egy egységnégyzetben. Bizonyitandd, hogy van kozottiik kettd, ame-
lyek tévolsaga legfeljebb 1/4/2.

17.2. (MS) [11].

Egy korlemezen nyolc pontot vesziink fel (a hatdrolé korlemezt is a korlemezhez szamitjuk).
Bizonyitsuk be, hogy a nyolc pont kozott van két olyan, amelyek tdvolsidga a kor sugarandl
kisebb. (Kirschak-verseny, 1965.)

17.3. (MS) Egy 7 egység oldalu négyzetben elhelyeziink 51 pontot. Bizonyitsuk be, hogy ezek
kozott a pontok kozott van harom olyan, amely lefedhetd egy egységsugari korrel. (OKTV,
1997.)

17.4. (MS) * Egy derékszogli haromszog két befogdja 1 és v/3. A haromszogben adott 25
pont. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté a pontok koziil harom, amelyek lefedhetSk egy 1/v/3
atméréji korlappal. (Arany Déniel-verseny, 1989H)

17.2. Lefedések

17.1. (M) Héany kisebb szabélyos hiaromszoggel fedhetd le egy egységoldalu szabélyos harom-
sz0g?

17.2. (S) Hény egynél kisebb atmérdjii alakzattal fedhetd le egy egységoldali szabalyos hdrom-
s70g?
17.3. (M) Adott egy nem szabdlyos hdromszog, a legnagyobb oldala egységnyi. Hany kisebb

atméréju alakzatra van sziikség a lefedéséhez?

17.4. (MS) a) Hény kisebb zart korlemezzel fedheté le egy zért korlemez?

b) Egy egységnyi sugart zart korlemezt kisebb sugari egybevigd zart korlemezekkel fediink
le. Legkevesebb hany kérre van ehhez sziikség? A legkevesebb korrel valo lefedés esetén mennyi
a lefed6 korok sugaranak a lehetséges minimuma? (OKTV 1996.)

17.5. (MS) [10] Egy (zart) korlapot feleakkora &tméréji (zart) korlapokkal akarunk befedni.
Hogyan tehetjiik ezt meg a legkevesebb szamu korlappal ? (Kirschék verseny, 1947.)
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17 fejezet. A skatulyaelv a kombinatorikus geometridban 17.8. Pontrendszerek

17.3. Pontrendszerek

17.1. (MS) Adott a sikon négy altaldnos helyzeti pont. Bizonyitandd, hogy van kozottik
harom, amelyek egy nem hegyesszogli haromszoget hatdroznak meg. (Van kozottik harom,

A, B,C, amelyekre BAC'Z > 90°.)

17.2. (MS) Adott a sikon 6t altaldnos helyzeti pont. Bizonyitandé, hogy van kozottitk hdrom,
amelyek egy legaldbb 108°-os haromszoget hatdroznak meg. (Van kozottiik hédrom, A, B, C,
amelyekre BACZ > 108°.)

17.3. (MS) [10] Adott a sikon hat altaldnos helyzeti pont. Bizonyitandé, hogy van kozot-
titk harom, amelyek egy legaldbb 120°-0s haromszoget hatédroznak meg. (Van kozottiikk harom,
A, B,C, amelyekre BAC'Z > 120°.) (Kiirschék verseny, 1958.)

17.4. (M) a) Adott a sikon hét altaldnos helyzetii pont. Bizonyitand6, hogy van kozottik
harom, amelyek egy 120°-osndl nagyobb szogli haromszoget hataroznak meg. (Van kozottik
harom, A, B, C, amelyekre BAC'/ > 120°.

b) * Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv ¢ szdmhoz megadhat6 hét dltaldnos helyzetii pont a
sikon gy, hogy koziiliik barmely harom altal meghatarozott barmelyik szog kisebb 120° 4 c-nél.
(L. [10], 187. oldal; az eredmények Blumenthal amerikai matematikustél szarmaznak.)

17.5. (MS) [10]
Adott a sik négy pontja. Bizonyitsuk be, hogy az altaluk meghatarozott hat tavolsag koziil a
legnagyobb és a legkisebb hanyadosa legalabb /2. (Kiirschak verseny, 1961.)

17.6. (MS) Adott a sik 6t pontja. Bizonyitsuk be, hogy az altaluk meghatérozott tiz tavolsag
koziil a legnagyobb és a legkisebb hényadosa legalabb 2sin 54°. (Arany Déaniel-verseny, 1984H)

17.7. (MS) Adott 6t altalanos helyzeti pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy legaldbb harom
nem-hegyesszogi haromszoget hataroznak meg.

17.8. (MS) Adott hat altaldnos helyzeti pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy legaldbb hat
nem-hegyesszogii haromszoget hataroznak meg.

17.9. (MS) Adott hét altalanos helyzetii pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy legaldbb tizenegy
nem-hegyesszogii haromszoget hataroznak meg.

17.10. (MS) Adott n > 4 altaldnos helyzetli pont a sikon. Bizonyitsuk be, hogy az altaluk
meghatarozott haromszogeknek legaldbb a 30 szdzaléka nem-hegyesszogli. (V6. IMO 1970/6.
feladat, [6])

17.11. (MS) a) Adott négy pont a sikon, barmely kett6 tavolsdga legfeljebb egy. Mennyi az
altaluk alkotott hat tavolsag négyzetdsszegének maximuma?
b) Mennyi a tévolsdgok négyzetosszegének maximuma 6t, illetve hat pont esetén?

17.12. (M) * Adott négy altaldanos helyzetii pont a sikon, barmely kettd tavolsdga legfeljebb
egy. Bizonyitsuk be, hogy a négy cstcs kozott van harom, amely altal meghatarozott haromszog
beirt kérének sugara legfeljebb (v/2 — 1)/2.

17.13. (S) * Adott 6t altaldnos helyzetii pont a sikon, barmely ketté tévolsiga legfeljebb egy.
Bizonyitsuk be, hogy van az 6t cstcs kozott van harom, amely altal meghatarozott haromszog
beirt korének sugara legfeljebb 1/2 tg18°.
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17.4. Ahol mar kis grafelméldTiddjdret. A skatulyaelv a kombinatorikus geometriaban

17.4. Ahol mar kis grafelmélet is kell

17.1. (M) Hat pont a sikon legaldbb hany kiilonbo6zé tavolsdgot hataroz meg?

17.2. (M) Bizonyitsuk be, hogy 6t pont a sikon legaldbb hérom kiilénb6z6 tavolsdgot hatéroz
meg, kivéve ha az 6t pont egy szabalyos 6tszog 6t cstcsa.

17.3. (MS) Haény olyan elrendezése lehetséges a sikon négy pontnak, ahol a négy pont csak két
kiilonb6zé tavolsagot hataroz meg? A hasonlé elrendezéseket azonosnak tekintjiik.

17.5. Elhelyezések

17.1. (M) Adott egy 2 egység oldali négyzet. Elhelyezhet6-e a belsejében 6t egységnégyzet
ugy, hogy azok koziil semelyik kettének ne legyen kozos belsé pontja?

17.2. (M) Adott egy 3 egység oldali kocka. Elhelyezheté-e a belsejében 28 egységoldali kocka
ugy, hogy azok koziil semelyik kettének ne legyen kozos belsé pontja?

17.3. (M) Bizonyitsuk be, hogy az egységkorben nem helyezhet6 el négy 1/2 oldali négyzet
ugy, hogy semely kettének ne legyen koézos bels6 pontja.
Megjegyzés. A feladat folytatdsat 1. a 15.9. feladatban.

17.4. (S) Bizonyitsuk be, hogy az egységkorben nem helyezheté el négy 1/2 sugaru kor dgy,
hogy semely kettonek ne legyen k6zos belsé pontja.

17.5. (M) Adott egy 2 egység oldali konvex szabdlyos hatszog. Elhelyezheté-e a belsejében 11
egységnégyzet ugy, hogy azok koziil semelyik kettonek ne legyen kézos bels6 pontja?

17.6. (M) Adott a sikon egy konvex 6tszog, Py, cstcsai A, Ag, A3, Ay, As. A Py 6tszogbdl a P
otszoget az Ay A; eltolassal kapjuk.

Bizonyitandé, hogy a Py, P», P3, Py, P5 6tszogek kozott van ketto, amelyeknek van kézos bels
pontja.

A feladat folytatdsa a 17.7. feladat.

17.7. (M) Adott a térben egy 9-csicsi konvex poliéder, P;, cstcsai Ay, Ao, ..., Ag. A P 6t-
szoghOl a P; otszoget az Ay A; eltolassal kapjuk. Bizonyitandé, hogy a P, Ps, ..., Py poliéderek
kozott van kettd, amelyeknek van kozos bels6é pontja. (IMO 1971/2. feladat, [6] )

Igaz-e az allitas 8-csicsu konvex poliéderekre is?
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18. FEJEZET
Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

A skatulyaelv szamelméleti alkalmazasahoz érdemes végiggondolni, hogy hogyan bizonyitjuk azt
a nevezetes allitast, hogy ha egy n teljes maradékrendszert megszorzunk egy n-hez relativ prim d
szammal, akkor ismét teljes maradékrendszert kapunk. A bizonyitas két 1épésen mulik, az egyik
az, hogy ha da és db ugyanazt a maradékot adjak n-nel osztva és d relativ prim n-hez, akkor
a és b is ugyanazt a maradékot adja n-nel osztva. Minket itt most a bizonyitds masik 1ényeges
eleme érdekel. Az, hogy

n egész szam kozott vagy van eqy n-nel oszthato, vagy mind killonbozo maradékot ad n-nel osztva.

Ezt a gondolatot — amelyet nevezhetiink a ,,szdmelméleti skatulyaelvnek” is — a fejezet szamelméleti
feladataiban tobbszor fogjuk hasznalni.

18.1. (M) [8], 111. oldal.

Egy sikbeli négyzetracsot egységoldalii négyzetek alkotnak. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan
is valasztunk ki 101 racspontot, lesz koztiik legaldbb 2 olyan, amelyeknél mindkét megfelel6
koordinata kiilonbsége 0-ra végzdd6 egész szam, barmely olyan koordinatarendszerben, amelynek
tengelyei racsegyenesek. (Ki miben tudds? 1966/el6donto)

18.2. (S) Hogyan szl a 18.1. feladat térbeli megfelelgje?

18.3. (M) Hany racspontot lehet megadni a sikon gy, hogy semelyik ketté altal alkotott
szakasz felezépontja ne legyen racspont? (OKTV, 2002)

18.4. (M) Egy futéversenyen 1,2,...,n rajtszamu versenyzok indultak, holtverseny nem volt.
Minden versenyz6 rajtszamahoz helyezése sorszaméat hozzaadva a kapott szamok csupa kiilon-
b6z6 maradékot adnak n-nel osztva. Milyen n-ekre lehetséges ez? (Arany Déniel-verseny, 1990H)

18.5. (M) Igazoljuk, hogy 102 darab pozitiv egész szam koziil kivalaszthatéd kettd gy, hogy
azok kiillonbsége vagy Osszege oszthatd legyen 200-zal! (OKTV, 2005 1. ford.)

[gaz-e az allitas, ha csak annyit kotiink ki, hogy a 102 szam egész szam legyen?

Igaz-e az allitas 101 darab egész szam esetén is?

Hogyan altalanosithat6 a feladat?

18.6. (S) Az els6 2n pozitiv egész szam koziil hanyat tudunk tgy kivalasztani, hogy semely
ketto ne legyen egymashoz relativ prim?

18.7. (MS) Adjunk meg az elsé 60 pozitiv egész szam koziil negyvenet igy, hogy azok kozil
barhogyan valasztunk ki harmat, van kozottiik ketto, amelynek legnagyobb kozos osztdja egynél
nagyobb.

18.8. (MS) Bizonyitsuk be, hogy

a) megadhaté 1324 olyan 1987-nél kisebb kiilonb6z6 pozitiv egész, amelyek kézott nincs hdrom
egymashoz paronként relativ prim;

b) akdrhogyan is adunk meg 1325 kiilonb6z6 1987-nél kisebb pozitiv egész szamot, szlikségkép-
pen lesz kozottilk harom egymadshoz relativ prim!

(OKTV, 1987)
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18 fejezet. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

18.9. Adott 6t racspont a sikon. Bizonyitandé, hogy van kozottiik néhany (legalabb egy, esetleg
mind), amelyek Osszegének mindkét koordinatdja oszthaté harommal.

18.10. (M) Az els6 20 pozitiv egész szam kozil hanyat lehet tgy kivalasztani, hogy koziilitk
egyik se legyen osztéja a masiknak?

18.11. (MS) Az els6 2n pozitiv egész szam kozil hédnyat lehet gy kivalasztani, hogy koziilitk
egyik se legyen osztéja a masiknak?
Mi a helyzet, ha az els6 2n + 1 szambdl valaszthatunk?

18.12. (MS) ([20], 240. old.) Bizonyitsuk be, hogy 2n-ig megadhat6 n darab kiilénbo6z6 ter-
mészetes szam gy, hogy barmely kett6 legkisebb k6zos tobbszordse nagyobb legyen 2n-nél, de
n + 1 szdm mar nem adhaté meg e tulajdonsaggal.

18.13. (MS) * Legyen a tetszéleges valds szam. Igazoljuk, hogy az (a,a + 1/n) nyilt interval-
lumban legfeljebb [n/2] olyan tort lehet, amelynek nevezéje nem nagyobb n-nél.

18.14. (MS) Adott 20 egész szdm. Egyiknek sincs 10-nél nagyobb primosztéja. Bizonyitando,
hogy van kozottiik kettd, amelyek szorzata négyzetszam. (V6. Arany Déniel-verseny, 2005H)

18.15. (M) Adott 300 egész szam. Egyiknek sincs 20-nél nagyobb primosztéja. Bizonyitando,
hogy van kozottiik kettd, amelyek szorzata négyzetszam.

18.16. (MS) Az 1-t6l 3n-ig terjedd egész szdmok koziil kivalasztunk n + 2 darabot. Bizonyi-
tandd, hogy ha n > 1, akkor mindig van a kivalasztott szamok kozott kettd, melyek kiilonbsége
n-nél nagyobb, de 2n-nél kisebb. (Kiirschdk verseny, 1952. [10])

18.17. (MS) Bizonyitsuk be, hogy ha adott n darab egész szam, ezek koziil mindig kivélaszthato
néhany (legaldbb egy, esetleg mind), amelyek sszege oszthaté n-nel. (Kiirschék verseny, 1948.

[10])

18.18. (MS) Adott a sikon kilenc rédcspont, semelyik harom nincs egy egyenesen. Bizonyitsuk
be, hogy van kozottiik harom, amelyek altal alkotott haromszog silypontja is racspont.
Igaz-e az allitas nyolc racspontra is?

18.19. (MS) A —3-as szdmrendszert a kovetkezSképpen definidljuk. A szdmjegyek a 0,1,2
szdmok. Az n-edik helyen all6 jegyet (—3)"!-gyel kell megszorozni, s az igy kapott szamokat
kell 6sszeadni. Tehat példaul az 121 szdm értéke 9 — 6 + 1 = 4.

Bizonyitsuk be, hogy a —3-as alaktl szimrendszerben is egyértelmii az egész szamok felirasa:

minden egész szam egyértelmiien irhato fel ilyen alakban.

18.20. (S) Adva van az n természetes szamnél kisebb s egymastél kiilonb6z6 pozitiv szamoknak
egy sorozata, adva van tovabba egy mésik ugyanilyen tulajdonsigut sorozat. Bizonyitandé, hogy
ha a két sorozat elemeinek egyiittes szama legalabb n, akkor talalhaté a két sorozatnak egy-egy
eleme, melyeknek Osszege éppen n. (Kiirschak verseny, 1953. [10])

18.21. (M) Anna kivédlasztott néhany egész szamot és megallapitotta, hogy ezek Osszesen k
darab kiilénb6z6 maradékot adnak n-nel osztva, Barna is kivalasztott néhany egész szamot és
megallapitotta, hogy ezek [ darab kiilonb6z6 maradékot adnak m-nel osztva. Tudjuk, hogy k +
+ [ > n. Bizonyitsuk be, hogy van egy-egy olyan szam Anndnal és Barnanal, amelyek Osszege
oszthatd n-nel.

Vagy masképp fogalmazva:
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18 fejezet. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

Anna kivélasztott k darab maradékosztalyt mod n, Barna kivalasztott [ darab maradékosztalyt
mod n. Tudjuk, hogy k 4+ [ > n. Bizonyitsuk be, hogy van egy-egy olyan maradékosztalya
Annanak és Barndnak, amelyek 6sszege a 0 maradékosztély.

18.22. (MS) * Legyen p egy tetsz6leges primszam és bizonyitsuk be, hogy van olyan z és y
egész szam, amelyre z2 + y? + 1 oszthaté p-vel.

Megjegyzés. Ebbdl a tételbol bebizonyithaté az a masik nevezetes tétel, hogy barmely egész
szam felirhaté négy négyzetszam osszegeként. A bizonyitas szintén hasznélja a skatulyaelvet,
egy meglehetosen ,cseles” formaban. Errdl olvashatunk Erdds Pél és Suranyi Janos Vdlogatott
fejezetek a szdmelméletbdl c. konyvében ([20] 246-251. oldal).

Megjegyzés. A 18.22. feladat bizonyitasa sordn beldttuk, hogy az els6 (p + 1)/2 nem-negativ
szam négyzete mind kiilonb6zé maradékot ad p-vel osztva. Masrészt nyilvanvald, hogy ¢ és —
—i négyzete ugyanazt a maradékot adja p-vel osztva, és hogy azonos maradékosztilyban levd
szamok négyzetei is azonos maradékosztalyban vannak. Ezzel belattuk, hogy pontosan (p+1)/2
Hkvadratikus maradék” van, vagyis olyan maradékosztily, amelyben van négyzetszam. Ez azt is
jelenti, hogy ha eltekintiink a 0 maradékosztalytol, akkor ugyanannyi (nevezetesen (p — 1)/2)
kvadratikus maradék van  (mod p), mint kvadratikus nem-maradék. Erre sziikségiink lesz a
kovetkez6 feladatban. Osszefoglaljuk:

Definicid. Legyen p egy primszam. Az a egész szamrdl akkor és csak akkor mondjuk, hogy

2 _ g oszthato

kvadratikus maradék a p modulusra nézve, ha van olyan x egész szam, amelyre x
p-vel. Ha ilyen x egész szam nincsen, akkor a-t a p modulusra nézve kvadratikus nem-maradéknak
mondjuk. Ha nem okoz félreértést, a ,,p modulusra nézve” kitételt elhagyjuk.
Ha a kvadratikus maradék, akkor az a (mod p) maradékosztdly minden eleme az.
Bebizonyitottuk, hogy pontosan (p+1)/2 olyan maradékosztaly van, amelynek elemei kvadratikus
maradékok, vagyis ha eltekintiink a nullatol, akkor ugyanannyi kvadratikus maradék és kvadratikus

nem-maradék van egy adott prim modulusra nézve.

18.23. (M) Bizonyitsuk be, hogy ha p primszdm, akkor

a) két mod p kvadratikus maradék szorzata kvadratikus maradék;

b) egy-egy mod p kvadratikus maradék és kvadratikus nem-maradék szorzata kvadratikus
nem-maradék;

c¢) két mod p kvadratikus nem-maradék szorzata kvadratikus maradék.

Megjegyzés. A feladat allitasai egyiitt azt mondjak ki, hogy a kvadratikus maradékok és nem-
maradékok hasonléan viselkednek, mint a valds szdmok kozott a pozitiv és a negativ szamok.
Egy masik analégia, ha azt mondjuk, hogy gy viselkednek, mint a valds és a képzetes szamok,
csak azzal a kiilonbséggel, hogy itt minden szdm vagy ,valés”, vagy , képzetes”.

18.24. (MS) Nyilvanval6, hogy ha « irraciondlis szam, akkor barmely pozitiv egész n szdmhoz
van olyan m/n nevez6jl tort, amely a-t6l kevesebb, mint 1/2n-nel tér el. Kérdés azonban, hogy
nem lehet-e ennél jobban is megkozeliteni egy tetszoleges irracionalis szamot. Dirichlet bizonyi-
tott egy tételt, amelybdl kovetkezik, hogy itt a kettes szdm helyett akdrmilyen nagyobb szamot
is irhatunk. Mint a Skatulyaelv c. fejezet bevezetojében emlitettiik, a tétele bizonyitasdhoz 6
hasznélta el6szor — legaldbbis kimondva és hangsilyosan — a skatulyaelvet. Mi most ennek a
tételnek csak a kovetkezo alakjaval foglalkozunk:

* Legyen « egy irraciondlis szam, n tetszdleges pozitiv egész. Ekkor létezik olyan n-nél nem
nagyobb pozitiv b egész szadm és hozza egy a egész szam, amelyre igaz, hogy az a/b tort csak
1/bn-nél kevesebbel tér el a-tél.
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18 fejezet. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

Ezt a tétel a skatulyaelv nagyon egyszerii alkalmazasival Riesz Frigyes bizonyitotta (1. [9].
176sk.). Vajon hogyan?

18.25. (MS) Bizonyitsuk be, hogy Dirichlet tételébél (1. a 18.24. feladatot) kovetkezik, hogy
barmely irracionalis a szamhoz végtelen sok olyan n pozitiv egész nevezdji tort 1étezik, amely
1/n2-nél jobban megkézeliti a-t.

18.26. (MS) Jeloljik ||z||-gal az x valds szdm eltérését a hozzé legkozelebbi egész szamtol.
Bizonyitsuk be, hogy minden x valés szamhoz végtelen sok olyan n pozitiv egész van, amelyre
l|nz|| < 1/n.

18.27. (MS) * Adott egy p primszam és adott p darab kiilonb6z6 pozitiv egész: ai,aq, ..., ap.
Tekintjitk az Osszes 4,7 = 1,2,...,p szdmparra az a;/(a;,a;) szamot. Bizonyitandd, hogy ezek
koziil a legnagyobb legalabb p.

Megjegyzés. Az allitdst p primszamok helyett tetszdleges n szamra is ki lehet mondani. Ez
volt Graham nevezetes sejtése, amelyet (elég nagy n-ekre) Szegedi Marié bizonyitott be még
egyetemista koraban 1985-ben.

18.28. (MS) * Tekintsiink 1997 kiilénb6z6 pozitiv egészt, amelyek koziil barmely tiznek ugyanaz
a legkisebb k6zos tobbszorose. Maximalisan hany szam lehet kozottiik, amelyek paronként relativ
primek (azaz koziiliikk semelyik kettének sincs egynél nagyobb kozos osztéja)? (OKTV, 1997.)

18.29. (M) a) Bizonyitsuk be, hogy az 1,2,3,...,18 szdmok koziil akdrhogyan vélasztunk ki
kilencet, a kivalasztott szdmokbdl képzett kéttagu Osszegek kozott lesz két egyenld!

b) Bizonyitsuk be, hogy n > 8 esetén az 1,2,3,...,2n szamok kozil akirhogyan vélasztunk ki
n darabot, a kivalasztott szimokbdl képzett kéttagt Osszegek kozott lesz két egyenld!

V6. Arany Déniel-verseny, 1999H.

18.30. (M) * 2001 darab kiilonb6z8 pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy a szdmok szorzatanak
pontosan 2000 darab kiillonb6z6 pozitiv primosztdja van. Bizonyitsuk be, hogy a 2001 darab
szam koziil kivalaszthat6 egy vagy tobb tgy, hogy azok szorzata négyzetszam legyen (vagy az
egy kivalasztott szdm maga négyzetszam)! (Arany Déaniel-verseny, 2001H)

18.31. (MS) * Bizonyitandd, hogy nk + 1 egész szdm koziil kivalaszthatd n + 1, amelyek koziil
mindegyik oszthato a kévetkezovel, vagy kivalaszthatd k + 1, amelyek koziil egyik sem oszthato
semelyik masikkal. ([20], 240. oldal.)
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19. FEJEZET
Leszamlalas

Természetesen a leszamlalasi feladatoknak se vége, se hossza, és ez a legismertebb és legjobban

feldolgozott teriilete a kombinatorikanak. Sajnos még mindig gyakori az az elképzelés, hogy

a kombinatorika tkp. leszamlalasi feladatokbdl all. Ezért a szokasos feladatok koziil csak a

legsziikségesebbek szerepelnek, helyette j6 par a kevésbé szokdsos feladatokbdl. A fejezet masodik

felében alaposabban szemiigyre vessziik azt, amit ,kétszeres leszamolasnak” szoktak nevezni.
Korabbi, ide tartozo feladatok: 3.3., 17.7., 17.9., 17.10.

L. még a GR.I1.2.2.;, GR.I1.4.25. feladatokat és a 11.4M2. megoldést.

19.1. Egyszerii leszamlalasi feladatok

19.1. Héany olyan pontosan négyjegyil szam van, amely nem oszthaté ottel és minden jegye
kiillonb6z6 7

19.2. (S) [10] Hany olyan otjegy(i szdm van, amely 6-tal végzdik és harommal oszthat6?
(Kiirschék-verseny 1930.)

19.3. (MS) [15]. Book 5. Hany olyan permutacija van az elsé n pozitiv szdmnak, ahol sem az
egyes, sem a kettes nem all a helyén?

19.4. (S) [3] Hany olyan legfeljebb hatjegy(i természetes szdm van, amelyben eléfordul az 1-es
szamjegy 7 (OKTV, 1960)

19.5. (S) [3] Hény olyan megoldésa van az | x | + | y |< 1000 egyenl6tlenségnek, amelyben z
és y egész szamok? (OKTV, 1959)

19.6. (M) [3]* Legyenek a és b valds szamok. Hény olyan szdztagi szédmtani sorozat van,
amelynek a és b is tagja?

19.7. Egyforma egyforintosokat osztunk ki gyerekek kozott. Hanyféleképpen oszthatunk ki
a) 2 gyereknek 8 Ft-ot b) 3 gyereknek 8 Ft-ot c) 4 gyereknek 10 Ft-ot
d) k gyereknek n Ft-ot

ha azt akarjuk, hogy minden gyerek kapjon legalabb egy forintot?

19.8. Egyforma egyforintosokat osztunk ki gyerekek kozott, de most nem ragaszkodunk hozza,
hogy mindenki kapjon legalabb 1 forintot. Hanyféleképpen oszthatunk ki
a) 2 gyereknek 8 Ft-ot? b) 3 gyereknek 8 Ft-ot? c) 4 gyereknek 10 Ft-ot?

d) k gyereknek n Ft-ot?

19.9. (S) Hanyféleképpen lehet szétosztani n darab egyforma egyforintost k gyerek kozott ugy,
hogy mindenki kapjon legaldbb 2 forintot ?

19.10. (M) Hanyféleképpen oszthatunk szét n darab egyforma egyforintost k fiti és [ 1any kozott
ugy, hogy a lanyok mindegyike kapjon leaglabb egy forintot?
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19 fejezet. Leszamlalas 19.2. Néhdny feladat a Pascal-hdromszogrél és ,kérnyékérdl”

19.11. (M) A kaszinéban k grof kartyazik. Eredetileg mindegyiknek p pengdje volt. A jaték
végén Osszeszamljak, hogy ki hdny pengot nyert vagy vesztett. Hany lehetséges kimenetel ad6d-
hat? (Senki sem kért koleson a jaték kozben.)

19.12. (M) * Hényféleképp lehet a kocka grafjanak hét élét gy kivilasztani, hogy azok egy
Hamilton-utat alkossanak?

19.2. Néhany feladat a Pascal-haromszogrol és ,,kornyékérol”

19.1. Kutaté munka:
Hozzuk zart alakra a kovetkezd dsszeget: (3) + (5) + -+ + (3)!

19.2. Kutaté munka:
Hogyan altalanosithat6 a 19.1. feladat eredménye?

19.3. (M) Hozzuk zirt alakra a kovetkezd kifejezést:
(©)G) + (G2 + -+ G GE) + -+ () ©)
19.4. (M) Hogyan altalanosithat6 a 19.3. feladat allitdsa?

19.5. Kutaté munka:

A K.1.4.19. feladatban mar sz6 esett Dr. Kekecrél, aki a Piscal-haromszogre eskiiszik. Ennek
0-adik sordban egyetlen 1-es 4ll, az alatta levé sorokban minden szam a f6lotte 1évé harom szam
osszegével egyenlé (az tires helyek 0-nak tekintendék).

. Sor
. SOor
. Sor
. SOor

DN =
N W = =
DN =
W= O

A ,rendes” Pascal haromszog n-edik sordnak k-adik helyén 4ll6 szdmot megkaphatjuk tgy,
hogy 0Osszeszamoljuk, hanyféleképpen irhatjuk fel a k szdmot n tagu dsszegként gy, hogy min-
den tag nulla vagy egy, a sorrend szamit. Probaljunk ehhez hasonl6 utasitast taldlni a Piscal-
hiromszog n-edik soranak

a) n-edik sordnak kozéps6 oszlopdban allé szamra,

b) n-edik soranak a kozéps6 oszlopatdl balra és jobbra k hellyel arrébb allé szamra!

19.6. Kutaté munka:

Folytassuk a Piscal-haromszognek a 19.5. feladatban megkezdett elemzését! Bizonyitsuk be,
hogy az n-edik sor kézépsé oszlopaban all6 szamok megegyeznek azzal, ahanyféleképpen n golyot
ki tudunk szinezni harom szinnel, fehérrel, feketével és tarkaval gy, hogy a fehér és a fekete
golyék szama megegyezik.

19.7. Kutaté munka:
Folytassuk a Piscal-haromszog a 19.5. feladatban megkezdett elemzését! Fejezziik ki az n-edik
sor kozépsé oszlopdaban allé szamot binomaélis egytitthatokkal!
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19.8. Egy Turdan-feladat és ,kérnyéke” 19 fejezet. Leszamlalas

19.8. (M) [15]. Book 3. A kévetkez6 azonossagra keresiink kombinatorikai bizonyitést:

(§)-1)

Felvesziink n pontot a sikon. Az azonossag bal oldala ekkor az ezek kozott behtzhato szakas-
zokbdl alkotott parok szama. Hogyan interpretaljuk az azonossag jobb oldalat?

19.3. Egy Turan-feladat és , kornyéke”

19.1. (M) Egy kilencelemi halmazbdl akarunk kivalasztani hdrmasokat gy, hogy semelyik két
kivalasztott harmasnak ne legyen egynél tobb kozos eleme. Legfeljebb hany harmast valaszthatunk
ki?

19.2. (M) Egy n elemii halmazbdl haromelemii részhalmazokat akarunk kivélasztani gy, hogy
semelyik elempdar ne szerepeljen két kivalasztott részhalmazban. (Vagy masképp fogalmazva:
hogy bérmely két kivdlasztott harmasnak legfeljebb egy kozos eleme legyen.) Bizonyitsuk be,
hogy legfeljebb a harmasok n — 2-ed részét valaszthatjuk ki!

19.3. Bizonyitsuk be, hogy a 19.2. feladatban kapott becslés végtelen sok n-re pontos.

19.4. Héany olyan kiilonb6z6 (Hp, He, H3) halmazhirmas van (ahol a halmazok sorrendje is
lényeges), amelyek uniéja az {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} halmaz, és a hdrom halmaznak nincs kozos
eleme? (OKTV, 1991)

19.5. (M) a) Egy hiszelemii halmaznak kivalasztottunk néhany oOtelemii részhalmazat ugy,
hogy semelyik kettonek nincs egynél tobb kézos eleme. Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb 19 részhal-
mazt valasztottunk ki.

b) Igaz marad-e az éllitas akkor is, ha csak azt tudjuk, hogy minden halmaz legalabb 6telemi ?

* ¢) Meg lehet-e adni egy hiszelem(i halmaz 19 6telemii részhalmazat ugy, hogy semelyik
kettének ne legyen egynél tobb kézos pontja?

d) Kivalasztottuk egy 16 elemii halmaznak néhdny oOtelemii részhalmazat ugy, hogy seme-
lyik kettonek nincs egynél tobb kozds eleme. Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb 12 részhalmazt
valaszthattunk ki.

19.6. (M) Legyen n > 5, és tegyiik fel, hogy egy n elemii halmazbél kivilaszhaté néhany
Oteleml részhalmaz gy, hogy az n elemil halmaz minden haromelemi részhalmazat a kivalasz-
tott 6telemiiek koziil pontosan egy tartalmazza. Bizonyitsuk be, hogy ekkor n legalabb 16. (Arany
Déniel-verseny, 2002K)

19.7. (M) Egy n elemli halmazbél H kivalasztottunk néhany [ elemii részhalmazt gy, hogy
barmely kettonek legfeljebb egy kozos eleme van.

a) Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb n(n — 1)/l(l — 1) halmazt véalasztottunk ki.

b) Tudjuk még azt is, hogy a kivdlasztott halmazok a H halmaz minden elempérjat pontosan
egyszer fedik le. Bizonyitsuk be, hogy akkor n — 1 oszthat6 [ — 1-gyel és n(n — 1) oszhaté I(I —

— 1)-gyel.

19.4. Sidon-sorozatok

19.1. Hany szam valaszthaté ki az els6
a) 8 b) 9 c) *10

85



19 fejezet. Leszamlalas 19.5. Néhdny versenyfeladat

szambol ugy, hogy barmely két kivalasztott szdm osszege kiilonb6z6 legyen? (A szdmok kétsz-
eresét is kéttagi Osszegnek tekintjiik.)

19.2. (MS) Legyen n pozitiv egész szam. Adott k darab n-nél nem nagyobb pozitiv egész
szam Ugy, hogy barmely kett6é Osszege kilonboz6. (A szamok kétszeresét is kéttagi Osszegnek
tekintjiik.) Bizonyitsuk be, hogy

k < 2y/n;

19.3. (MS)
* Bizonyitsuk be, hogy a 19.2. feladatban adott becslés k < v/2n — 1 4 1/2-re javithato.

Megjegyzés. A 19.2. és 19.3 feladatban szerepld sorozatokat Sidon-sorozatnak nevezik. Bebi-
zonyithatd, hogy az elsé n szambdl kivalaszthatd leghosszabb Sidon-sorozat k hossza legfeljebb
k < y/n+ ¥n+ 1. Masrészt megadhat6 /n-nél nem sokkal kevesebb, n-nél kisebb egész szdm
ugy, hogy Sidon-sorozatot alkossanak. A bizonyitasokat 1. példadul Erdés Pal és Surdnyi Janos
Vilogatott fejezetek a szamelméletben c. konyvében ([20], 235-239. oldal.)

19.5. Néhany versenyfeladat

19.1. (M) Van két azonos sugart koriink, mindketté fel van osztva 16 darab 22,5°-os korcikkre
16 sugarral. A korcikkek koziil mindkét kérben nyole-nyole feketére van festve, nyolc-nyolc pedig
fehérre. (Nem feltétleniil valtakozva jonnek a szinek!) Csak ugy helyezhetjiik a két kort egymaésra,
hogy az egyes korcikkek fedjék egymaést. (Két korcikk vagy teljesen fedi egymadst, vagy nincs
kozos teriiletil résziik.) Bizonyitsuk be, hogy egymadsra helyezhetk tgy, hogy legalabb nyolc-
nyolc egymést fed6 korcikknek azonos legyen a szine. (Ki miben tudés? 1984)

19.2. (M) * [11] Egy 3n + 1 tagt tarsasidg barmely két tagja vagy teniszezni, vagy sakkozni,
vagy pingpongozni szokott egymassal. Mindegyikiiknek n tenisz-, n sakk- és n pingpongpartnere
van. Bizonyitsuk be, hogy van a tarsasagban harom olyan ember, akik egymaés kozott mind a
harom jatékot jatsszak. (Kirschdk J. verseny, 1987)

19.3. (M) [6] Legfeljebb hany valds szambél allhat az a sorozat, amelynek barmely hét egymas
utani tagjat osszeadva pozitiv szamot, barmely 11 egymas utani tagjat dsszeadva negativ szamot
kapunk? (IMO 1977/2)
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20. FEJEZET
Vegyes feladatok

20.1. (M) Legyen G egy 2-atméréjii graf, és tekintsiik a beléle a Mycielski-konstrukcidval
kapott grafot (1. az GR.IL.1.11. feladat megoldasat). Lehet-e a kapott graf dtmérdje nagyobb
2-nél?

20.2. (M) [10] Harom fivér egy napon latogatott me egy beteget. Ugyanazon a napon minde-
gyiknek a felesége is jart ott. Egyikiik sem volt ott aznap tobbszdér. Mindharom fivér taldlkozott
a betegagynal mindkét sdégorndjével. Bizonyitandé, hogy valamelyikiik a feleségével is talalkotott
ott. (Kiirschak-verseny, 1959.)

20.3. (M) Egy 1999 tagu tarsasigban mindenki a tarsasig k masik tagjaval szimpatizal. Milyen
k esetén lehetiink biztosak abban, hogy van két ember, akinek azonosak az érzelmei egymas irant,
vagyis vagy mindketten szimpatizalnak egymaéssal, vagy egyikiik sem szimpatizal a masikkal?
(Arany Déniel-verseny/H)

20.4. (M) Igaz-e, hogy ha adott az egyenesen 26 intervallum, akkor vagy kivalaszthaté koziilitk
hat olyan, amelyeknek kozos pontja van, vagy kivalaszthaté hat olyan, amelyek koziil semelyik
kettének nincs kozos pontja? (Székefalvi-Nagy Gyula Matematikai Emlékverseny, 1987, donté.)

20.5. (M) Fel akarjuk bontani a pozitiv egész szdmok halmazat olyan, paronként diszjunkt
szamparokra, hogy minden pozitiv n egészhez pontosan egy kivilasztott {u,v} szdmpér legyen,
amelyben a szdmok kiilénbségének abszolutértéke pontosan n. Lehetséges-e ez?

Es mi a helyzet, ha az Gsszes egész szam halmazét akarjuk ilyen szdmpérokra bontani?

20.6. (M) Egy sakktablan , gyenge kirdlyok” allnak. A gyenge kirdly csak a vizszintesen és
fliggblegesen szomszédos mezdre léphet, ha azon nem &all babu. Egy adott pillanatban minden
babu visszatért a helyére, miutan a tdbla minden mezejét bejarta. Biazonyitsuk be, hogy volt
olyan pillanat, amikor egyetlen babu sem &llt a helyén.

20.7. (M) Van-e olyan tizjegy(i szdm, amelynek els6 jegye megmutatja, hogy a szdmban hénys-
zor szerepel a 0 szamjegy, masodik jegye megmutatja, hogy hanyszor szerepel az 1 szamjegy, és
igy tovabb, a tizedik jegye azt mutatja meg, hogy hanyszor szerepel a szamban a 9 szamjegy ?

20.8. (M) Altalanositsuk és oldjuk meg 20.7. feladatot n alapi szamrendszerre!

20.9. (M) Bizonyitsuk be, hogy egy szdz csicsti konvex poliéder élei megszdamozhatdk a 1 és
—1 szamokkal gy, hogy minden csiicsra teljesiil, hogy az oda befuté élekre irt szdmok szorzata
—1.

20.10. Adott két kupac kavics, az egyikben 4, a masikban 10 k6. Ketten a kovetkez6 jatékot
jatsszak: felvaltva lépnek; a soron kovetkezo jatékos minden olyan kupacot kettéoszt, amelyben
legalabb két kavics van; az nyer, aki eléri, hogy mindegyik kupacban egy kavics legyen. Kinek
van nyerd stratégiaja?

20.11. [13] Hanoi tornyai. Van harom rad és n kilénboz6é nagysigi korong az elsé ridon
nagysag szerint sorba rakva. A legnagyobb van legalul. At kell pakolni a korongokat egy masik
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20 fejezet. Vegyes feladatok

rudra ugyanilyen sorrendben 1ugy, hogy nagyobb korongot kézben sem szabad soha kisebbre
tenni. Hany 1épésben lehet ezt megtenni?

20.12. (M) Egy osztalyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van kozos nagyapja.
(Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiik 14 olyan tanul, akiknek
kozos nagyapja van! (Arany Déaniel-verseny, 2004H)

20.13. (MS) Adjunk a 20.12. feladatra megoldast a 9.6. feladat segitségével!

20.14. Egy 8x8-as sakktablara 8 bastyat helyeztiink el tigy, hogy semelyik kett6 nem titi egymast.
Bizonyitsuk be, hogy péaros sok béstya &ll fekete mezén! (Arany Déaniel-verseny, 2004H)

20.15. (M) [13] Olivér és Xénia egy végtelen sakktdblan a kovetkezot jatsszék: O. kezd, és
minden 1épésben egy O-t tesz valamelyik még iires mez6be, utana X. tesz két még iires mezdbe
egy-egy X-et. Meg tudja-e akaddlyozni Olivér Xénidt abban, hogy ezer X-et tegyen egymas
melletti mez6kbe ugyanabban a sorban, vagy ugyanabban az oszlopban?

20.16. (M) [13] Olivér és Xénia most is a 20.15. feladatban ismertetett jatékot jatsszak. Meg
tudja-e akadalyozni Olivér Xéniat abban, hogy végtelen sok X-et tegyen egymas melletti mezokbe
ugyanabban a sorban vagy ugyanabban az oszlopban?

20.17. (MS) * Kutaté munka:
Megadhato-e akarhany altalanos helyzetii pont a sikon tigy, hogy barmely kett6 tavolsaga egész
legyen? (Altaldnos helyzetli pontokon azt értjiik, hogy semelyik harom nincs egy egyenesen.)

20.18. (M) * [6] Dontsiik el, kivalaszthaté-e az egységkoron 1975 pont ugy, hogy koziilitk
barmely kett6 altal meghatérozott hir hossza raciondlis szam legyen. (IMO, 1975.)

20.19. (MS) * Bizonyitsuk be, hogy nem adhaté meg végtelen sok altaldanos helyzetii pont a
sikon gy, hogy barmely kettd tédvolsiga egész legyen. (Altalanos helyzetli pontokon azt értjiik,
hogy semelyik hdrom nincs egy egyenesen.)

20.20. (MS) KiszinezhetSk-e a sik raciondlis racspontjai két szinnel, pirossal és kékkel gy, hogy
minden figgdleges egyenesen csak véges sok piros pont legyen, és minden vizszintes egyenesen
csak véges sok piros pont legyen?

20.21. (MS) Hény egymést nem metsz6 gombbel takarhat6 el egy pontszerii, minden irdnyba
sugarzo fényforras? (KoMal)

20.22. (S) [15] Book 5.

Legyen adott az n csticsi P sokszog, legyenek a cstucsai P;, P, FP,. Legyen tovabba adva
P belsejében m pont, QQ1, @2, Q. Ennek az alakzatnak egy haromszogelése azt jelenti,
hogy P; és (); pontokat illetve két ); pontot Osszekdtd szakaszokat hiizunk be, tgy, hogy e
szakaszok ne messék egymast, az alakzatot csupa haromszogre bontsak és e haromszogek egyike
se tartalmazzon sem a belsejében, sem a hatdrdn tovabbi P; vagy @); pontot. Lasd az 1. abrat.

Mutassuk meg, hogy minden ilyen haromszogelésben ugyanannyi lesz a haromszogek szama
és fejezziik ki n és m segitségével a szamukat.

20.23. (M) ** [12] a) Bizonyitsuk be, hogy >(—1)!(})i* = 0, ha k < n, ahol az Osszegzés
i =0,1,---n-re torténik.
b) Mennyi az 6sszeg értéke k = n-re?
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20 fejezet. Vegyes feladatok

20.22.1. abra.
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20 fejezet. Vegyes feladatok
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Segitség, utmutatas

1. A graf fogalma

1.7. Most az adott telefonon folyt beszélgetések szamat kell figyelniink.

1.9. El6szor figyeljiik meg, mi a kiillonbség e kozott a feladat kozott és a kozott a mar bizonyitott
allitas kozott, hogy egy tarsasdgban mindig van két ember, aki ugyanannyi méasikkal fogott kezet.

1.1. Négy. Ilyen példaul egy ,négyszog’-graf, azaz az a graf, amelynek csiicsal egy négyszog

csucsai, élei a négyszog oldalai.

2. Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia
2.2. Nem.

2.11. n(n—1)/2.

2.4. A tizpontu teljes grafnak 45 éle van.

2.5. Azokra az n-ekre, amelyekre n(n—1)/2 paratlan. Tehdt azokra, amelyekre n néggyel osztva
2 vagy 3 maradékot ad.

2.2. Erdemes a graf helyett a komplementerét vizsgalni.
2.4. A gréafnak nincs éle (iires graf).
2.8. Egyetlen esetben: ha a részgraf azonos a graffal.

2.9. L teljes graf.

3. Osszefiiggések a fokszam és az élszam kozott

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

4. Paros grafok

4.5. a) paros graf, b) és ¢) nem.
d) Paros graf: a ,3-haz-3-kat” grafrél, vagyis a K33 grafrél van szé. Lasd a 2.3. feladatot.

4.6. Igen, ugyanazzal az ,osztalyozassal”.
4.13. Mit arul el a legmagasabb foku pont a csiicsok eloszlasarol?

4.3. a) L. az 1. abrat.

b) Minden paros n-re van, a két osztdlyban egyardant n/2 pont lesz és ha egyt6l n/2-ig megsza-
mozzuk mindkét osztaly pontjait, akkor az els6 osztdly i-edik pontjat a masodik osztalybdl az
i,i+1---i4+k—1 szadmi pontokkal kotjitk Ossze, a szdmozast mod n/2 értve.
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Segitség, atmutatas 5. Utak, 0sszefiiggd grdfok

4.3S.1. abra.

5. Utak, oOsszefiiggd grafok

5.6. a), b) és c¢) a definiciébdl kovetkezik. d) nem igaz. e) csak ,majdnem” igaz: ha példaul
mindkét pont egy-egy egy pontbdl all6 komponens, akkor e) feltétele e két pontra nem teljestl.
Ha a grafban nincs izolalt pont, akkor e) mér igaz.

5.8. Igen. Ha van ilyen pont, akkor barmely pontbdél barmely pontba vezet séta, tudniillik ezen
a ponton keresztiil. De akkor az 5.2. feladat szerint barmely két pont kozott vezet 1t is.

5.10. a)-ra j6 példa két diszjunkt hadromszog, b)-re egy négypontt teljes graf és egy ettdl pont-
fiiggetlen él, c)-re egy Gtpontu teljes graf minusz egy él és egy izoldlt pont. 10 élii ugyanez, csak
az Otpontil komponensben minden él be van hiizva. 11 él{ viszont nincs. Lasd az 1. abrat.

5.10S.1. 4bra.

5.11. Agz allitds megforditasa: ha egy graf csicsait barhogyan bontjuk két nemiires részhal-
magzra, mindig van a két halmaz csicsait 6sszekoté él, akkor a graf osszefiiggd.
Mind a feladat allitdsa, mind ez a megforditasa igaz.

5.12. a 3.5. feladat eredménye alkalmazhaté kiilon-kiilon minden komponensre.

6. Elvago pontok, hidélek

6.4. Az elsének két elvagd pontja van, a masodiknak nincs elvagd pontja, a harmadiknak négy
elvagd pontja van, a negyediknek nincs elvagd pontja.

6.5. Csak a harmadik grafnak van hidéle.

6.8. A hidél elhagyaséaval pontosan két komponens keletkezik. (Ezt haszndltuk mér a 6.1. feladat
megoldasanal is.)

Elvagé pont elhagyasaval akarhany komponens keletkezhet, mert akarhany osszefligg6 grafot
»osszeragaszthatunk” egy pontjanal.

6.9. Ha a hidél egyik végpontja elséfokt, akkor az a végpont nem elvagd pont.
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7. Fdk, erddk, favdzak Segitség, utmutatas

6.10. Tegyiik fel, hogy zy él hidél és v(z) > 2 (x nem elséfoki), legyen tovabba x egy y-t6l
kiilonb6z6 szomszédja z. xy hidél, tehat = és y kozott ezen az élen kiviil nem vezet més at a
grafban. Masrészt z-bdl nem vezethet z-et megkeriil6 Ut y-ba, mert akkor ez elé x-et odatéve
x-bol is vezetne az zy éltol kiilonbo6zo at y-ba. Tehat a G — x részgrafban z és y kiilonb6z6
komponensben van, igy x elvagd pont.

6.11. Nem. A 6.4. feladat grafjai kozott taldlhatunk ellenpéldat.

6.4. A kérdés atalakithaté igy: Lehetséges-e, hogy egy Osszefliggd graf minden korének minden
pontja elvigd pont?

A vélasz: igen. Barmelyik ,napsugar” graf ilyen, azaz vesziink egy kort és minden pontjabol
indul egy-egy él egy-egy els6fokti ponthoz. Példaul a ,Luca széke” graf, amit a 2.3. feladat
megoldasandl az dbra bal oldaldn lathatunk.

6.3. Igen. Barmely pontjat elhagyva marad egy ut, amely az 6sszes tobbi pontot tartalmazza.

7. Fak, erdok, favazak

7.8. Igen. Lasd az 5.5. feladatot.

7.4. Melyiknek van Hamilton-kére az dbréan szereplé harom graf koziil?

7.10. Az éllitas a 7.1. feladat d) részébél egyszertien kovetkezik.

7.11. Keressiink olyan feladatot, amelynek allitasabdl ez a feladat azonnal kévetkezik.

7.4. Ha egy fa két utjanak van két koz6s pontja, = és y, akkor mindkét Ut tartalmazza a koztiik
futé egyetlen utat.

7.5. A graf kérmentes. Ha ugyanis a grafban van egy kor, akkor vegyilk a kor egy e = xy élét.
A korben két at fut x és y kozott, az egyik az e élbél all, a mésik viszont nem tartalmazza e-t.
Tehét a két itnak két kozos pontja van, mégsem Ut a kdzos résziik.

7.1. G-nek pontosan akkor van az e élt nem tartalmazo6 favaza, ha G — e Gsszefliggl, azaz ha e
nem hidél.

8. Utak, tavolsag, atméro.

8.4. Szamoljuk meg kiilon azokat, amelyek az 6tpontt osztalyban kezdédnek és végzddnek, és
kiilon azokat, amelyek a hatponti osztalyban kezdédnek és végzddnek.

8.5. Szamoljuk meg kilon azokat, amelyek az egyik osztdlyban kezdddnek és végzodnek, és
kiilon azokat, amelyek a masik osztalyban kezdédnek és végzodnek.

8.6. Minthogy tiz fil van és a lanyok és fiuk felvaltva tlnek, legfeljebb huszan iiltethetdk az
asztal koré. Ennyi nyilvan le is tiltetheto.

8.7. Egy kor két szomszédos pontja nem lehet azonos osztalybol.

8.8. Rajzoljunk két pontdiszjunkt utat és bizonyitsuk be, hogy ha a graf 6sszefiiggs, akkor van
olyan ut, amely hosszabb e két 0t hosszanak szamtani kdzepénél.

8.9. Tekintsiik a graf egy komponensét és a maradd pontokat.
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Segitség, atmutatas 9. Fiiggetlen pontok és élek

8.2. Ha a P ut két pontja kozott volna révidebb ut, akkor P-nek e két pont kozotti részét
kicserélhetjik erre a révidebb tutra, s igy P két végpontja kozott kapunk egy rovidebb sétat.
S ebbdl a sétabol mar tudunk egy (esetleg még rovidebb, de semmiképp sem hosszabb) utat
csinalni P két végpontja kozott, ami viszont ellentmond annak, hogy P a legrovidebb ut a két
végpontja kozott.

8.7. Egy négyponti kor és egy 6tpontd kor atmérdje egyarant 2.
8.8. Egy 2k pontu kér atmérdje k és ugyanennyi egy 2k + 1 hosszi koré is.
8.9. A szabdlyos tetraéderé 1, az oktaéderé 2, a kockaé és az ikozaéderé 3, a dodekaéderé

8.10. a) Elég egy pontra ellenérizni, hogy minden més pontot elériink beléle legfeljebb két élen.
Az atméré tehat 2.

b) Elég egy pontra ellenérizni, hogy két élen nem ériink el minden ponthoz (két pont kimarad),
viszont hirom élen mar minden pontot elériink. Az atmérd tehat 3.

8.11. A teljes paros grafok atmér6je 2, minden méas péaros grafban van két kiilonb6z6 osztalyba
tartoz6 pont, amelyek nincsenek 0sszekotve, s ezek tavolsaga legaldbb 3.

8.12. Mekkora egy teljes paros graf atmérdje?
8.1. A szomszédja minden ponttal 6ssze van kotve.

8.2. Ha minden pont foka legaldbb kettd, akkor legalabb n éle van. Ha viszont van els6foku
pontja, akkor annak szomszédja minden ponttal 6ssze van kotve, tehat legalabb n — 1 éle van.
Az n pontu csillag mutatja, hogy ez lehetséges is. Tehat a vdlasz: n — 1.

8.3. 2.

9. Fiiggetlen pontok és élek
9.5. Egy 2k 4+ 1 pont kor barmely pontjat elhagyva is van még k fiiggetlen él.

9.6. Vegyiink fel egy élt és nézziik meg, hol futhat a tébbi él.
A maximum: n = 3-ra harom, kiilénben n — 1.

9.7. Vegyiink egy maximalis fiiggetlen élrendszert és vizsgaljuk meg, hogy egy fiiggetlen él két
végpontjabol hany él indulhat ki.

9.9. A 9.9. feladat megolddsaban csak azzal az esettel kell alaposabban foglalkoznunk, amikor
a két fliggetlen él végpontjai kozott 6t vagy hat él fut, kiilonben legfeljebb 2n — 4 él van.

9.9. Egy 2-regularis graf pontdiszjunkt korokbol all. Egy korben pontosan akkor van teljes
parositas, ha paros.

9.2. Kovetkezik a 9.1. feladatbdl.

9.5. a)n— 1.
b) 4. Lasd a 9.4. feladatot.
c) 3.
d) n+1.

94



10. Vegyes grafelméleti feladatok Segitség, utmutatas

9.8. a) Egy haromszog mér ellenpélda k& = 1 esetben. Ebb6l minden esetre tudunk ellenpéldét
mutatni a)-ra is, b)-re is.
¢) Vegyiink egy maximélis fiiggetlen élrendszert.

10. Vegyes grafelméleti feladatok

10.3. Alkalmazzuk el6szor a szamtani és négyzetes kozép kozotti egyenlStlenséget, majd azt az
Euler-tételt, hogy a fokszamok Osszege egyenl6 az élszam kétszeresével.

10.1. Ha van zart Euler-séta, akkor minden pontba pontosan annyiszor megyiink be, ahanyszor
kijoviink beldle, tehat minden pontbdl paros sok él indul.

Az ellenkez6 irdnyhoz vegyiink egy leheté leghosszabb ,,j6” sétat (tehat olyan zart sétat,
amelyben egyetlen él sem szerepel kétszer). Errél bizonyitsuk be, hogy nem marad ki bel6le él.

10.2. a): 7.
b): 11.

11. Vegyiik a legnagyobbat, a legszéls6t! Bevezeto feladatok

11.1. Nyilvan feltehetd, hogy a szdmok nem negativak, sét, azt is feltehetjik, hogy az egyik
cstucson a nulla all.

11.2. Proébalkozzunk a 11.1. feladat megoldasaiban bevalt 6tlettel! Melyik alkalmazhaté itt is?

11.3. Melyik csiicsb6l érdemes most elindulni? Amelyiken (= az egyik olyanbdl, amelyiken) a
legnagyobb szam &ll, vagy amelyiken a legkisebb?

11.4. A 11.1. feladat 11.1M2. megoldédsat érdemes vizsgalni.

11.5. Gondoljuk meg, mit jelent grafokra a 11.4. feladat megoldasdban megfogalmazott feltétel!
11.6. Gondoljunk a 11.3. feladatra.

11.8. Gondoljunk a végtelen szdmtani sorozatokra, s koziiliik is a legegyszeriibbre!

11.9. A cstcsokra irt szamoknak melyik tulajdonsaga az, amit véges grafoknal tudtunk hasznal-
ni, végtelen grafoknal nem?

11.1. Minél t6bb éli egy lap, anndl t6bb szomszédos lapja van.

11.2. Allitsuk nagysag szerint sorba a szdmokat!

11.6. Vegyiik a(z egyik) legnagyobb teriileti haromszoget.

11.7. Vegyiik a halmaz egy AB atmérGjét.

11.1. Tudunk mondani egy idépontot, amikor mindenki ott volt?
11.2. Az el6z6 — 11.1. — feladat gondolatmenetét alkalmazzuk most is!
11.4. Melyik korabbi feladat atfogalmazasardél van sz6?

11.1. Figyeljiink arra, hogy egy tanulé hany tanulét ismer egy masik iskolabdl.
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Segitség, atmutatas 12. Vegyiik a legnagyobbat, a legszélsét! Grdfelmélet

11.2. Gondolatban prébaljunk meg egy tetszoleges abc szamot letorléssel kiolvasni. Honnan
fogjuk az a-t kivalasztani.

12. Vegyiik a legnagyobbat, a legszéls6t! Grafelmélet

12.1. A feladat szovege sugallja, hogy melyik versenyzot érdemes nézni.
12.1. Hogyan keresnénk ,,mohé algoritmussal” kort?

12.3. Kovetkezik a 12.2. feladat allitasabol.

12.4. A 12.3. feladathoz hasonléan lathaté be a 12.2. feladatbdl.

12.6. Alkalmazzuk a 12.1. feladat megoldasat!

12.2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf teljesiti a feladat fokszamfeltételét és van Hamilton-1itja,
akkor van Hamilton-koére is.

12.4. Hasznéljuk a 12.2. feladat megoldasanak gondolatmenetét.

12.1. Ha nem volna harom ilyen csapat, akkor barmely csapatra igaz volna, hogy azok a csap-
atok, amelyekkel ¢ jatszott, nem jatszottak egymassal. Igaz volna ez arra a csapatra is, amelyik
a legtobbszor jatszott.

12.2. Ezafeladat a 12.1. feladat altalanositasa. Hasznaljuk az ottani megoldéds gondolatmenetét.

12.3. A bizonyitds hasonl6 a 12.2. feladat bizonyitasahoz.
12.1.
1. segitség, itmutatas. Elég minden szinbdl egy élt venni.

2. segitség, atmutatas. ,Ha n betit latunk, milyen bizonyitisi modszerrel érdemes kisér-
letezniink ?”

12.2. A 8.8. feladat alapjan visszavezethetjiik a feladatot a 11.1. feladatra.

13. Vegyiik a legnagyobbat, a legszélsot!

13.5. Vegyiik észre, hogy az egyenlet homogén (minden tag harmadfokd az ismeretlenekben),
ezért az ismeretlenek kozos nevezdjének kobével végigszorozhatunk, s igy egy diofantikus egyen-
lethez jutunk, ahol mar alkalmazhaték oszthatésagi meggondolasok.

13.6. Az ottani megoldés szinte valtoztatas nélkiil 4tvihetd erre az altaldnos esetre is.
13.1. Vegyiik a sokszog konvex burkat.

13.2. Miért nem jo két legkozelebbi cstcsot Osszekotd atlo?
Miért nem feltétleniil j6 egy konvex cstcs két szomszédjat osszekotd atlé? Hogyan javithatd
mégis ez az Otlet ?

13.4. Rajzoljuk fel a P pontot, az AB oldal egyenesét és tegyiik fel, hogy P merdleges vetiilete az
AB oldal B-n tuli meghosszabbitasara esik. Mit mondhatunk ekkor a BC' félegyenes pontjairdl,
ahol C a kovetkez6 csticsot jeloli?
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14. Tetszblegesen sok és végtelen sok Segitség, utmutatas

13.8. Gondoljunk a 13.4. feladat megoldédsara.

13.10. Zart ponthalmazrdl van szd, ezért van atmérdje, azaz olyan P(Q) szakasz, amelynek két
végpontja a ponthalmazhoz tartozik, és a ponthalmaz semely két pontja nem hataroz meg hossz-
abb szakaszt.

13.11. A négyzetlapok szdméra vonatkozd teljes indukciéval bizonyithatunk. A kezdd 1épés
trivialis.

Ezutan az indukciés 1épéshez keressiink olyan négyzetet, amelyrdl garantilni tudjuk, hogy
csak két mésik négyzettel van kozos pontja. Ezt elhagyva megy az indukci6.

13.13. Véges sok kor k6zott van legnagyobb. Mit segit ez?

13.14. Tegyiik fel, hogy talaltunk egy P, P;... P, szabdlyos racs-n-szoget. Probaljunk ebbél
egy kisebb szabalyos racs-n-szoget eldallitani.

13.15. Vegyiik a ponthalmaz egy tamaszegyenesét.

14. TetszoOlegesen sok és végtelen sok

14.4. A megoldasban csak a kiilonboz6 tagokbdl all6 (tehdt nem nulla differencidji), pozitiv
szamokbol 4ll6 szadmtani sorozatokra szoritkozunk.

Ha egy szamtani sorozat kettovel kezdddik, akkor a kovetkezd két eleme koziil legaldbb az
egyik paros és nagyobb kettonél, tehat nem prim.

Ha egy szamtani sorozat harommal kezd6édik, akkor a negyedik tagja biztosan oszthaté harom-
mal (MIERT ?) és nagyobb haromnadl, tehat nem prim.

Ha egy szamtani sorozat ottel kezdédik, akkor hanyadik tagja lesz biztosan oszthaté 6ttel (és
nagyobb 6tnél)?

Ha egy szamtani sorozat p-vel kezdédik, akkor hanyadik tagja lesz biztosan oszthat6 p-vel (és
nagyobb p-nél)?

14.5. Nyilvan elég tetszoleges pozitiv egész n-re mutatni n egymas utani pozitiv egész szamot,
amelyek mindegyike Gsszetett szam.

14.6. Probaljuk meg a 14.5. feladat megoldasanak gondolatmenetét alkalmazni: keressiink olyan
x pozitiv egész szamot és n darab olyan (egynél nagyobb) szamot, amelyre = + i oszthat6 az
i-edik szam négyzetével.

14.7. Prébaljuk meg a 14.6. feladat megoldasanak gondolatmenetét alkalmazni: most azt kell
elérniink, hogy = + ¢ az i-edik primszammal oszthato legyen, de négyzetével ne legyen oszthaté.

14.8. Ha egy szdm sok ,kis” primszadm szorzata, mit mondhatunk az eggyel nagyobb szam
primosztoirdl és osztéinak szamardl?

14.9. Mit tudunk mondani d(n — 1)-r6l, ha n-et gy vélasztjuk, ahogyan az el6z feladat
megoldasaban valasztottuk?

14.1. Hasznéalhatunk-e hasonl6é gondolatot, mint a 14.1. feladat megoldasdban?

14.3. A feladat latszatra ugyantugy a 14.3. analogonja, ahogy az elézé — 14.1. — feladat a 14.1.
feladat analogonja, s ennek megfeleléen azt varjuk, hogy erre a kérdésre is igenl6 a valasz. Lehet,
hogy az analdgia itt csaldka?
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Segitség, atmutatas 15. Kombinatorikus geometria

14.4. Hogyan lehetne erre a feladatra atvinni a 14.1. feladat megoldasanak gondolatmenetét?

14.5. Proébaljunk olyan végtelen egyszerii grafot rajzolni, amiben minden pont foka kettd és
Osszefiiggd!

14.6. Probaljunk ellenpéldat rajzolni! Ki tudjuk-e haszndlni, hogy végtelen sok pontja van a
grafnak?

14.7. Ttt latszdlag kihaszndlhatnank, hogy ha minden kér hossza paros, akkor a graf minden
véges részgrafja két szinnel jol szinezheto, és elkezdhetnénk ennek alapjan szinezni a pontokat.
Csakhogy elképzelhetd, hogy ennek soran egy pont szinét dllanddéan valtogatnunk kell, s akkor
bajban vagyunk, hogy mi is legyen e pont szine. Nézziik inkabb végig a véges grafokra szolo
bizonyitdst, nem akad-e el valahol?

14.9. (i)-hez azt kell belétni, hogy az ,z és y pont nincs Gsszekotve éllel” relacié ekvivalencia-
reldcié és az ekvivalenciaosztalyok szama legfeljebb harom. Fogalmazzuk meg pontosan, hogy
mit jelent ez a relacié.

Miésrészt az (i) allitds biztositja, hogy ha egy végtelen graf ,kritikus”, akkor hdrom szinnel
jOlszinezhetd. Igaz-e, hogy minden olyan graf, amelynek minden véges részgrafja hdrom szinnel
jOlszinezhetd, kiegészithetd , kritikus” graffa?

14.10. Az A) feladat megoldasahoz hasznéljuk a végtelen skatyulaelvet.

B) feladat: Konyen el6fordulhat, hogy A) eljarasaval bdrmely ponthoz hozzarendelhet6é ugyanaz
a szin. Mutassunk erre példat.

C) feladat: Ha egy elem végtelen sok halmazban nem szerepel, akkor ezt a végtelen sok halmazt
kivalasztva az uni6 kisebb lesz az Gsszes halmaz unidjanal. Tehat arra kell térekedniink, hogy
minden elem csak véges sok halmazban NE szerepeljen.

D) feladat: Valasszuk G,,-nek az els6 n cstcs altal feszitett részgrafot és ezekre alkalmazzuk A)
allitast, majd haszndljuk C)-t, és ismételjiik ezt az eljarast a masodik, a harmadik stb. pontra.

14.1. Proébaljunk meg az el6z6 feladat megoldasaban hasznalt gondolatmenethez hasonlét talal-
ni.

14.2. A ,b0Oség zavara” a nehézség!
14.3. Mi a kiilonbség e kozott a feladat kozott és az GR.I1.1.1. feladat kozott?

14.4. Elso6 1épésként gondoljuk meg,

a) milyen nehézségbe iitkoziink, ha azt mondjuk: minden n-re az elsé n pontot gy szinezziik,
ahogy azt az altaluk feszitett részgraf jolszinezése diktélja;

b) milyen j6lszinezésekre van sziikségiink ahhoz, hogy ez a nehézség ne lépjen fel?

14.5. Alkalmazhaté-e az el6z6 (=14.4.) feladat bizonyitdsanak gondolatmenete vagy a 14.9.
feladat megoldasanak gondolatmenete altalaban?

15. Kombinatorikus geometria

15.5. Ha tugyesen valasztjuk el egy egyenessel a pontokat, akkor mindkét oldalan alkalmazni
tudjuk a 13.15. feladat megoldasat!

15.1. Erdemes meggondolni, mi kize a feladatnak a 11.4. feladathoz.
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16. Az egyszeri skatulyaelv Segitség, utmutatas

15.3. Jeloljiink ki egy-egy pontot minden harom halmaz metszetébdl és alkalmazzuk rajuk a
konvex halmazoknak azt a tulajdonsdgat (ami definidlé tulajdonsidguknak is vehetd), hogy ha
egy konvex alakzat tartalmazza az A és a B pontot, akkor tartalmazza az egész AB szakaszt.
Ebbél kovetkezik az is, hogy ha egy konvex alakzat tartalmazza az A, B és C pontot, akkor
tartalmazza az egész ABC haromszoget is.

15.4. Teljes indukciét hasznalhatunk, mert a 15.3. feladatbdl négy halmazra mar tudjuk az
allitast. A ,csel” az, hogy a 15.3. feladatot még egyszer alkalmazhatjuk. De hogyan?

15.9. Ha egy 1/2 oldali négyzet teljesen az egységkorben van, és két pontja a kor keriiletén
van, akkor ez a két pont mi lehet?

16. Az egyszerii skatulyaelv

16.2. Hasznaljuk a skatulyaelvet és a kettes szamrendszert.

16.4. Tekintsiik a mezéket hatarold egyeneseket, s nézzik, ezek koziil hanyat metszhet egy ilyen
egyenes.

16.5. Vizsgidljunk harom egymas utani szamot.

16.7. Rendeljiink iigyesen a ,nagy” szamokhoz ,kisebbeket” tigy, hogy egy-egy ,,nagy” szam és
a parja kettéhatvany legyen, és a kimaradé ,kis” szdmokra alkalmazhassunk teljes indukeidt!

16.8. Eldszor bizonyitsuk be, hogy van olyan a szam, amely tobb, mint 5% olyan szelvényen van
bejelolve.

16.1. A sorozat minden tagjahoz rendeljiik hozza a beldle indulé leghosszabb szigoriian mono-
tonan novekvd sorozat hosszat.

16.2. Az eléz6 (=16.1.) feladat megolddsabdl pontosan ez jon ki. Azok a tagok, amelyekhez
ugyanazt a szamot rendeltiik (tehét amelyekbdl ugyanolyan hosszi szigorian monotonan névekvé
sorozat indul), egy-egy monoton csokkend sorozatot alkotnak.

17. A skatulyaelv a kombinatorikus geometriaban

17.1. Proébaljuk a skatulyaelvet hasznalni. Ehhez {igyesen kell négy részre osztani a négyzetet.
17.2. Mit tudunk mondani, ha egy kort hét sugarral hét részre osztunk?

17.3. Ha a négyzetet sikeriil felbontanunk 25 darab olyan kisebb négyzetre, amelyek atldja
kisebb kettonél, akkor kész vagyunk.

17.4. Proébaljuk meg felbontani a haromszoget 12 egybevagd haromszogre, amelyek mindegyike
lefedhetd egy 1/v/3 4tmérdjii korlappal.
Vagy egészitsiik ki a hadromszoget egy téglalappa és azt fedjiik le 15 kisebb téglalappal.

17.2. A 17.1. feladatban lattuk, hogy ha egy alakzat atmérdje kisebb egynél, akkor a harom-
sz0g harom csucsa koziil legfeljebb egyet fedhet le. A hiromszog lefedéséhez tehat legaldbb
harom kisebb atmérojii alakzat kell. Ugyanott lattuk azt is, hogy hdrom kisebb atmérdji alakzat
(hdromszog) elég is a lefedéshez.

17.4. A korlemez keriiletét érdemes vizsgdlni.
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Segitség, atmutatas 18. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

17.5.
1. segitség, itmutatas. Gondoljunk a 17.2. feladat megoldasara.

2. segitség, utmutatas. Bizonyitsuk be, hogy hat korlappal nem lehet lefedni. Masrészt hét
korlap elég: vegyiink egy, a korbe irhaté szabdalyos hatszoget, és azt a hat kort, amelynek dtmérdje
e hatszog egy-egy oldala. A hetedik korlap kozéppontja legyen a kor kozéppontja (sugara pedig
az eredeti kor sugardanak a fele). Bizonyitsuk be, hogy ezek egyiitt lefedik a teljes kort.

17.1. Tekintsiik az adott pontok konvex burkat.
17.2. Tekintsiik az adott pontok konvex burkat.
17.3. Tekintsiik az adott pontok konvex burkat.
17.5. Ha a négy pont koziil semelyik harom nincs egy egyenesen, alkalmazhaté a 17.1. feladat.
17.6. Ha a négy pont koziil semelyik harom nincs egy egyenesen, alkalmazhaté a 17.2. feladat.

17.7. Barhogy valasztunk ki négyet az 6t pont koziil, ezek meghataroznak egy nem-hegyesszogii
hiromszoget. Hany kiilonb6z6 haromszoget kaphatunk igy ?

17.8. Alkalmazzuk a 17.7. feladat allitasat és megolddsanak gondolatmenetét!
17.9. A 17.8. feladat megoldasanak gondolatmenete most is alkalmazhaté.
17.10. A 17.9. feladat megoldasdnak gondolatmenete most is alkalmazhaté.
17.11. Hasznaljuk a 17.1. feladatot.

17.13. A megoldas pontosan gy megy most is, mint a 17.12. feladatban.

17.3. Ha csak kétféle tavolsag van, akkor az egyik legalabb haromszor 1ép fel. Tekinthetjik azt
a grafot, amelynek élei az ilyen hosszisagu szakaszok.

17.4. A négy 1/2 sugart kor tertiletének Osszege pontosan kiadja a kor teriiletét. Tehat a nagy
koérlemez minden bels6é pontjat tartalmaznia kell valamelyik kis kornek. Ez azt is jelenti, hogy
barmelyik kis kornek érintkeznie kell egy masik kis korrel. De akkor a kozos érintének az érintéhoz
kozeli pontjat nem tudjuk 1/2 sugart korrel lefedni gy, hogy az ne messe valamelyik érintett
kis kort.

18. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

18.2. Most a hiarom koordindta utolsé szamjegyeire Osszesen ezer lehet6ség van.

18.6. A péaros szamok kozott nincs kett6, amely relativ prim egymaéshoz. Ez n szdm. Ha viszont
legaldbb n + 1 szdm van kivalasztva, akkor van kozottiik kettd, amelyik szomszédos.

18.7. Vegyiik észre, hogy a (2,3,4,6) szamok kozil akdrhogyan véalasztunk ki harmat, valamelyik
kettének van egynél nagyobb kozos osztdja. Hogyan altalanosithato ez?

18.8. A 18.7 feladatban hasznalt konstrukcié most azt adja, hogy 4n szamot ki tudunk valasz-
tani Ugy, hogy barmely harom kozott legyen kettd, amelyek egymaéashoz nem relativ primek.
Annak bizonyitasdhoz, hogy 4n + 1 szadmot mar nem lehet kivalasztani, hasznaljunk teljes in-
dukciét.
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18. Skatulyaelv a kombinatorikus szdmelméletben Segitség, utmutatas

18.11. Vegyiik a szamok ,paratlan részét”, ezek kozott van két azonos.
18.12. A feladat mindkét allitasanak bizonyitasahoz érdemes a 18.11. feladatra emlékezni.
18.13. Hasznaljuk a 18.11. feladatot.

18.14. Egy szam akkor négyzetszam, ha a primfelbontdsdban minden kitev6 paros. Ezért elég
a szamok primfelbontasdban a kitevOok paritasat vizsgalni.

18.16. Feltehet6, hogy a 3n szerepel a kivalasztott szdmok kozott (MIERT 7). Nézziik meg,
melyik szamokat zarja ez ki és allitsuk j6 parokba a tébbi szamot.

18.17. Hasznéljuk a fejezet elején kimondott ,,szémelméleti skatulyaelvet”!

18.18. A feladat allitasa helyett elég azt bizonyitani, hogy ha adva van kilenc — nem feltétlentl
kiilonb6z6 — olyan szampar, amelynek mindkét koordinataja 0, 1 vagy -1, akkor van koztiik
hirom, amelyek els6 koordindtainak Osszege is, mésodik koordinatdinak Osszege is oszthatd
harommal.

18.19. Bizonyitsuk be, hogy két, formalisan ki{ilonb6zé szam értéke nem lehet azonos. Majd,
szamoljuk Ossze, hany darab 2n-jegyli szam van és mekkora a legkisebb és a legnagyobb szam,
amit 2n-jegyl szammal felirhatunk.

18.20. Alkossunk egy tijabb sorozatot azokbdl a szamokbdl, amelyek a masodik sorozat elemeit
n-re egészitik ki. Erre és az els6 sorozatra alkalmazzuk a skatulyaelvet.

18.22. Hasznaljuk az el6z6 feladatot és gondoljuk meg, hiany kiillénboz6é maradékot adnak a
négyzetszamok egy p primszdmmal osztva.

18.24.

1. segitség, utmutatas. Valdjaban azt kell bizonyitani, hogy van olyan egy és n kozotti b
egész szam, amelyre ba a hozzd legkozelebbi egész szamtdl 1/n-nél kevesebbel tér el.

2. segitség, utmutatas. Helyettesitsiink a 16.8. feladatban mind az n — 1 valés szam helyett
a-t és alkalmazzuk az ottani megoldéasat.

18.25. Konnyen lathatd, hogy Dirichlet approximécios tétele (1. a 18.24. feladatot) ad ilyen
tortet. Es miért ad végtelen sokat is?

18.26. Irjuk fel, hogy mit jelent az allités, ha kibontjuk a ||-jelek kozil!

18.27. El6szor osszunk végig a szdmok kozos osztdjaval. Ezutan két eset van: azt az esetet, ha
van a szamok kozott p-vel oszthatd, konnyen elintézhetjiik. Ha viszont ilyen nincs, akkor van két
kiilonb6z6 a; > aj, amelyek p-vel osztva egyforma maradékot adnak. Hasznaljuk azt, hogy az
a;/(a;,a;) hdnyados nevezéje megegyezik (a; — a;, a;)-vel.

18.28. Nem nehéz beldtni, hogy ha legaldbb 12 kiilonb6z6 szdm van (tehdt nem is kell 1997),
akkor legfeljebb kilenc paronként relativ prim szam van kozottiik.

A feladat nehezebb része konstrukciét taldlni arra, hogy kilenc darab, paronként relativ prim
szam legyen is kozottiik. J6 sok primet kell venni és azok szorzataival operdlni.

18.31. A 16.1. feladat megoldasa kis valtoztatdssal most is megy.

101



Segitség, atmutatas 19. Leszamldlds

19. Leszamlalas

19.2. Mit mondhatunk az elsé négy jegybdl alkotott szamrdl?

19.3. Szitaljunk!

19.4. Szitalhatnank is, de konnyebb azokat megszamolni, amelyekben nem fordul el6 1-es.

19.5. Lehet6ségek:

1)Rogzitstik x értékét, és szamoljuk ki, rogzitett x esetén hany megfelel y érték van. Es
Osszegezziik a kapott megoldasszamokat.

2) Szamoljuk ki, hogy az | z | + | y |= k egyenletnek hany egész megolddsa van, és ezeket
Osszegezzik.

3) Rajzoljuk fel a koordinatasikon az egyenlétlenség altal hatarolt tartoményt és szamoljuk
ki, hany racspont esik bele.

A megoldasszam: 1 998 001.

19.9. Lésd a 19.8 feladatot!

19.2. Hasznaljuk a 11.2. gondolatmenetét, vagyis hasznéljuk ki, hogy minden kéttagh Gsszeg
<2n —1.

19.3. Most azt hasznélhatjuk, hogy minden kéttagi kiilonbség is kiilonb6zo.

20. Vegyes feladatok

20.13. Legyenek a nagyapok a graf pontjai!

20.17. Segit-e a 20.18. feladat?

20.19. Ffixaljunk harom pontot és nézziik meg, hol helyezkedhet el a tobbi adott pont.

20.20. Ki tudjuk-e szinezni megfelelen a sik egész racspontjait? Es ha igen, elég-e ez a feladat
megoldasahoz?

20.21. Gondoljunk a tetraéderre!
20.22.

1. segitség, utmutatas. A belsé pontok m szdméra vonatkozé teljes indukciéval kénnyen
belathatd, hogy a haromszogek szama n + 2m — 2, mert minden 1j belsé pont kettével noveli a
sziikséges haromszogek szamat.

2. segitség, itmutatas. A P; és QQ; pontoknal levé szogek Osszeszamolasaval is kijon, hogy a
haromszogek szama n + 2m — 2.
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Megoldasok

1. A graf fogalma

1.1. Ottagu tarsasdgban mindenki legfeljebb négy mérkdzést jatszhatott, hiszen semelyik két
ember nem jatszott kétszer egymassal.

Ha van olyan, aki mar minden mérkézését lejatszotta, akkor mar mindenki jatszott legalabb
egy mérkézést. Tehat mindenki egy, kett6, harom vagy négy mérkozést jatszhatott. Ez négy
lehetbség, de a tarsasag ottagl, tehat vannak ketten, akik ugyanannyi mérkdzést jatszottak.

Ha nincs olyan, aki mar minden mérkozését lejatszotta, akkor mindenki nulla, egy, kettd
vagy harom mérkozést jatszhatott. Ez ismét csak négy lehetdség, tehat vannak ketten, akik
ugyanannyit jatszottak.

Az allitds ugyanigy bizonyithaté akarhany tagiu térsasdgra. Példaul hattagu (tiztagi) tar-
sasdg esetén mindenki nulla, egy, kettd, harom, négy, vagy 6t (nulla, egy, ketts ... vagy kilenc)
mérkozést jatszhatott. Ez hat (tiz) lehet6ség. Azonban ha van olyan tagja a térsasdgnak, aki mar
minden mérkézését lejatszotta, akkor mar mindenki jatszott legalabb egy mérkozést, tehat csak
ot (kilenc) lehet6ség marad. Ha viszont nincs olyan tagja a térsasidgnak, aki minden mérkézését
lejatszotta, akkor megint csak 6t (kilenc) lehetség marad. Mivel a tarsasdg hattagu (tiztagd),
mindkét esetben lesz két ember, aki ugyanannyi mérkozést jatszott.

1.2. Legyen a tarsasag tagjainak a szama n és nézziik, egy ember hdny mérkdzést jatszhatott.
Nyilvanvald, hogy legfeljebb n — 1-et, hiszen mindenkivel legfeljebb egyszer jatszott. Masrészt
elképzelhetd az is, hogy még egyet sem jatszott. Tehdt az &dltala jatszott mérkozések szdma
nullatol n — 1-ig barmely szam lehet.

Nem lehet azonban a tarsasagban egyszerre olyan, aki még egyetlen mérkozést sem jatszott és
olyan, aki mar mindenkivel jatszott. Vagyis nem lehet egyszerre olyan is, aki nulla és olyan, aki
n—1 mérkézést jatszott. Igy két lehetSség van: vagy 1 és n—1 kozott van mindenki mérkézéseinek
a szama, vagy 0 és n — 2 kozott. A tarsasig tagjainak a szama azonban n, tehat a ,skatulyaelv”
szerint van kozottiik kettd, aki ugyanannyi mérkézést jatszott.

1.3. Legyen a tarsasag tagjainak a szdma n és nézzik, egy embernek hiny ismerdse lehet a
tarsasagban. Nyilvanvald, hogy legfeljebb n—1, masrészt elvileg elképzelhetd az is, hogy egyetlen
ismerdse sincs (bar nem vildgos, ebben az esetben hogyan keriil a tarsasdgba). Tehét ismerdsei
szama nullatél n — 1-ig barmely szam lehet.

Nem lehet azonban a tarsasdgban egyszerre olyan, aki senkit sem ismer és olyan, aki mindenkit
ismer. Vagyis nem lehet egyszerre olyan is, akinek nulla és olyan, akinek n — 1 ismerdse van. Igy
két lehetOség van: vagy 1 és n — 1 kozott van mindenki ismeroseinek a szdma, vagy 0 és n — 2
kozott. A tarsasdg tagjainak a szdma azonban n, tehdt a ,skatulyaelv” szerint van kozottik
ketto, akinek ugyanannyi ismerdse van a tarsasagban.

1.4.

1. megoldas. Rendeljiik most hozza a tarsasdg minden tagjdhoz azt a szdmot, ahany tagjat
a tarsasdgnak nem ismeri. A szdmok most is nulla és n — 1 kozott valtozhatnak. Viszont most
sem lehet, hogy van olyan is, akinek nulla szdmu ,nem-ismerdse” van (vagyis mindenkit ismer),
és olyan is, akinek n — 1 szdmu ,nem-ismerdse” van (vagyis senkit sem ismer). Tehat ismét csak
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Megoldasok 1. A grdf fogalma

n — 1 kiilonb6z6 szém koziil keriilhet ki a ,nem-ismer6sok” szama. A tarsasig viszont n tagu,
tehat van két ember, akinek ugyanannyi ,,nem-ismerése” van, vagyis aki ugyanannyi embert nem
ismer a tarsasgabol.

2. megoldas. Az Aallitas egyszerli kdvetkezménye az 1.3. feladatnak. Hiszen ott belattuk, hogy
mindenképp van a tarsasadgban két ember, akinek ugyanannyi az ismerdse, de akkor ezeknek
ugyanannyi a ,nem-ismerose” is.

1.5. Az 1.3. feladatban csak az volt az érdekes, hogy két ember ismeri-e egymést vagy sem,
az 1.2. feladatban csak az az érdekes, hogy két ember jatszott-e egyméssal vagy sem. A megoldas
tehat pontosan ugyanaz lesz, ha az ,,ismerdsok” szama helyett a ,,sakkpartnerek” szamat tekin-
tjik. Ugyanigy az 1.4. feladat els6 megolddsaban csak az volt érdekes, hogy hany ,,nem-ismerdse”
van egy-egy embernek, vagyis itt ezzel helyettesithetd a ,sakkpartnerség”.

1.2. Egy (véges) egyszerii grafban mindig van két azonos fokd pont.

1.2. Egy ilyen grafban minden pont foka egy vagy kett6. Ha minden pont foka kettd, akkor
csak egyetlen ilyen gréfot tudunk rajzolni (egy ,négyszoget”). Ha minden pont foka egy, az azt
jelenti, hogy a graf két kozos pont nélkiili élb6l all. Végiil marad az az eset, ha két pont foka
egy, kett6é ketto, igy a ,,Z betiit” kapjuk.

Osszesen tehat hdrom megfelelé graf van. Lasd az 1. abrét.

L]

1.2M.1. abra.

1.4. n = 1,2,3 esetén nincs ilyen. n > 4 esetén a Ko, o teljes paros graf megfelel. L. a ?77.
abrat.

1.4M.1. abra.

1.6. n = 1,2 esete trivialis. n = 3-ra megfelel példaul az a graf, amely egyetlen élbol all. n = 4-
re megfelel az a graf, amelyet igy kapunk, hogy egy , haromszog” egyik cstucsardl ,leléogatunk”
egyetlen élt.

Altaldban allapitsuk meg a kovetkezét. Ha a grafban egy kivétellel minden fokszdm kiilonbozé,
akkor van benne telitett pont vagy izolalt pont. A két eset bizonyos értelemben szimmetrikus (1.
az 1.5. feladat megolddsat), ezért feltehetjiik, hogy van telitett pont. Tegyiik fel, hogy egyetlen
telitett pont van. (Megjegyezziik, hogy szintén az 1.5. feladat szerint a keresett grafban biztosan
egy van.) Vegyiik észre tovabb4, hogy a keresett grafban minden fokszam eléfordul egytol n—1-ig.

Hagyjuk most el a grafbdl a telitett pontot a beléle futé élekkel egyiitt. Igy a megmaradd
pontok fokszama eggyel csokken. Fz azt jelenti, hogy minden fokszam el6fordul nullatol n — 3-
ig. (Az n — 2 fokszam kimarad, mert az egyetlen telitett pontot elhagytuk.) Ez a kovetkezéket
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1. A graf fogalma Megoldasok

jelenti. Egyrészt van izolalt pont, mésrészt ezt elhagyva egy olyan n — 2 pontu grafot kapunk,
amelyben minden fokszam el6fordul egytél n — 3-ig. Vagyis: egy kettovel kevesebb pontu grafot,
amelyre igaz a feladat feltétele!

Ez viszont azt jelenti, hogy ha mar megkonstrudltunk egy n — 2 pontt G,_o egyszeri gra-
fot, amelyben pontosan egy azonos fokszamu pontpar van és nincs izolalt pont, akkor ebbdl a
kovetkez6 modon nyerhetiink egy n ponti, ugyanilyen tulajdonsagi G,, egyszerii grafot: eloszor
hozzavesziink G,,_1-hez egy izolalt pontot, az igy kapott n — 1 pontii G’ grafban tovdbbra is
egyetlen azonos fokszamu pontpar lesz. Ezutan ehhez a grafhoz hozzavesziink még egy pontot és
azt Osszekotjiik az eredeti graf minden pontjaval. Igy minden pont fokat eggyel néveltiik, és az
1j pont kivételével nem lesz telitett pont (hiszen elStte volt izolélt pont, tehdt G’-ben minden
pont foka legfeljebb n — 3). Végiil a kapott G,, grafban nincs izoldlt pont, mert van telitett pont.

Mivel n = 1,2,3-ra kénnyen talaltunk a feladatnak megfelel6 példat, amelyben nincs izolalt
pont, ebbdl mar minden n-re felépithetiink egy-egy megfelel6 grafot, amelyben nincs izolalt pont.
Az 1. dbra mutatja, hogyan kapunk a négypontd példabdl hatpontt példat.

1.6M.1. 4bra.

1.3. Vezessiikk be a ,petdkot”: ez 100 Ft-ot jelent. Ekkor a tirsasiag minden tagja egy-egy
petdkot ad a tarsasag Ot maésik tagjanak. Azt kell bebizonyitanunk, hogy van két olyan em-
ber, aki ugyanannyi embertél kapott egy-egy petdkot. Maganak senki nem adott ajandékot,
tehat mindenki legfeljebb nyolc masiktol kaphat ajandékot. Kilencen vannak, igy ha mindenki
mas szamu petdkot kapott, akkor rendre 0,1,2,3,4,5,6,7,8 petakot kaptak az egyes emberek. Ez
Osszesen 36 petak. Viszont ha mindenki 5-5 petakot adott, akkor 6sszesen 45 petdkot adtak. Ez
lehetetlen, tehat valéban van két tagja a tarsasagnak, akik ugyanannyi petakot kaptak.

1.4. Legyenek a graf pontjai a pozitiv egész szamok. Az 1-es pontot kossiik Gssze a kettessel,
méssal ne kossiik ossze. Igy fokszdma 1 lesz. A kettes pontot kossiik 6ssze a hdrmas ponttal, tobb
ponttal ne kossiik ossze. Igy a kettes pont fokszdma kettd lesz. A harmas pontot kossiik ossze
még a négyes és az Otos ponttal, igy a fokszama harom lesz. Ezt az eljarast akarjuk folytatni
ugy, hogy az n-es szamu pont fokszdma pontosan n legyen. Tegyiik fel, hogy az elsé n — 1 pont
fokszdma megegyezik a szdméval (az egyes pont foka egy, a kettesé kettd stb.) és a tovabbi
pontok fokszama egy ideig egy, a nagyobb szamuiaké pedig nulla. Most az n-es pont kévetkezik.
Ez egyetlen kordbbi ponttal van Osszekotve. Valasszuk ki az els6 n — 1 darab olyan pontot,
amelybe még nem fut él és kossiik dssze az n-es pontot ezekkel. (Az elsé 6t 1épést mutatja az 1.
abra.) Igy tovébbra is igaz, hogy az elsé n pont fokszdma megegyezik a szdméval és a kovetkezd
pontok koziil néhany fokszdma egy, a tovabbiaké nulla. Az eljaras tehat vég nélkiil folytathatd.
A végtelen eljaras eredményeképpen létrejovo grafban mar minden pont fokszdma megegyezik
a szaméaval, tehat barmely két pont fokszama kiillonbo6zo. Végtelen grafokra tehat nem mindig
igaz az allitas.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1.4M.1. 4bra.

2. Részgrafok és a komplementergraf — izomorfia

2.3. Igen. Ultessiink le egy kerek asztal koré hat embert, akik koziil senki nem ismer senkit.
Ezutén ismertessiink 6ssze mindenkit a két szomszédjaval és a vele szemkozt iilovel.

A masik lehetOség: allitsunk szembe egymaéssal hdrom ldnyt és harom fiut, akik koziil senki
nem ismer senkit, majd ismertessiik 0ssze a lanyokat a fitkkal.

Megjegyzés. Az utdbbi esetben is leiiltetheték a kerek asztal koré gy, hogy mindenki a két
szomszédjat és a vele szemben 1il6t ismerje: felvaltva iiltetjiik a fiikkat és a lanyokat. Vagyis: a
kétfajta tarsasag ugyanaz — a hozzajuk tartozé két graf izomorf.

A kapott graf az tigynevezett ,,3-haz-3-kut” graf. L. a ?7. dbrat.

Rl

2.3M.1. abra.

2.4. Han paros és legalabb négy, akkor a 2.3. feladat megoldasaban adott konstrukcié miikodik:
vesziink n embert, akik koziil senki sem ismer senkit, leiiltetjiik 6ket egy kerek asztal koré és
mindenkit Osszeismertetiink a két szomszédjaval és a vele szemkozt iilovel.

Ha n paratlan, akkor ez a konstrukcié nem miikddik, nincs ,,szemkozt il6”.

Megmutatjuk, hogy egyaltalan nincs ilyen tarsasag. Ha ugyanis 6ssze akarjuk szamolni, hogy
hany ismeretség van a tarsasagban, akkor ezt megtehetjiikk dgy is, hogy Osszeadjuk, ki hany
embert ismer és elosztjuk kettével (hiszen minden ismeretség kolesonos, gy minden ismeretséget
kétszer szamoltunk). Ha azonban n paratlan, akkor az {gy kapott 3n/2 szdm nem egész, ami
ellentmondas.

2.5. Természetesen n-nek legalabb hétnek kell lennie. Megmutatjuk, hogy mas kikotés nem
kell. Legyen tehdt n > 6 és iiltessiink le egy kerek asztal mellé n olyan embert, akik koziil
senki nem ismer senkit. Ezutan ismertessiink 6ssze mindenkit a harom bal és harom jobb oldali
szomszédjaval. Igy egy megfeleld tarsasigot kapunk.

2.6. a) Ha n legalabb hét, akkor van n ponti, 6-reguldris egyszerii graf.

b) Ha k = 2l paros szam és n > 2, akkor van n-pontt k-regularis egyszerti graf. (A konstruk-
ciét ismét tarsasagi ismeretségekre egyszerti elmondani: leiiltetjiik az n embert egy kerek asztal
koré és mindenkit Gsszeismertetiink az [ darab bal és [ darab jobb oldali szomszédjaval.)

2.7. Nyilvan sziikséges, hogy n > k legyen. A 2.6. feladatban lattuk, hogy ha k péaros és n > k,
akkor van k-regularis egyszert graf.
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Ha k paratlan és n is, akkor nincs ilyen graf. Ennek bizonyitdsa pontosan gy megy, mint
a 2.3. feladatban. Ez most azt jelenti, hogy Osszeszamoljuk az éleket gy, hogy a fokszamokat
adjuk Ossze és a kapott szamot elosztjuk kettével. Ha n és k is paratlan, akkor a kapott szam,
nk/2 nem egész, ami ellentmondés.

Ha k = 20 + 1 paratlan és n > k péaros, akkor viszont ismét konstrualhaté megfeleld, tehat
n pontu és k-regularis egyszeri graf. Ismét a olyan tarsasagot konstrualunk, ahol kolcsénos az
ismeretség. Az n embert, aki nem ismeri egymast, ismét a kerek asztal koré iiltetjiik és mindenkit
Osszeismertetiink az [ darab bal és az [ darab jobb oldali szomszédjaval, tovibba a szemkozt
ilével. n = 10 és k = 5-re az 1. dbra mutatja a tizponti, 5-regularis grafot.

2.7M.1. abra.

2.10. Vegyiink harom pontot. Nézziik, melyik pontok nem jok kozos szomszédnak. Egyrészt
Ok maguk, ez harom pont. Masrészt azok, amelyekkel legalabb az egyikiik nincsen Osszekotve,
ez minden pontndl legfeljebb k — 2 pont. Osszesen legfeljebb 3 + 3(k — 2) = 3k — 3 pont nem
jon tehat szoba. (Azért legfeljebb, mert lehet olyan pont is, amelyik a kivdlasztott harom kozil
tobbel sincs Osszekotve.) Tehat marad legaldabb két megfelel6 pont. Azt kaptuk, hogy barmely
harom pontnak legalabb két kozos szomszédja is van.

Annak ellenére, hogy ilyen ,,boven” teljesiilt az allitdas 3k — 1 pontra, mégsem minden 3k ponti
grafra igaz az allitds. Vegyiink ugyanis 3k pontot és osszuk Oket harom egyforma csoportba.
Kossiink 0ssze minden pontot az Gsszes olyan ponttal, amellyel nincsen egy csoportban. Ha
minden csoportbdl kivesziink egy-egy pontot, e harom pontnak nincs k6zos szomszédja.

2.12. Konnyebben attekintheto a feladat, ha nem azt nézziik, hogy melyik élek vannak behtuzva,
hanem azt, hogy melyikek nincsenek. 4-regularis hétponta grafnal minden pontbdl két masikhoz
nem megy él. Jeloljiik be ezeket a nem-éleket mondjuk szaggatott vonallal, ahogy az 1. dbran
lathaté.

2.12M.1. abra.

Tekintstiik most azt a grafot, amelyet a szaggatott vonalak alkotnak. Ebben a griafban min-
den pont foka kettd, vagyis hétpontu 2-reguléris grafot kapunk. A kérdés tehat az, hogy hany
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hétpontu 2-regularis graf van. Konnyen lathat6, hogy mindossze kett6: a ,hétszog” (azaz olyan
graf, amelynek hét csicsa tekinthetd egy hétszog hét csicsénak, az élei pedig a hétszog oldalai),
és az a graf, amely egy-egy — kozos pont nélkiili — ,hdromszogh6l” és ,négyszoghdl” all. Igy
nyilvan az eredeti kérdésre is az a valasz, hogy Osszesen kétféle hétpontu 4-regularis graf van.

Kilencpontu 6-regularis graf esetén is érdemes behizni szaggatott vonallal az eredeti grafban
nem szerepld éleket, ezek dnmagukban ismét egy 2-regularis grafot alkotnak. Most tehat az a
kérdés, hogy hanyféle kilencponti 2-regularis graf van. Ebbdl négyet talalunk:

—egy ,kilencszog”,

— egy kozos pont nélkiili ,hatszog” és ,hiromszog” egymas mellett,

— egy kozos pont nélkiili ,,6tszog” és ,,négyszog” egymas mellett,

— harom, paronként kozos pont nélkiili ,,haromszog” egymaés mellett.

Tehat kilencpontt 6-reguléris grafbél négyféle van.

2.13. A kérdés egyenértékii azzal, hogy maximalisan hany éle lehet egy olyan grafnak, amelyben
minden pont foka legfeljebb k — 2. Ha k péaros, akkor minden n-re van n pontd, k-regularis
egyszerl graf (1. a 2.7. feladatot), tehat a maximalis élszdm n(k — 2)/2. Ha k péaratlan akkor
minden péros n-re van ilyen reguldris graf, tehat a maximaélis élszdm most is n(k — 2)/2. Marad
az az eset, ha n is, k is paratlan. Ekkor vegyiik a 2.7. feladatban definidlt n — 1 pontu, k — 2-
regulédris grafot. Hagyjuk el az 12,34, ..., (k —4)(k — 3) éleket és kossiik ossze az 1,2, ..., (k—3)
pontokat egy n-edik ponttal. Igy egy olyan grafot kapunk, amelynek n — 1 pontja (ez utolso
pont kivételével minden pontja) k — 2-edfoki, az n-edik pont pedig k£ — 3-adfokt. Nyilvan ez a
maximalis élszam: (n — 1)(k —2)/2 + (k —3)/2 = |n(k — 2)/2].

2.2. Mivel dz =n—1—dg(x), ahol n G pontszdmat jeldli, ezért az 4llitds pontosan akkor igaz,
ha G pontszama pératlan.

2.3. Itt is konnyit a helyzetiinkon, ha attériink a komplementergrafra. Ott a megfelel6 fok-
szamok 1,1,1,3,3,3. Megfelel6 grafot kapunk, ha minden elséfokt pontot egy-egy harmadfokival
kotiink Gssze. Lasd a ?77. abrat. Ha viszont két els6éfoki pont egymaéssal lenne 6sszekotve, akkor
a maradd négy pont kozott fut az Osszes tobbi él, tehat egy olyan négypontu grafot kapunk,
amelyben a fokszamok rendre 1,3,3,3. Vagyis a négy pont koziil harom mind a harom maéasikkal
Ossze van kotve. Ez azonban azt jelenti, hogy nem lehetne els6fokti pont kozottik. Ilyen graf
tehat nincsen.

G G

2.3M.1. abra.

Egyetlen j6 grafot kaptunk.

2.2. Ha a graf minden harompontt feszitett részgrafjaban két él van, ez azt jelenti, hogy a
komplementer graf minden feszitett részgrafjaban pontosan egy él van. A komplementergrdfban
tehdt minden pont foka nulla vagy egy. (Ha x-nek két szomszédja volna a komplementerben, y
és z, akkor az x,y, z altal feszitett részgrafra nem teljesiilne a feltétel.) Ha a grafnak legalabb
Ot pontja van, akkor ez azt is jelenti, hogy a komplementergrafban van harom pont, amelyek
kozott nem fut él, ez azonban ellentmond a feltételiinknek.
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Azt kaptuk, hogy egy ilyen graf pontszama legfeljebb négy lehet. A kétpontt grafok trividlisan
jok (nincs kikotés) és a haromponti, kétélii graf is j6. A négypontu grafok kozil a ,négyszog”
az egyetlen j6. Osszesen tehat négy ilyen grafot talaltunk.

2.3. Kell lenni harom pontjanak, amelyek kozott minden él be van hizva és kell lenni hdrom
olyan pontjanak is, amelyek kozott egy él sincs behizva. Ez azt jelenti, hogy kell lenni legalabb
hat pontjanak, melyek koziil harom egy ,haromszoget” feszit, a masik harom pedig élnélkiili
(iires) részgréafot feszit. Az el6bbi pontjai legyenek x, y és z, az utébbi pontjai legyenek u, v és
w. A graf alljon tehat az xy, yz, zx élekbdl, tovabba az xu, xv és yv élekbdl. Ekkor az x, u és
v altal feszitett részgrafnak két éle van, az y, u és v altal feszitett részgrafnak pedig egyetlen
éle van. Tehat mind a négyféle harompontu feszitett részgrafot megtalaljuk ebben a grafban,
amelynek hat pontja és hat éle van. L. a 7?7. abrat.

[ ]
u (Y w

2.3M.1. abra.

2.5. Ha mindenki jatszott legaldbb tiz masikkal, akkor az dsszes versenyzét kivalaszthatjuk. Al-
taldban, ha versenyzdknek egy halmaza kielégiti azt a kdvetelményt, hogy mindenki legaldbb tiz
masikkal jatszott a halmazba vett t6bbi versenyzovel, akkor e halmazt jé halmaznak nevezziik.
A vildgranglistan szerepld versenyzdk szamat jelolje n.

Ha az 0Oszses versenyz6 nem alkot jé halmazt, akkor ez azért van, mert volt egy aranylag
lusta xy versenyz0, aki legfeljebb kilenc ellenféllel jatszott. Hagyjuk el 6t a versenyzdk kozil.
Ha a megmaradé versenyzok Hi halmaza jé halmazt alkot, kész vagyunk. Ha nem, akkor Hi-
ben egy xo versenyzO, aki Hi-beli versenyzok koziil legfeljebb kilenccel jatszott. Hagyjuk el
To-t is és a maradd versenyzok halmaza legyen Hs. Folytassuk az eljarast. Tegyiik fel, hogy
mar kivalasztottuk az x1,xo ..., 2, versenyzoket tgy, hogy x;+1 a H; halmazbeli versenyzok
kozil legfeljebb kilenccel jatszott, és tekintsiik a Hi1 = Hy — {x;} halmazt. Ha ez j6 halmaz,
akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor talalunk benne egy xy.1 pontot, amely Hy,1-bdl legfeljebb
kilenccel jatszott. Folytassuk az eljarast, amig vagy nem taldlunk egy jé6 H,, halmazt, vagy
elériink oda, hogy méar csak tiz versenyz6 van H-ban.

Megmutatjuk, hogy utébbi eset nem allhat fent. Ugyanis az elhagyott n — 10 darab versenyzo
mindegyike csak kilenc masikkal jatszott a ,kés6bb” elhagyottak kozott. Ez 6sszesen 9(n — 10)
mérkozés, és marad még legfeljebb 45 mérkézés a megmaradt tiz versenyzé kozott. Ez Gssze-
sen még mindig kevesebb 9n-nél, igy az atlagosan tizennyolc mérkdzésnél valojaban kevesebb
mérkézés volt csak. ez az ellentmondds bizonyitja a feladat allitasat.

2.6. Ha egy graf egyszerii atlagfokszama 18 — vagy ami ugyanaz: élszama 9n, ahol n a graf
pontszama —, akkor van olyan feszitett részgrafja, amelyben minden pont foka legalabb 10.

2.10. Egy 21 pontu graf pontdiszjunkt teljes részgrafokbdl — azaz klikkekbol — &ll (tehat két
teljes grafnak nincs kozos pontja). Tudjuk, hogy a grafnak nincs izolalt pontja, tovdbba tudjuk,
hogy van 6t darab harmad- és nyolc darab negyedfoki pontja, mennyi a t6bbi pont fokszama?

2.1. a) Ningcs ilyen graf.
b) két ilyen graf van.

109



Megoldasok 3. Osszefiiggések a fokszdm és az élszam kézitt

2.2. A négypontu teljes grafnak hat éle van, tehat egy négyponti egyszerii grafnak legfeljebb
ennyi éle lehet. Hatélii nyilvan csak egy van: a teljes graf. Ugyanigy egyetlen nulla élii graf
van: az ires graf. Ezek egymas komplementerei. Egyéli grafbdl is nyilvan egy van csak, s akkor
otélubdl is csak egy van, hiszen annak komplementere egyélii. Ez eddig négy graf.

Kétéli grafbol ketté van annak megfeleléen, hogy a két élnek van-e kézos végpontja, vagy
nincs. (T6bbszoros élek nincsenek megengedve.)

Négyéll grafbol is ketté van, hiszen ezek a kétéli grafok komplementerei. Ez Gjabb négy graf,
eddig tehat 6sszesen nyolcat talaltunk.

Hétravannak még a haroméll grafok. (Ezek komplementerei is hédroméliiek.) EbbSl hdrom
van: az egyik az, ahol a hdrom élnek egy kozos végpontja van (egy haromdgu ,csillag”-graf), a
masik az, ahol a harom él egy , hadromszoget” alkot, végiil a harmadik az, ahol az élek egy ,lan-
cra” vannak felflizve, azaz ha a pontokat egytol négyig szamozzuk, akkor az élek a szomszédos
szamokat kotik Ossze.

Osszesen tehat 11 négyponti egyszerti grafot talaltunk.

Megjegyzés. A haroméli grafok koziil az elsé komplementere a masodik, viszont a harmadik
onmaga komplementere. Ehhez kapcsolodik a GR.I1.4.1., GR.I1.4.2., GR.I1.4.2., GR.I[.4.3. és a

(AMATANAN
O @ 7

3. Osszefiiggések a fokszam és az élszam kozott

2.3M.1. abra.

2.3. Lasd az 1. abrat.

3.1. Nem. A valaszul kapott szdmok 6sszege paratlan, marpedig ha az ismeretségek kolesonosek
volnanak, akkor minden ismeretséget kétszer szdmoltunk volna az 6sszegben, igy annak parosnak
kellene lennie.

3.2. Osszesen 39 ismeretséget szamoltak Ossze. Mivel az ismeretségek kolesondsek, minden is-
meretséget kétszer kellett szamolni, vagyis az Osszegnek paros szamnak kellene lennie. Tehét
valaki — legalabb egyvalaki — biztosan rosszul szdmolt.

3.3. Ha egy tarsasagban az ismeretségek kolcsonosek, és mindenki megszamolja, hdny ismerdse
van, akkor e szdmok Osszege paros.

Grafelméleti nyelven: egy (véges) grafban a fokszamok Osszege mindig paros. De ennél tébbet
is mondhatunk: Egyszerti grafban a fokszamok Osszege éppen az élek szamanak kétszerese.
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4. Pdros grdifok Megoldasok

3.4. Ha nincs hurokél, akkor nyilvanval6an igaz, tovabbra is minden élt kétszer szamolunk a
fokszamok Osszegénél. Ha azonban hurokél is van a grafban, akkor ezt az illeté pont fokszama&anal
kétszer kell szamolnunk, ha azt akarjuk, hogy az allitdsunk igaz maradjon.

3.5. Hurokél nélkiili véges grafban a paratlan fokt pontok szama péaros.
Megjegyzés. A ma mar ,kozhelynek” szamité feladatot 1943-ban még kit{izhették a Kiirschik-
versenyen! Lasd [10].

3.4. A 2.6. feladat allitdsa természetesen altalanosithatd. Az altaldnositas igy szél:
Ha egy egyszerii graf atlagfokszama 2k, akkor van olyan feszitett részgrafja, amelyben minden
pont foka legaldbb k£ + 1. A bizonyitas ugyanigy megy, mint az eredeti a 2.5. feladatban.

3.5. A feladat ugyan nem mondja ki, de a megfogalmazdsa implicite tartalmazza, hogy az
ismeretségek kolcsonosek. Tehat egy m pontd grafrol van szd, amelyrol egyrészt tudjuk, hogy
nincs benne haromszog (hdrom pontu teljes részgraf), masrészt azt is tudjuk, hogy barmely hét
pontja kozott van kettd, amelyeket él kot 6ssze (a komplementerében nincs hétpontu teljes graf).

Az atadott ajandékok szdma éppen a graf pontjai fokszamanak oOsszege. (Vigyazat! Most
minden élhez KET ajdndék tartozik, tehit az ajandékok fokszdma = a fokszamosszeggel.)

Azt kell beldatnunk, hogy egy ilyen grafban a fokszamok sszege legfeljebb 6n, vagyis hogy egy
ilyen gréfban legfeljebb 3n él van. (Az Euler-Osszefiiggés szerint a fokszamok Osszege az élszam
kétszerese.)

Ennél valamivel tobbet latunk be, éspedig azt, hogy minden pont foka legfeljebb hat. Ez
pedig koévetkezik abbol, hogy egy pont szomszédai kozott nem futhat él, hiszen akkor lenne
harom pont teljes graf. Masrészt ha egy pontnak hét vagy tobb szomszédja volna, akkor volna
hét pont, amelyek kozott nem fut él, s ezt a feladat feltétele kizarta.

A GR.IL.3.11. feladatban bizonyitasra keriilé Erd&s-Szekeres tétel szerint ennek az tidiilének
legfeljebb 20 lakdja lehet.

3.6. A feltétel szerint egy allomas legfeljebb k mésikkal lehet Gsszekottetésben. Ha ugyanis egy
A éllomés legaldbb k + 1-gyel volna kozvetlen telefonkapcsolatban, e kozott a (legaldbb) k +
+ 1 allomas kozott a feltétel szerint biztosan lenne kettd, mondjuk B és C, amelyek kozott van
kozvetlen telefondsszekdttetés. De akkor A, B és C' harom olyan allomés volna, amelyek koziil
barmely ketto kozvetlen Osszekottetésben volna.

Mivel barmelyik alloméas legfeljebb k mésikkal van kozvetlen 6sszekottetésben, ez legfeljebb
nk Osszekottetést jelentene, de mindegyiket kétszer szamoltuk, vagyis az Osszekottetések szama
valoban nk/2.

Grafelméleti nyelven elmondva azt lattuk be, hogy ha egy egyszerli, n pontd grafban nincs
héromszog és nincs iires k + 1-es, akkor az élszdma legfeljebb nk/2.

Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy ez a feladat a 3.5. feladat altalanositasa. Az ott emlitett Erdés-
Szekeres tétel szerint a feladat feltétele nem teljesiilhet, ha legaldbb (":LFEIQ) megfigyel6 allomas
van.

3.1. a) 29.
b) 25.

3.2. Egy iranyitott grafban a kifokok Gsszege megegyezik a befokok Gsszegével.

4. Paros grafok

4.8. Paros grafban a két osztalyban a fokszamok Gsszege egyenlo.
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Megoldasok 4. Pdros grdafok

4.9. Ha a péaros graf egyik osztdlydban k£ pont van, akkor a mésikban 10 — k (illetve 11 — k).
Maximalisan tehat k(10 — k) (illetve k(11 — k)) éle lehet. Ismeretes, hogy ha egy kéttényezos
szorzatban a tényezok Osszege allando, akkor a szorzat annal nagyobb, minél kisebb a kiilénbség
a két tényez6 kozott. Tehat a maximalis élszamot k = 5-nél (illetve k = 5 és k = 6-nél) érjik el.
Tiz pont esetén tehdt a K5 teljes paros grafnak van a legtobb éle: 25, 11 pont esetén pedig a
K5 teljes paros grafnak: 30.

4.10. A megoldas pontosan ugyantugy miikodik, mint a 4.9. feladatnal. Ha n = 2m péaros, akkor
a legtobb éle a K, ., teljes paros grafnak van: m? = n?/4, ha n = 2m + 1 pératlan, akkor a
legtobb éle a Ky, m+1 teljes paros grafnak van: m(m + 1) = [n?/4].

4.12. Ilyen grafot kapunk, ha egy K4 4-b6l elhagyunk két, kozos pont nélkiili (fiiggetlen) élt.
T6bb nincs. Ugyanis az ilyen graf élszama 14, tehat mindkét csoportbél 14 élnek kell kiindulnia.
Vagyis mindkét csoportban 14 a fokszamok Gsszege, ami csak ugy lehet, hogy mindkét csoportban
két-két negyed- és harmadfokt pont van. A negyedfokd pontok a mésik csoport minden pon-
tjaval O0ssze vannak kotve, a harmadfokiak eggyel-eggyel nincsenek Osszekotve, s nem lehetnek
ugyanazzal az x ponttal nem Gsszekdtve, mert akkor x legfeljebb méasodfoku lehetne.

4.13. Ha volna ilyen graf, 9 csticsa és 17 éle volna. Van hatodfoki pont, ezért az egyik osztalyban
legalabb hat pont volna. Ha legalabb hét volna ebben az osztalyban, akkor az élszama legfeljebb
14 lehetne. Tehat az egyik osztalyban 6, a masikban 3 cstics van és a két osztaly kozott 17 él
fut, tehat mindkét osztalyban 17 a fokszdmok osszege. Am a hirom legmagasabb foki pontbdl
is Osszesen 15 él indulhatna és ez ellentmondés.

4.15. Tegyiik fel, hogy van benne egy (z,y) él. Minden tovabbi pontra igaz, hogy x és y koziil
pontosan az egyikkel van Osszekotve. Osszuk Oket eszerint két osztdlyba, az elsében vannak az
y-nal 0sszekotott (és x-szel Ossze nem kotott) pontok, a mésodikban az z-szel 6sszekotott (és
y-nal 6ssze nem-kotott) pontok. Vegyiink két, y-nal egy osztdlyban levé pontot és y-t. E hdrom
pont kozétt nem futhat él, mert y-nal egyikiik sincs 0sszekotve. Tehat az egy osztalyban levd
pontok kozott nem fut él. Masrészt vegyiink két, kiilonbo6z6 osztalyba tartozd pontot és z-et. x
a két masik pont koziil pontosan az egyikkel van 0sszekotve, tehat a mésik kett6 0ssze van kétve
egymassal.

Azt kaptuk, hogy a graf egy teljes paros graf. Nyilvanvalé, hogy minden teljes paros gréafra
teljestl is a feladat feltétele.

4.1. Egy olyan paros grafot rendeliink a kijelolt 16 mez6hoz, amelynek egyik osztdlyaban a 8
oszlop van, masik osztdlydban a 8 sor. Egy oszlopot és egy sort (jelols csticsot) akkor kotiink
ossze, ha a metszéspontjukat kijelltiik. Igy egy olyan péros grafot kapunk, amelyben minden
pont fokszama kett6. Egy ilyen graf nyilvanvaléan paros hossszi paronként diszjunkt korokre
bomlik, s ezeknek az éleit felvaltva szinezhetjiik fehérre és feketére. Igy 8-8 fehér illetve fekete
élt kapunk, s nyilvin minden cstcsbdl egy-egy fekete és fehér él fog kiindulni. Ez pontosan azt
jelenti, hogy minden oszlopban és minden sorban pontosan egy fehér és egy fekete babu fog allni,
ha a megfelel6 szinti babut helyezziik az él altal reprezentédlt metszéspontba.

4.1. Az eredmény az iranyitott grafoknél kapott eredményre hasonlit: arra, hogy irdnyitott
grafban a kifokok Osszege egyenlé a befokok sszegével — 1. a 3.2. feladatot.

4.2. Lasd az 1. dbrat.
Ha a péros grafban van izoldlt pont, akkor az iranyitott grafban van olyan pont, amelybdl
minden él ,egy iranyba indul”, vagyis vagy a kifoka, vagy a befoka nulla.
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5. Utak, 0sszefiiggd grdfok Megoldasok

4.2M.1. abra.
4.3. Lasd az 1. dbrakat.

Az a) és b) graf egyértelmii. Viszont a c)-nél és d)-nél fiigg a pontok szdmozéasatol. Ettél figg
az is, hogy lesz-e hurokél. Mi mindkét esetben azt az egyetlen grafot rajzoltuk fel, ahol nem
keletkezik hurokél.

5. Utak, 0sszefiiggd grafok

5.7. Tegyiik fel, hogy G-re teljesiil, hogy minden cstcsanak szomszédai teljes részgrafot fes-
zitenek. Legyen G két pontja a és b, és tegyiik fel, hogy nincsenek éllel Gsszekdtve, de vezet
kozottiikk Ut a grafban, azaz van egy P = x1x2 ...z Ut, ahol a = z1 és b = x. Biztosan van
olyan i, amelyre x; Gssze van kotve a = xi-gyel és x;11-gyel, de a és x;41 nincs Osszekotve.
Ilyen a legnagyobb indexi, a-val &sszekotott pont (és ez nem lehet b = xy). (Lasd az 1. dbréat.)
Ez viszont azt jelentené, hogy z;-nek van két szomszédja, amelyek kozott nem fut él, tehat x;
szomszédai nem feszitenének teljes részgrafot.

5.7M.1. abra.

Azt kaptuk, hogy ha G két pontja kozott vezet it a grafban, akkor éllel is Ossze vannak kotve.
Tehat G minden komponense teljes graf. Innen mar vildgos a sziikséges és elégséges feltétel: a
feladat &allitasa pontosan az Gsszefiiggd grafokra igaz.

5.8. Igen. Elég megmutatni, hogy az {1,2,3} ,,pontbdl” vezet it minden olyan ,,pontba”, amellyel
nem koti ossze él. Kétféle ilyen ,pont” van: aminek egy, és aminek két kozds eleme van az
{1,2,3} halmazzal. Elég tehdt megmutatni, hogy a {2,3,4} és a {3,4,5} ,pontba” vezet 1t az
{1,2,3} ,pontbdl”. Az el6bbibe kett6 hosszi ut vezet az {5,6,7} ,ponton” keresztiil. Az utébbiba
pedig eljutunk egy négy hosszu tuttal, ha elébb az {5,6,7} ponton keresztiil elmegytink a {2,3,4}
pontba, majd onnan az {1,6,7} ponton keresztiil a {3,4,5} pontba.
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Megoldasok 6. Elvigo pontok, hidélek

A {3,4,5} ,pontba” eljuthatunk révidebb tton is, a {4,5,6} és {7,1,2} ,pontokon” keresztiil.
KG(7,3) megfeleld részletét 1. dbra mutatja.

{123} {234} {345}

{456} {7,1,2}
5.8M.1. abra.

5.9. Ha n < 2k, akkor a KG(n, k) graf iires, tehat nem osszefiiggé. Ha n = 2k, akkor fiiggetlen
élekbdl all, tehat a k = 1 esetet kivéve nem 0Osszefiigg6. Ha viszont n > 2k + 1, akkor a graf
Osszefliggd.

El6szor gondoljuk meg, hogy elég azt bebizonyitani, hogy ha két részhalmaznak k& — 1 kozos
pontja van, akkor a nekik megfelelé6 pontok kozott vezet ut. Tegyiik fel ugyanis, hogy ezt méar
tudjuk. Ha azt akarjuk belatni, hogy két olyan k elemii halmazhoz tartozé ,pont” kozott is
vezet ut, amelyeknek j darab kozos pontja van, akkor alkalmazhatunk egy kicsit ,,cselesebb”
indukciét: [ = k — j-re vonatkozé teljes indukcidt. [ = 1-re tehat feltessziik az allitast. Tegyiik
fel, hogy A-nak és B-nek j = k — [ k6z6s eleme van, a kozos elemek halmaza legyen C|, legyen
tovabba A\ C = A’ és B\ C = B'. Cseréljiik ki A’ egy x elemét B’ egy z’ elemére. A kapott
A" = A\ {z} U {2’} halmaznak eggyel tobb kozos eleme van B-vel, tehat j értéke eggyel nétt,
[ értéke eggyel csokkent. Alkalmazhatjuk tehdt az indukcids feltevést, az A” és B halmaznak
megfeleld két pont kozott van t. Mdsrészt A” és A csak egy elemben kiilonboznek, tehat rajuk
vonatkozdan | = 1, kozottiik is van Ut (a kezdd 1épés szerint). E két utat osszerakva kapunk egy
sétat A és B kozott, s ebbdl kaphatunk egy utat is A és B kozott.

A bizonyitds szemléletesen a kovetkezOképp mondhaté el. Nyilvan szamozhatjuk tgy az ele-
meket, hogy A épp az elsé k szambol all, B pedig az {I + 1,1 + 2,---,1 + k} szdmokbdl. Ekkor
A-bdl elészor elmegytink az {I,l + 1,---1 + k — 1} halmazba, ezt az indukcids feltevés szerint
megtehetjiik, majd innen elmegyiink a B halmazba, amit viszont a kezd6 1épés szerint tehetiink
meg.

Ezutan elég megmutatnunk, hogy az {1,2,...,k} ésa {2,3,...,k+ 1} ,pontok” kozott vezet
ut. Ez viszont nyilvanvald, ugyanis a {k + 2,k + 3,...,2k + 1} ,pont” kozos szomszédjuk.

6. Elvagé pontok, hidélek

6.1. Tegyik fel, hogy G Osszefiiggs, 4-reguldris graf és az e él elhagydsaval megsziinik osszefiiggd
lenni. Hagyjuk el az e = zy élt, ekkor G — e-ben pontosan két harmadfokt pont van: x és y.
E két pont a graf két kiillonb6z6 komponensében lesz, s e két komponensben minden més pont
foka 4, azaz paros. Vagyis ebben a két komponensben pontosan egy-egy paratlan fokd pont lesz,
ami ellentmond 5.12. feladatnak.

6.1. a): Nem. b): Igen.
6.6. Nincs.

6.12. Igen.
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7. Fdk, erddk, favdzak Megoldasok

6.13. Igen.

6.14. Ha a fa egy x pontja nem elséfoki, akkor legyen két szomszédja y és z. Ezek ko6zott
egyetlen 1t vezet (lasd a 7.2. feladatot), és ez az yxz ut. Ha tehédt z-et elhagyjuk a grafbdl, a
graf legalabb két komponensre esik szét.

Masrészt a fa barmely els6foki pontjat elhagyva tovabbra is fat, tehat Osszefiggd grafot
kapunk. Tehat a fa elvagd pontjai a legalabb masodfokd pontjai.

6.1. A 6.14. feladat megoldasdban lattuk, hogy fa minden legaldbb maéasodfoku pontja elvigd
pont.

Visszafele azonban nem igaz az allitas. Lasd a 2.3. feladat megoldasaban az dbra bal oldalan
szerepld grafot, és altaldban barmelyik ,napsugar” grafot (egy kor és minden pontjabdl egy hidél
indul egy-egy elséfoki ponthoz). Ezek mindegyikében minden legaldbb mésodfokt pont elvagd
pont.

6.2.

1. megoldas. Igaz. Vegyiik a graf egy P leghosszabb tutjat és tekintsiik ennek egyik v végpon-
tjat. Ennek a pontnak minden szomszédja a P pontja, tehat v barmely két szomszédjat koti
ossze olyan 1t, amely elkeriili v-t. (Ha v els6foki, akkor az allitdsunk semmitmonddan igaz.) Ez
viszont azt jelenti, hogy v elhagyasa utan barmely két pont kozott vezet Ut, ha elGtte is vezetett.

2. megoldas. Igaz. Vegyiik a graf egy favazat. Ennek barmely els6fokti pontjat elhagyva a
grafbdl osszefiiggd graf marad, hiszen mar a favaza is megmarad.

6.1. Legegyszeriibb a graf csicsainak n szdmara vonatkozé teljes indukciéval bizonyitani. n =
= 1,2,3-ra az allitas nyilvanval6. Ha n—1 ponti grafokra mar tudjuk az allitast, akkor mindossze
annyi a feladatunk, hogy minden &sszefiigg, n pontd grafban taldljunk egy pontot, amelyet
elhagyva a graf 6sszefiigg6 marad. Vagyis egy olyan pontot kell taldlnunk, amelyik nem elvagd
pont. A 6.2. feladat megoldédsa szerint minden 6sszefliggd grafban van ilyen pont.

6.2. Nem létezik. Vegyiik ugyanis a graf egy favazat és annak két els6fokd pontjat. Ezeket
elhagyva tovabbra is fat kapunk, igy az eredeti grafbol e két pontot elhagyva nem iires 6sszefiiggd

grafot kapunk.

6.4M.1. abra.

6.4. L. az 1. abrat

7. Fak, erdok, favazak

7.7. A 7.6. feladatban latnunk kellett, hogy egy n ponta Gssszefiiggd grafnak legalabb n — 1 éle
van. Masrészt a 7.4. feladat szerint egy n ponti kormentes grafnak legfeljebb n — 1 éle van. E
kettobdl a feladat allitdsa kovetkezik.
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7.1. a) nyilvanvald, hiszen épp tgy valogattuk az éleket T-be, hogy ne alkossanak kort.

b) Egyetlen részgrafnak sem lehet kevesebb komponense, mint az eredeti grafnak, tehat az
eljaras végén kapott Gy feszité részgrafnak sem. De tobb sem lehet. Tegyiik fel ugyanis, hogy
van egy e él az eredeti G grafban, amely Gy két komponensét koti 6ssze. Ez azt jelentené, hogy e
végpontjai k6zott nem fut T-beli élekbdl all6 Ut, mégsem valasztottuk ki. Ez azonban lehetetlen,
hiszen amikor sorra keriilt, éppen azért nem vélasztottuk ki, mert mar az aktualis T-beli élekbol
all6 at is volt a végpontjai kozott.

c¢) megvalaszolasdhoz szitkségiink van a kévetkezd, nyilvanvalé megéllapitasokra. Az elsé eset-
ben — amikor a soron kévetkezd él kort zar be a mar T-be kivalasztott élekkel, akkor T valtozatlan
marad, igy a T-ben levo élek altal meghatarozott komponensek is valtozatlanok maradnak.

Ellenkez6 esetben a sorra vett e; él két, a T,-ben levd élek altal meghatirozott komponenst
kot Ossze, azaz most a komponensek szama eggyel csokken, viszont 1" éleinek szdma eggyel né.
Ebbdl méris kovetkezik az a) allitas:

A T-ben levé élek szdma és a komponensek szamanak Osszege véltozatlan (a komponensek
szdma pontosan akkor csokken eggyel, amikor T-be 1j élt tesziink). Minthogy kezdetben T iires,
s igy minden cstcs egy-egy komponens, ezért kezdetben ez az 6sszeg a csticsok szdmaval egyenlo.

d) egyszerti kovetkezménye c)-nek.

7.6. ax) lehetetlen, mert a kockanak nincs telitett pontja.

ay) egy lehetséges megoldasat az 1. dbra mutatja. Csak azt a hét élt szdmoztuk meg, amelyik
az els6 hét szamot kapja, a tobbi szamozasa tetszoleges lehet. (Es persze a hét beszamozott él
szamozasi sorrendjét is felcserélhetjiik.)

bx)-re csakkor kapunk j6 megoldast, ha kivalasztunk egy pontot és a bel6le indul6 élek kapjik
az els6é n — 1 szamot.

by)-ra jé megoldast kapunk, ha el8szér megszamozzuk a pontokat egytél n-ig, aztan az elsd
n — 1 szamot rendre gy osztjuk ki, hogy az ¢ szdmot az 4,7 + 1 él kapja.

7.6M.1. abra.

7.7. El6szor a méasodik kérdésre valaszolunk: a feladatban megadott, tovabb nem bé&vithetd,
paronként relativ primekbdl all6 halmaz elemszama négy. De ugyanezzel a tulajdonsaggal ren-
delkezik a {1,5,6} haromelemii halmaz is.

Nyilvan minden ilyen halmazban kell szerepelnie az egynek, kell szerepelnie egy paros szamnak,
egy harommal oszthaténak és egy ottel oszthatonak (kiilonben a 2-vel, a 3-mal vagy az 5-tel
bévithetnénk a halmazt.) Az egynek mindenképp szerepelnie kell. A kett6 és a négy szabadon
cserélhetd egymadssal. Igy a kovetkezd tovabb nem bévithetd, paronként relativ primekbél 4116
halmazokat kapjuk:

{1,2,3,5}, {1,3,4,5}, {1,5,6}.

7.9. Lattuk, hogy ha G k komponensbdl all, akkor Gg is és Gg-nak n — k éle van. G egy
részgrafjanak csak gy lehet ennél tobb éle, hogy valamelyik komponensében legalabb annyi
éle van, ahany pont. De akkor ebben a komponensben a 7.4. feladat szerint volna kor, ami
ellentmondas. Ezzel belattuk, hogy Gy valoban maximélis élszami kérmentes részgraf.
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7. Fdk, erddk, favdzak Megoldasok

Megjegyzés. Az 1. eljarasban kapott G részgraf tehat maximalis élszami kbrmentes részgraf-
ja G-nek. Ebbol még nem koévetkezik, hogy nincs kisebb élszami, nem boévithetd, kormentes
részgrafja. Erre a kérdésre a 7.4. feladatban tériink majd vissza.

7.10. Az allitas egyszert kovetkezménye a 7.1. feladat d) részének. Csak annyit kell meggondo-
Inunk, hogy ha a graf kormentes, akkor az ottani eljaras soran F-be nem keriil él, tehat minden
él T-be keriil.

7.11. A 7.10. feladatbdl kovetkezik. De kovetkezik a 7.4. feladatbdl is.

7.12. Ha az n pontt graf dsszefiiggs, akkor a 7.1. feladat d) része szerint T-ben az ottani eljaras
végén legaldabb n — 1 él van.

7.1.

1. megoldas. Hogy b)-bdl és c¢)-bél kovetkezik a), az a 7.10. feladatbdl is azonnal latszik.

Tegyiik fel, hogy a) és c) teljesiil a G véges, egyszerii grafra és tekintsiik a 7.1. feladat eljarasat.
Mivel a graf osszefuggd, az eljaras végén a komponensek szama egy, igy a T taroloba n — 1 él
kertilt. De c) szerint a grafnak pontosan ennyi éle van, tehat F' iires, azaz a grafban egyetelen
lépésben sem taldltunk kort. (Ha a gréafban volna kor, annak utoljara sorra keriilé élét F-be
kellett volna tenniink.) Tehat a graf kormentes: a)-bol és c)-bol kovetkezik b).

2. megoldas. A fentihez hasonlé megolddst adhatunk arra is, hogy b)-bél és c)-bél kovetkezik
a).
Tegytik fel, hogy b) és c) teljesiil a G véges, egyszerii grafra és tekintsiik ismét a 7.1. feladat
eljarasat. Mivel a graf kormentes, F' az eljardsban végig tires maradt. Tehat mind az n — 1 él
T-be keriilt, igy az eljaras végén egyetlen komponens maradt, azaz a graf 6sszefiiggo.

7.2. Az allitasbdl kévetkezik, hogy a graf Gsszefiiggd és kérmentes. Tehat fa. Masrészt minden
fara igaz az allitas: a fa Osszefiiggd, tehat barmely két pontja kozott vezet Ut. Masrészt ha két
pontja kdzott két Ut vezetne, akkor volna kor a grafban.

7.3. Mindegyik, hiszen egy graf pontosan akkor paros, ha nincs benne paratlan kor, marpedig
a faban egyaltalan nincs kor.

7.2. Ha legaldbb ketto volna, akkor, minthogy a tobbi pont fokszama legalabb egy, a fok-
szamosszeg nagyobb volna 12-nél. Méarpedig egy n pontd faban a fokszdmok Osszege 2(n — 1).

7.3. Igaz. Az eredeti grafnak 2n éle van, a favdzzal ebbdl n — 1 élt hagyunk el. Marad tobb,
mint n él, tehat marad koér. Hagyjuk el ennek a kérnek egy e élét. Igy még mindig n él marad,
tehat még mindig marad egy kor.

7.4.

1. megoldas. Ha tovabb méar nem bovitheto, akkor ugyanannyi komponense van, mint G-nek.
Ha ugyanis volna G-ben egy olyan e = zy ¢l, amely G’ két komponensét koti 6ssze, e-t hozzavéve
G’-hoz nem keletkezhetne kor, tehat G bévithets volna.

Ez viszont azt jelenti, hogy G minden komponensébdl egy feszité fat valaszt ki, aminek a
komponens pontszdménal eggyel kevesebb éle van. Vagyis G'-nek pontosan n — k éle van, ahol
n jeloli G pontszamat, k a komponenseinek szamat. Az 1. eljarasban lattuk, hogy a maximalis
élszamui kormentes részgrafnak pontosan ennyi éle van. Azt kaptuk, hogy egy véges, hurokél
nélkiili graf minden toviabb nem bévithetd kérmentes részgrafja egyben maximalis élszamu is és
minden ilyen grafnak n — k éle van.
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Megoldasok 8. Utak, tdvolsdg, dtmérd.

2. megoldas. A feladat egyszerlien kovetkezik a 7.10. feladatbdl is.

7.5. Izolalt pont nincs, mert a fa Osszefiiggd és legalabb két pontja van.
Az n ponti fa élszdma n — 1, tehat a fokszamosszege 2n — 2. Ha csak egyetlen elséfokil pontja
volna, akkor a fokszamosszeg legalabb 1+ 2(n — 1) = 2n — 1 volna, ami ellentmondés.

7.6. Ha a fa n pont\, van egy k-adfokt pontja, és [ darab els6foki pontja van, akkor a fok-
szamosszege legaldabb [ +k +2(n — 1 —1) = 2n — | + k — 2. Méasrészt a fokszamosszege 2n — 2,
tehat 2n — I+ k — 2 < 2n — 2, azaz [ > k. Egy ilyen fanak tehat legaldbb k els6fokt pontja van.

Ha n = k+1, akkor a k£ + 1 pontt csillag mutatja, hogy a becslés pontos. Ha n > k+ 1, akkor
a k + 1 csillag egyik élét helyettesithetjiik egy megfelel6 hossziisagu uttal, s tovabbra is k£ darab
els6foku pont lesz a faban.

7.7. A bizonyitast teljes indukciéval végezziik, és arra az észrevételre épitiink, hogy a legkisebb
d; csakis egy lehet, méasrészt egy fanak a 7.5. feladat szerint van elséfoku pontja.

A kezd6 1épés n = 2, ekkor di = dy = 1 és az egyetlen kétpontt faban valéban két elséfoku
pont van.

Tegyiik fel, hogy n = m — 1-re mar tudjuk az allitdst és legyen adva egy pozitiv szamokbol
allé dy < dy < --- < d,, szamsorozat, és a szamok Osszege legyen 2m — 2. Ekkor di, a legkisebb
szam csakis 1 lehet. Ha ugyanis legaldbb kettd volna, akkor minden szam legaldbb ketté volna, s
igy az Osszegiik is legalabb 2m volna, ami ellentmond a feltételnek. Masrészt d,,, > 1, kiilonben
minden d; egy volna, tehat az Osszegilk m volna, ami m > 2 esetén kevesebb, mint 2m — 2.
Hagyjuk el a dy szdmot és csokkentsiik d,, értékét eggyel: d,, = d,, — 1. Az igy kapott m — 1
szam osszege 2m — 4, mind pozitiv, hiszen d, is az, a tobbi nem valtozott. Tehat van olyan
m — 1 pontu fa, amelynek csticsai rendre da, ds, -+, dn—1, d,,,. Ha ehhez a fahoz hozzaillesztiink
egy csucsot, amely a d),, foki pontot koti dssze egy 1j ponttal, megkapjuk a megfeleld fat.

8. Utak, tavolsag, atméro.
8.1.

1. megoldas. Tegyiik fel, hogy méar megtaldltuk az zizo...x; utat, ahol ¢ < k. Mivel az 0t
utolsé pontja is k-adfoki, van olyan x;,1 szomszédja, amely még nem szerepel az tton. Az 1t
tehdt mindaddig folytathaté, amig legalabb k élii nem lesz.

2. megoldas. Természetesen a feladat kovetkezik a 12.6. feladatbdl is, hiszen egy legalabb k+1
pontu (és éli) korben van legaldbb k éli t.

8.2. a) Haromféle 6tponti fa van: az 6tpontt (négyélil) ut, a csillag és az a fa, amelynek egy
harmadfoku és egy masodfoki pontja van (ezek illeszkednek).

Az otpontu tutban harom ilyen 1t van, és ennél kevesebb nyilvin nem lehet. Az Otpontd
csillagban barmely két €l 2 hossza utat alkot, igy hat ilyen 0t van. Ha a fanak harom végpontja,
egy masod- és egy harmadfoku pontja van, akkor négy ilyen 1t van benne, tehat pontosan 6t
darab 2 hosszi Ut nem lehet egy Gtponti faban.

A megoldas: 3, 4 vagy 6.

b) Otféle hatponti fa van. A hatpontb6l 4116 (6téli) 1t, a csillag (K7 5), és harom tovabbi. Ezek
kozil az els6ben (T7) egy negyedfokd pont van, egy masodfoki és négy elséfoki. A masodikban
(T,) két — egymaéssal 6sszekotott — harmadfok pont van és négy elséfoki. A harmadikban (73)
egy harmadfokd pont van, két masodfokd és harom els6fokta. Az 6télii itban 4 darab 2 hosszi
ut van, a csillagban 10, ez a két széls6 eset. T1-ben 7, Ts-ben 6, T5-ban 5 darab 2 hosszu 1t van.
Lasd az 1. abréat.
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8. Utak, tdvolsdag, dtmérd. Megoldasok

A megoldas: 4,5,6,7 vagy 10.

T3 P6

N

8.2M.1. abra.

8.3. a) Nyilvanvald, hogy az n pontu egyszerti grafok koziil a legtobb 2 hosszi 1t a teljes grafban
van, éspedig M

b) A legtobb 2 hosszt 1t nyilvan akkor lesz, ha barmely két él egy 2 hosszu utat alkot. Ez
pontosan akkor fordul eld, ha barmely két élnek van kozos pontja, fa esetében csak ugy lehet,
ha a graf egy n pontu csillag. Ekkor a 2 hosszi élek szama (n — 1)(n — 2)/2.

¢) n = 4-re a négyponti csillaghan hirom van, a négyponti ttban ketté. A 8.2. feladatban
lattuk, hogy 6tpontt fiban nem lehet 6t, hatpontt faban nem lehet kilenc darab 2 hosszi
ut. Teljes indukci6val belatjuk, hogy semmilyen nagyobb n-re sem lehet n(n — 1)/2-nél eggyel
kevesebb 2 hosszi ut. Legyen T egy n pontu fa. Tekintsiik egy x végpontjat, legyen az egyetlen
szomszédja y. Az x-bél indulé 2 hosszi utak szdma egyenld d, — 1-gyel (azaz y fokszama minusz
eggyel). Olyan 1t pedig nincsen, amelynek = volna a kozépsé pontja. Igy T-ben a 2 hosszt
utak szdma egyenldé a T' — z graf 2 hosszi 1tjainak a szamdval, plusz d, — 1. Nézziik, lehet-e ez

% — 17 AT — x graf egy n — 1 ponttu fa. Két eset van.

Ha T — x nem csillag, akkor az indukciés feltevésiink szerint legfeljebb W — 2 darab 2
hossz 4t van benne. y fokszama legfeljebb n — 1, tehat ehhez legfeljebb n — 2 tovabbi 2 hosszi

Ut jon, ami Osszesen legfeljebb % - 2.
Ha T — z csillag, akkor pontosan W darab 2 hosszi 1t van benne. Ahhoz, hogy T-ben

pontosan % — 1 legyen, pontosan n — 3 darab tovabbi 2 hosszi dtra lenne sziikségiink,

ami azt jelenti, hogy y fokszama T-ben n — 2, tehat T'— z-ben n — 3. De n > 4-re ez nem
lehetséges, mert T — z csillag, tehat egyetlen n — 2-edfokti pontjan kivil csak els6fokti pontok
vannak benne.

8.7. A kor pontjai felvaltva jonnek a két osztdlybdl (két szomszédos pont nem lehet azonos
osztalyban), igy minden méasodik cstcsnak a k ponti osztélybdl kell lennie. Ebbél az els6 &llitas
kovetkezik. Ugyanez igaz az utra is, tehdt annak legfeljebb 2k 4+ 1 pontja lehet. Mindketto
elérhetd, erre konnyt példat mutatni: ha az egyik osztalynak k pontja van, a masiknak k4 1 és
a két osztaly kozott minden él be van huzva.

8.8. Legyen P = x1x9... 2k és Q = y1y2 . .. Y két leghosszabb ut (ldsd az 1. dbrat). Tegyiik fel,
hogy nincs kozos pontjuk. De példaul zi-et és yi-et koti 6ssze 1t, mert a graf osszefiiggd. Vegyiik
ennek az x1-bdl indulé dtnak az utolsdé P-re esd pontjat, majd az ezutani elsd, Q-ra esé pontjat.
Legyenek ezek z; és y; pontok, a kozottiik futé at R. Tekintsiik az x123 ... 23 Ry;yj4+1 ... Yk és az
Y1y2 - .. yjRr;wip . .. 1) utakat. Ezeknek egytitt legalabb 2k+2 pontjuk van, tehdt valamelyiknek
biztosan legalabb k + 1 pontja van, ami ellentmond annak, hogy P egy leghosszabb 1ut.
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Megoldasok 8. Utak, tdvolsdg, dtmérd.
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8.8M.1. abra.

8.9. Ha a graf nem o&sszefliggd, akkor van egy k > 0 pontd komponense, ahol k < n (n a
csticsok szama). Ennek minden pontja a tobbi n — k pont mindegyikével a komplementerben
van Osszekotve. Vagyis a komplementer tartalmaz egy Kj ,—j teljes paros grafot, s az Ossze-
fliggs. Mivel a graf tartalmaz Osszefiiggd feszitd részgrafot, ezért az 5.9. feladat szerint maga is
Osszefiiggd

8.1. Ha egymas utan rakjuk az z-bol y-ba vezetd legrovidebb utat és az y-bdl z-be vezetd
legrovidebb utat, akkor egy x-bdl z-be vezetd sétat kapunk. Ez vagy megegyezik az x-bdl z-be
vezetd legrovidebb uttal, vagy ellenkezé esetben a legrovidebb Ut ennél révidebb.

8.4. Tekintsiik Bergengdcia varosait egy graf pontjainak, a graf két pontja kézott akkor hiizzunk
be élt, ha van kozottik repiiléjarat.

Vegyiik Bergengocia egy tetszéleges x varosat. Legyen S, azoknak a varosoknak a halmaza,
amelyekbe van z-bél reptiléjarat. Legyen tovabba T, a marad6 varosok halmaza. A feladat
feltétele szerint T, minden varosiba megy repiildjarat valamelyik S.-beli varosbdl. A feladat
maésik feltétele szerint S,-ben legfeljebb harom varos van, s ezekbol egyenként legfeljebb két 0j —
2-t0l kiilonb6z6 — varosba van repiiléjarat, tehat T,.-ben legfeljebb hat varos van. Bergengdcidban
tehat legfeljebb 10 varos lehet.

Még meg kell mutatnunk, hogy Bergengdcidnak tényleg lehet is 10 varosa. Ehhez a kévetkezok
kellenek :

a) minden x varosbdl ténylegesen hirom jarat induljon,

b) S, varosai ne legyenek egymadssal 6sszekotve,

c¢) Sy semelyik két varosabdl ne induljon T, azonos varosédba jarat.

Az a) feltétel azt jelenti, hogy nincs harom véros, amelyek koziil barmelyik kett6t jarat kot
Ossze, a c) feltétel pedig azt, hogy nincs két varos, x és y, hogy x-bdl y-ba két kiilonb6z6 médon
lehet eljutni egy atszallassal. (A két feltételt egytitt tgy fogalmazhatjuk meg, hogy barmely két
varos kozott csak egyféleképp lehet legfeljebb egy dtszallassal kozlekedni.)

Ez viszont azt jelenti, hogy T, barmely varosdbdl két jarat indul T,-beli varosba. Ez csak agy
lehetséges a) miatt, ha

d) a T,-beli varosok kozotti jaratok egyetlen hatpontu — grafelméleti értelemben vett — kort
alkotnak.

Ha most a)-d) feltételek figyelembe vételével fel akarjuk rajzolni a jaratok dltal alkotott gréfot,

120



8. Utak, tdvolsdag, dtmérd. Megoldasok

akkor lényegében egyetlen moédon tehetjiik ezt, amit az 1. abra mutat. Ez a graf valoban megfelel
a feladat minden feltételének és 10 pgntja van.

Sa
P

8.4M.1. abra.

Megjegyzés. A kapott grafot Petersen-grafnak nevezik. Tébb fontos tulajdonsagat fogjuk még
latni.

8.6. Ha egy 2-atmérdji grafban minden pont foka legfeljebb harom, akkor a grafnak legfeljebb
tiz pontja van. Egyetlen, a feltételeknek megfeleld tizpontt graf van, ezt a 8.4. megoldas abrédja
mutatja.

8.12. Ha a graf nem 0sszefiiggs, akkor van egy k& > 0 pontt komponense. Ennek minden pontja
a tobbi n — k pont mindegyikével a komplementerben van 0sszekotve. Tehat a komplementerben
barmely két pont vagy éllel van 6sszekotve, vagy egy legfeljebb ketté hosszu tuttal. A komple-
menter atméréje tehat kettd, vagy tires graf esetén egy.

8.4. a) A 8.1. feladatban lattuk, hogy elséfokt pont nem lehet a grafban, mert annak szomszédja
telitett pont volna. Tehat minden pont foka legalabb 2. Ha a grafban minden pont foka legalabb
3, akkor az élszama legaldbb 3n /2, és kész vagyunk. Feltehet6 tehét, hogy van egy x masodfoku
pont a grafban.

Legyen x két szomszédja y és z és legyen H a marad6 n — 3 pont halmaza. H minden pontja
Ossze van kotve y és z koziil legalabb az egyikkel, vilasszunk ki minden H-beli ponthoz egy-egy
ilyen élt. Ez n — 3 él, amihez hozzavéve az xy és xz élt eddig n — 1 éliink van. De H minden
pontjabol indul még legalabb egy él (hiszen legaldabb masodfokd minden pont), ez még legaldbb
(n — 3)/2 él, ami Gsszesen éppen (3n — 5)/2 élt jelent.

Ha n = 4, akkor ez legaldbb négy élt jelent és a négypontt kérnek ennyi éle van és 2 az
atméréje. Ha n = 5, akkor ez legalabb 6t élt jelent és az 6tpontd kornek ennyi éle van és 2 az
atméréje.

b) n = 5-re az 6t hosszi kor a példa. Ha pedig ennek egy pontjat ,megsokszorozzuk”, akkor
minden n-re kapunk egy megfelel6 grafot. Megsokszorozason a kovetkezot értjiik. Legyen x az
0tsz0g egy pontja, két szomszédja y és z. Vegylink még n —5 darab pontot és mindegyiket kossiik
Ossze y-nal és z-vel. Kénnyen lathato, hogy az igy kapott n pontt, 2n — 5 éli grafnak tovabbra
is 2 az atmérdje és nincs telitett pontja.

8.5. A 8.4. feladat a) részének megolddsmenetét kovetjiik. De most a pontszamra vonatkozé
teljes indukciét is alkalmazunk. n = 5-re lattuk, hogy legaldbb 6t élre van sziikség, tehat a
kezd6 1épés biztositva van.

Legyen G egy n pontt, 2-4tmérdji graf, n > 5 és tegyiik fel, hogy n-nél kisebb grafokra méar
tudjuk a feladat allitasat. Legyen a G-beli fokszam minimuma k. Ha k legalabb négy, akkor a
graf élszama legaldbb 2n, tehat nincs mit bizonyitanunk. ¥ = 1 nem lehet, mert akkor a 8.1.
feladat szerint a szomszédja telitett pont volna. Tehat k = 2 vagy k = 3.

a) k = 3. Legyen = egy harmadfokd pont és legyenek x szomszédai y, z,u. Legyen a tovabbi
pontok halmaza H. H minden pontja 6ssze van kotve y, z, u kozil legalabb eggyel (mert a graf
2-4tméro6ji1). Valasszunk ki H minden pontjahoz egyet y, z, u koziil, amellyel 6ssze van kotve. (L.
a szélességi favazat az ALG.I1.3.3. feladatban.) Ez az xy, zz, xu élekkel eddig n — 1 él. Hagyjuk
el ezt az n — 1 élt a grafb6l. H minden pontja legalabb harmadfoki, tehat a marad6 grafban
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Megoldasok 9. Fliggetlen pontok és élek

még legaldbb masodfoki. Ez Osszesen legalabb annyi élt jelent, amennyi H pontjainak szama,
azaz n — 4-et. Tehét Osszesen legaldbb (n — 1) + (n — 4) = 2n — 5 éle van a grafnak.

b) k = 2. Legyen x egy méasodfoki pont, két szomszédja legyen y és z. Tegyiik fel elészor,
hogy y-nak és z-nek nincs kozos szomszédja z-en kiviil. Legyen y tovabbi (z-t6l kiillonbo6zé)
szomszédainak halmaza Y, z tovabbi szomszédainak halmaza Z. E két halmaz z,y, z-vel egyiitt
kiadja a graf osszes pontjat, kiillonben z-bdl nem volna minden kettd hossza tuttal elérhetd. Az
xy,xz, yY, zZ élek egyiitt tehat n — 1 élt adnak. Két esetet valasztunk szét.

bl) Ha = az egyetlen mésodfokd pont a grafban, akkor ennek az n — 1 élnek az elhagydsa utan
Y U Z minden cstcsa még legalabb masodfokt marad, tehdt ez még legalabb annyi él, ahany
csics Y U Z-ben van, azaz n — 3. Ebben az esetben tehat legalabb 2n —4 élt is tudunk garantalni.
Ugyanez a meggondolas megy akkor is, ha z-en kiviil csak y vagy z volna mésodfoku.

b2) Ha Y U Z halmazban is van egy méasodfokd pont. Feltehetjiik, hogy ez a pont Y-ban
van, jeloljiik y/'-vel. Elészor legyen u az Y halmaz egy tetszbleges pontja. Tudjuk, hogy u nincs
Osszekotve z-vel, tehat van egy kozos szomszédja vele, azaz u 6ssze van kdtve Z valamelyik pon-
tjaval. Ez azt jelenti, hogy Y minden pontjabdl fut legalabb egy él Z-be. (Ugyanez természetesen
igaz Z pontjaira is: beldliik is fut legalabb egy-egy él Y-ba.) Vegyiik most az y’ pontot. Mivel
masodfokt és egyik szomszédja y, igy a masik szomszédja biztosan Z-ben van, legyen ez a szom-
szédja 2. Mivel a graf &tmérdje 2, 1/-bél is minden pontot el kell érniink kettd hosszi tuttal. Ha
y-on keresztiil indulunk, akkor csak Y U {x} pontjaihoz jutunk el. Tehdt Z pontjaihoz csak z'-n
keresztiil vezethet az 1it. Ez viszont azt jelenti, hogy 2’ 6ssze van kotve Z minden més pontjdval.
Ez |Z] — 1 él. Mésrészt Y minden pontjabdl is indul legaldbb egy-egy él Z-be, ez tovabbi |Y| él,
osszesen eddig |Z]| 4+ |Y| —1 = n —4 él. Hozzavéve az xy,xz, yY és zZ éleket, ami tovabbi n — 1
él, Osszesen ismét legalabb 2n — 5 élt kapunk.

Marad az az eset, amikor x méasodfokd pont, és két szomszédjanak, y-nak és z-nek van kozos
szomszédja x-en kivill is. Konnyen lathatd, hogy ebben az esetben G — x is 2-atméréji, és
pontszama n — 1. Ha nincs telitett pontja, akkor alkalmazhaté ra az indukcids feltétel, azaz
legaldbb 2n — 7 éle van, s ehhez hozzavéve az xy, xz éleket megint legaldbb 2n — 5 élt kapunk.

Befejezésiil azt kell még megvizsgalnunk, mi van, ha a G — x grafban van telitett pont. Sem
y, sem z nem lehet telitett pont, mert akkor G-ben is telitett pont volna, amit kizartunk. Ha
viszont egy y-tol és z-t6l kiilonbozd u pont a telitett pont, akkor u-bol n — 2 él indul ki. Ez az
xy és xz éllel egyltt mar n él a G grafban. Vegylink egy tetszoleges tovabbi v pontot. Mivel
v nincs 6sszekotve x-szel, vagy y-on keresztiil érhetd el z-bol, vagy z-n keresztiil. Ez minden v
pontra egy-egy tovabbi yv vagy zv élt jelent, 6sszesen még legalabb n — 4 élt. Ebben az esetben
tehat legalabb 2n — 4 élt is tudunk garantalni.

Ezzel a bizonyitast minden esetben befejeztiik.

8.6. Csak n > 10 esetén lehet ilyen graf. Az n = 10 esetben a Petersen grafnak pontosan 15
éle van és 2 az atméréje. A 8.5. feladat megoldasanak a) részét kissé pontositva beldthatd, hogy
elég nagy n-ekre mar nincs ilyen graf.

9. Fiiggetlen pontok és élek

9.1. Ha n = 2k vagy n = 2k + 1, akkor van k fiiggetlen él, tébb pedig nem lehet. Tehat
v(Kn) = [n/2].

9.2. a) A kocka barmely négy parhuzamos éle négy fiiggetlen él. Miutan nyolc csticsa van, tébb
fiiggetlen éle nem is lehet. Tehat ebben az esetben v(G) = 4.

b) Az oktaéderben nincs harom fiiggetlen él, kett6t viszont konnyt taldlni. Itt v(G) = 2.

c¢) Az ikozaédernek 12 csicsa van, és van benne 6 fliggetlen él. L. az 1. 4brdt. Tébb nem lehet,
tehat itt v(G) = 6.
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9. Fiiggetlen pontok és élek Megoldasok

9.2M.1. abra.

9.3. a) Az Otszogben két fiiggetlen él van, azaz v(Cs) = 2.
b) Az n = 2k és n = 2k + 1 pontd kérben egyarant k fiiggetlen él van. Tehat v(C,) = [n/2].

9.4. Vegyiik a Hamilton-kér minden méasodik élét.

9.5. a) Ha a grafban van olyan kor, amelynek legaldbb 2k + 2 pontja van, akkor ebben a kérben
van k + 1 figgetlen él. A mi grafjainkban tehdt a legnagyobb kor hossza maximaélisan 2k + 1
lehet. Ez viszont lehetséges: egy 2k + 1 (és egy 2k) pontu grafban tényleg k a fiiggetlen élek
maximalis szdma.

b) Mivel egy 2k + 1 ponti korben van k fliggetlen él, ezért a graf tovabbi pontjai kozott nem
futhat él. S mivel a koér barmely pontjat elhagyva is van még k fliggetlen él, ezért egyik pontjabdl
sem indulhat ki a kéron kiviili pontba él. Tehét a graf tobbi pontja izolalt pont. Vagyis a grafnak
van egy 2k+1 pontti komponense, amelyben van Hamilton-koér, a tobbi komponense izolalt pont.

A grafnak akkor van a legtobb éle, ha a kor pontjai teljes grafot alkotnak. Ennek (2k + 1)k
éle van.

9.6.

1. megoldas. Ha n = 3, akkor lehet harom éle, a haromszégben nincs két fliggetlen él. Minden
mas n értékre n —1 a maximum, és ha n nem 3 vagy 4, akkor egyetlen n ponti, n—1 éli egyszerti
graf van, amiben nincs két fliggetlen él: az n pontu csillag.

Tegyiik fel, hogy a G grafban nincs két fliggetlen él, és legyen zy a graf egy éle. Minden tovabbi
e él egyik végpontja x, vagy y, ellenkez6 esetben e fliggetlen volna xy-t6l. Ha van olyan z pont,
amellyel z is, y is Ossze van kotve, akkor a grafban nem lehet tovabbi él, hiszen az e harom él
valamelyikétol fliggetlen lenne. Ha pedig nincs ilyen z pont, akkor vagy x-bol, vagy y-bdl nem
indul él, hiszen ha volna egy zu és egy yv él, ezek fiiggetlenek volndnak (u # v). Tehét a graf
minden éle z-bél indul (vagy minden éle y-bdl indul). Nyilvanvaléan akkor van a legtébb él, ha
a graf egy csillag.

A kritikus graf tehat az n pontu csillag és az a graf, amely egy haromszoghdl és n — 3 darab
izolalt pontbdl all.

Ebbdl mar kovetkezik, hogy n = 3-ra a maximalis élszam harom, a haromszog a maximalis
élszamu graf, ha viszont n > 4, akkor a maximalis élszam n — 1. n = 4-re a harompontu csillag
is, a haromszogbdl és egy izolalt pontbdl allé graf is maximélis élszami, ha n > 4, akkor csak
az n pontu csillagnak van maximalis élszdma.

2. megoldas. Lényegében ugyanez a bizonyitds elmondhaté az 1.3. feladatra hivatkozva is.
Nevezzik kritikus grdafnok azokat az egyszert grafokat, amelyekben nincs két figgetlen él, de
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Megoldasok 9. Fliggetlen pontok és élek

barmely még nem szerepld élt behiizva mar keletkezik két fliggetlen él. Az emlitett feladat szerint
egy ilyen grafban vagy van telitett pont, vagy van izoldlt pont. De az izolalt pontokat nyugodtan
elhagyhatjuk, ettdl a graf tovabbra is kritikus graf marad és most mar biztosan van benne telitett
pont, legyen ez x. Ha = két szomszédja kozott fut egy e = yz él, akkor z-nek nem lehet tovabbi
szomszédja. Ha ugyanis u egy tovabbi szomszédja volna, akkor xu és yz két fiiggetlen él volna.
Tehat az izolalt pont nélkuli kritikus grafok a haromszog és a csillag.

9.7. Legyen x1y1,...,TrY; egy maximalis fiiggetlen élrendszer a grafban. A graf tobbi pontjanak
halmazat jeloljiik T-vel. T pontjai kozott nem futhat él. Meg akarjuk becsiilni, hany él indulhat
az x; és y; pontokbdl T-be. Ha z;-bdl megy él egy uel pontba, akkor a parjabdl, y;-bél nem
futhat él T-nek u-tél kiilonb6z6 pontjaba. Ha ugyanis futna él egy vel pontba, akkor az x;y; élet
kicserélhetnénk az x;u,y;v élparra és nagyobb fliggetlen élrendszert kapnank, ami ellentmond
feltevéstinknek.

Ebbdl viszont kovetkezik, hogy vagy u van 6sszekotve x;-vel és y;-vel és T' tobbi pontja koziiliik
egyikkel sem, vagy y; nincs 6sszekotve T egyetlen pontjaval sem. Mindkét esetben legfeljebb n—2k
él fut az z;y; végpontjaibdl T-be. Ezt az Osszes x;y; élre Gsszeadva azt kapjuk, hogy a fliggetlen
élek végpontjaibdl T-be legfeljebb k(n — 2k) él fut. Masrészt a fiiggetlen élek végpontjai kozott
legfeljebb k(2k — 1) él fut. Ez 6sszesen legfeljebb kn — k él, ahogy a feladat éllitja. (Erdemes
meggondolni, hol hasznéltuk, hogy n > 2k + 2.

Ha n = 2k + 1, akkor a teljes grafban sincs k + 1 fliggetlen él, tehdt a maximalis élszam
k(2k +1).

9.9. A 9.7. feladat megoldasanak gondolatmenetét fogjuk alaposabban szemiigyre venni.

Vegyiink tehat két fliggetlen élt, legyenek ezek x1y1, zoy2. A 9.7. feladat megoldasdban lattuk,
hogy e négy pontbdl a tobbi pontba legfeljebb 2(n —4) él indul. Ha a négy pont kézott legfeljebb
négy él van, akkor 6sszesen legfeljebb 2n — 4 él van, ezzel az esettel nem kell foglalkoznunk.

Ha a négy pont kozott legalabb 6t él van, akkor a kényelem kedvéért betiizziik at e négy pontot:
legyenek az a, b, ¢, d pontok és tegyiik fel, hogy az ab, ad, bc, bd, cd élek a grafban vannak. Legyen
T a graf tobbi pontjanak halmaza. Tudjuk, hogy T" pontjai kozdtt nem fut él.

Tegyiik fel, hogy c¢-bdl indul él egy uel pontba. Ha egy u-t6l kiillonb6z6 vel pontbdl indulna
él b-be, akkor bv, uc, ad harom fiiggetlen él volna. Hasonlé a helyzet, ha v-bdl d-be indulna él.
Ha v-bdl a-ba indulna él, akkor va, bd, cx hdrom fiiggetlen él volna, megint ellentmondéas. Tehat
v-bOl csak c-be indulhat él.

Ugyanez elmondhaté a-ra is, és ha az ac él is szerepel, akkor ugyanez elmondhaté b-re és d-re
is.

Ebbdl az kovetkezik, hogy harom esetet kell vizsgdlnunk:

a) ac nem él és két végpontjdbdl nem indul él T-be. Ekkor b és d a graf osszes élét lefogja, a
grafnak 2n — 3 éle van és n darab élben (nevezetesen a bd élben) illeszkedé haromszogbdél all.

b) A négy pontbdl egyéltaldin nem indul él, ekkor a grafnak legfeljebb hat éle lehet, ami kevés.

c) Esetleg atbetiizéssel feltehetjiik, hogy c-bél indul él valamely ueT-be és bd éle a grafnak.
Ezen beliil két esetet kaptunk.

cl) Vagy u van a négy pont koziil tobbel 6sszekotve, és ekkor T t6bbi pontjabdl egyaltalan
nem indul él, ekkor Osszesen legfeljebb tiz éle van a grafnak, ami n > 6-re kevesebb 2n — 3-nél.
n = 6-ra viszont a maximumot adja.

c2) T minden pontja c-vel van sszekétve a négy pont kozil. Ez legfeljebb n — 4 él, plusz a
négy pont kozott futd 6t vagy hat él, ez még mindig csak n 4 2 él, ami kevesebb, mint 2n — 3.

9.1. Vilasszunk ki két embert, akik ismerik egymadst, legyenek 6k F; és Es. Vegyilink egy har-
madik embert, Fs-at. F3 hdrom embert ismer, tehat van egy F1-t6l és Fs-tol kiilonbozd FEy
ismer6se. Marad még két ember: E5 és Fg. Ha 6k is ismerik egymast, maris kész vagyunk:
leiiltetjik 6ket Es, Fy, Fg, E1, E3, E5 sorrendben egymaés mellé.
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9. Fiiggetlen pontok és élek Megoldasok

Kozbevetdleg: azt kell bizonyitanunk, hogy egy 3-reguldris hatponti grafban van harom
fliggetlen él. Egyelére talaltunk kettét: az FyFo és az E3Ey élt, és feltehetjiik, hogy FEsFEg nem
él a grafban. Akkor viszont Es-nek az elsdé négy ember kozott harom ismerdse van, atbetiizéssel
elérhetjiik, tehat az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy példaul Ei-et és Fo-t is-
meri. Mésrészt Eg is harmat ismer az els6é négy emberbdl, tehdt Fy és Fo koziil is ismer legaldbb
egyet. Ismét az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy FEi-et ismeri. Ekkor viszont
az By Ey part kicserélhetjiik az Fy Eg és FoFEs parokra, és talaltunk harom megfelelé part, azaz
harom fiiggetlen élt a grafban.

9.4.

1. megoldas. Ha a parhuzamos éleit vessziik, ezek teljes parositdst alkotnak, ilyenbdl harom
van. Ha nem ilyet keresiink, abban kell lennie két kitér6 élnek. Az ABCDFEFGH kocka AB
és CG kitér6 éléhez egyféleképpen talalhatunk még két élt, amely velitk egyiitt teljes parositast
alkot: DH és EF. Ugyanez az egyetlen teljes parositas tartozik az AB és D H kitér6 élparhoz is.
Az AB és FG kitér6 élparral az EH és CD élpar alkot teljes parositast. Tehat minden él 6sszesen
hérom-harom teljes parositasban szerepel, minden teljes parositasban négy-négy él szerepel, a
kockanak tehat Osszesen kilenc teljes parositasa van. Lasd a 9.4M2. abrajat.

2. megoldas. A kocka élei harom parhuzamos élnégyest alkotnak. Egy teljes parositasban négy
¢él van, tehat biztosan van kozottik két parhuzamos. Két olyan parhuzamos él, amelyik nincs
ko6zos lapon (példaul az AB és GH él), csak egyféleképpen egészithetd ki teljes parositdssa: ha a
maradé két parhuzamos élt vessziik hozzdjuk. Két azonos lapon levé él viszont (példéul az AB
és EF él) kétféleképpen is kiegészithetd (lasd az 1. 4brat), ebbdl az egyik ,4j”. Igy tehét hat ,1j”
teljes parositast kapunk a parhuzamos élnégyeseken kiviil. Ez 6sszesen kilenc teljes parositas.

H G

'
'
'
'
'
'
@ussnnnnnhans
.

A B
9.4M2.1. abra.

9.5. A negyedfoki pontokat 0sszekotd élek egyike sem szerepelhet a teljes parositdsban, mert
ha szerepelne, akkor k6zos méasodfoki szomszédjuk kimaradna a parositasbél. A maradd élek
egy hatpontu kort alkotnak, ennek két teljes parositasa van.

9.6. a)-nak 4 (a két széls6 haromszog minden éléhez egy-egy valamint a kozépsé ,, gerendakbol”
alakitott teljes parosités).

b)-nek 11:

— vagy vesszik az Osszes kiill6t, ez egy lehetOség,

— vagy a kiils6 a 06tszogbdl két fiiggetlen élt, ehhez mar csak egy kiill6t vehetiink és akkor
beliilrél is két, a kivilrél valasztottal parhuzamos fiiggetlen él kell, ez 6t lehet6ség. Ugyanezeket
kapjuk, ha belilrdl vesziink két fiiggetlen élt.

~Marad az az eset, ha beliilrdl is, kiviilrdl is egy-egy élt vesziink. Ekkor harom kiillé kell,
ezeknek szomszédosaknak kell lenniiik, s hozzajuk a kiviilrol vett éllel parhuzamos belso élt kell
valasztani. Ez ismét ot lehetGség.
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c)-nél ha az egyik, a két négyest Osszekotd él szerepel, akkor szerepelnie kell a masiknak is
(MIERT?), s ez csak egyféleképp fejezhets be. Ha egyik ilyen él sem szerepel, akkor mindkét
,majdnem teljes négyesb6l” kell egy-egy 1-faktornak szerepelnie, ez négyféleképp lehetséges.
c)-nek tehét dsszesen 6t teljes parositdsa van.

9.7. Azt kell meggondolnunk, hogy amikor a grafot létrehoztuk, nemcsak a legfels6 pontot
valasztottuk tetszdlegesen a graf pontjai koziil, hanem a harom szomszédjat is tetszdleges sor-
rendben felrajzolhattuk (kihasznéljuk, hogy a végeredményiil kapott grafrél tudjuk, hogy egyértelmii).
Tehat a legfelsd pontbol — nevezziik x-nek — indulé barmelyik él szerepe egyforma. Vegyiik a
bal oldalit. Az x-bdl indul6 tovabbi élek mar nem jonnek széba a teljes parositashoz. A méasodik
szinten levé pontok koziil tehat mind a kozépsot, mind a jobb oldalit egy-egy lefelé mené éllel
kell lefedniink. A ko6zépsébol lefelé induld két él az eléz0khoéz hasonlé okoskodas miatt szin-
tén ,egyforma”, tehat mindegy, melyiket valasztjuk. Ha itt is a bal oldalit valasztjuk, akkor a
harmadik csticsndl is a bal oldalit kell valasztanunk (kilénben a legalsé szinten a legszélén bal
oldalt all6t méar nem tudjuk lefedni.) S ezt a harom élt mar egyértelmiien lehet teljes parositéssa
kiegésziteni.

Mivel az elso élt haromféleképp valaszthattuk, a méasodikat kétféleképp és utdna mar nem volt
szabad valasztasunk, ezért hat teljes parositas van.

9.10. Ha k és n nem egyenld, akkor egy sincs. Ha k = n, akkor egyenl6 az n elemii permutaciok
szamaval, n!-ral, hiszen az egyik csoport pontjainak sorrendjét rogzithetjilk, és a masik csoport
pontjait tetszbleges sorrendben az els6 pontjai mellé irhatjuk, mindegyikhez tartozik pontosan
egy teljes parositas (és mas nincsen).

9.11. Ha n paratlan, akkor egy sincsen. Ha n péaros, akkor annyi, amennyi egytol n — 1-ig a
paratlan szamok szorzata, azaz (n — 1)!l. Szdmozzuk meg ugyanis a pontokat egytdl n-ig. A
teljes parositas éleit a kovetkezo sorrendben soroljuk fel: elészor felirjuk, hogy az egyes szamu
pont melyik ponttal van parositva. Aztan sorra mindig megnézziik, hogy a legkisebb, még nem
parositott pont melyik ponttal van 6sszekétve. Ha minden teljes parositast igy irunk fel, akkor
mindegyiket pontosan egyszer fog szerepelni. Az els6¢ pontparndl n — 1 valasztasunk van, a
masodiknal n — 3, altalaban a k-adiknal n — 2k + 1.

9.1. Egy grafot pontosan akkor neveziink paros grafnak, ha pontjainak halmaza két fiiggetlen
ponthalmaz uniéja.

9.4. Harom pont nem elég. Ha ugyanis vesszik a kockdnak négy, parhuzamos élét, ezek koziil
semelyik kettének nincs kozos csticsa (vagyis a kocka grafjanak négy fiiggetlen élét alkotjdk).
Ha tehat harom pontot hagyunk el a kocka grafjabdl, akkor e négy él valamelyike még biztosan
megmarad.

Viszont ha négy olyan csiicsot hagyunk el, amelyek szabdlyos tetraédert alkotnak, akkor a
megmaradd négy pont kézott nem fut él (azok alkotjak a masik szabdlyos tetraédert). Ugyanezt
megfogalmazhatjuk a kovetkez6képpen is: a kocka grafja paros graf, amelynek mindkét osztalya
négy pontbdl all (a megfelel6 csiicsok egy-egy szabdlyos tetraédert alkotnak). Barmelyiket el-
hagyva csak a masik osztaly pontjai maradnak és azok fliiggetlen ponthalmazt alkotnak.

9.7. A 9.2. és 9.5. feladatban belattuk, hogy az 6tszog és altalaban a 2n + 1-sz0g éleinek
lefogasahoz eggyel tobb pont kell, mint ahany fiiggetlen éliik van.

Ha egymas mellé tesziink példaul k darab Gtszoget, akkor az igy kapott grafban a fiiggetlen
élek maximalis szama 2k, mig az élek lefogasdhoz legalabb 3k pontra van sziikség, tehat a két
mennyiség kiilonbsége k, ami akirmilyen nagy lehet.
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Még egyszeriibb példa az n pontu teljes graf. Ebben a fiiggetlen élek maximuma |n /2], mig
az Osszes ¢l lefogdsdhoz n — 1 pontra van sziikség. A kettd kiilonbsége legalabb (n —1)/2, s ez
tetszOlegesen nagy lehet n novelésével. Ez a feladat mindharom részére egyszerre ad valaszt.

9.8. a) Ha a graf k — 1 fiiggetlen élbdl és egy tovabbi haromszogbdl all, akkor élei lefogasahoz
legalabb k + 1 pont kell.

b) Ha a graf k darab paronként pontdiszjunkt haromszoghél all (lasd az 1. abrét), akkor élei
lefogasahoz legalabb 2k pont sziikséges.

V'\/—\_/
k
9.8M.1. abra.

c) Vegyiik a graf egy maximalis fiiggetlen élrendszerét. Ennek az élrendszernek legfeljebb k éle
van, és az élek végpontjai egyiitt minden élt lefognak, hiszen a maximalitds miatt az élrendszeren
kiviili pontok nem lehetnek egymassal sszekotve. L. a 2. dbrat

[ I o I =~ itt nem fut él
\_/x/—\/
k
9.8M.2. abra.

9.2. A kocka grafjanak pontjait barmely négy ,parhuzamos” — azaz fiiggetlen — él lefedi. Egy
2k-pont kort minden masodik éle lefed, tehat k éle lefed. Egy 2k + 1 pontt kort k& + 1 éle fed
le. Ugyanigy a teljes grafot is paros n-re n/2 fiiggetlen éle lefedi, paratlan n-re (n + 1)/2 éllel
tudjuk lefedni. A Kj,; teljes paros grafot k& <[ esetén [ éllel tudunk lefedni. Vesziink a kisebbik
ponthalmazbdl indulé &k darab fliggetlen élt és a lefedetlentil marado6 [ —k pontot egy-egy tovabbi
éllel lefediink. A 8.4. feladat tizponti grafjaban van 6t fliggetlen él, ezek tehat lefedik a grafot.

Az ikozaéder grafjaban van egy 10 hosszt kor. Ennek két szomszédos pontjat a kimaradd két
cstucsbdl induld egy-egy éllel le tudjuk fedni, a marad6 nyolc pontot pedig a kor négy élével
lefedjiik. Tehat az ikozaéder grafjaban van hat éli lefedd élrendszer.

Ugyanez egyszeriibben elmondva: a 9.2. feladatban lattuk, hogy az ikozaéder grafjaban van
teljes parositds és tudjuk, hogy a teljes parositas egyben minimalis lefed6 élrendszer is.

Az n pontu csillag lefedéséhez n — 2 él kell (a telitett pontot és egy els6foki pontot lefediink
egy éllel, de a t6bbi els6foki mindegyikéhez kell egy-egy tovabbi él).

A k darab diszjunkt haromszogbél 4ll6 graf minden haromszogének lefedéséhez két-két él kell,
ez Osszesen 2k él.

10. Vegyes grafelméleti feladatok

10.1. Nem. Ellenpélda minden ,csillag”.

10.2. Nem. Csak kicsit kell a kordbbi ellenpéldan médositanunk. Vesziink két pontot, amelyek
nincsenek Osszekotve egymassal, de 6ssze vannak kétve minden tovabbi ponttal. Ez utobbiak
sincsenek egymadssal Osszekotve. Vagyis vesziink egy Ko ,_o teljes paros grafot.
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Megjegyzés. A feladat folytatdsa az tigynevezett ,Bardtsag-probléma”. Ez azt mondja ki, hogy
ha egy tarsasagban barmely két embernek pontosan egy kozos ismerdse van, akkor vagy min-
denkinek azonos szamu ismerGse van, vagy van olyan ember, aki a tarsasag minden tagjat ismeri.
Ennek az allitasnak a bizonyitdsa azonban igen nehéz. L. [17] 1. fejezet 27. feladatét.

10.4. Ha van olyan ember, F, aki legfeljebb n méasikat ismer, akkor valasszuk ki 0t és az ismerd-
seit. Ha F-et nem ismeri F/, akkor valamelyik ismerdse ismeri, hiszen barmely két embernek, igy
FE-nek és F-nek is van kozos ismerdse.

Ha minden ember legalabb n + 1 masikat ismer, akkor valasszuk ki az egyiket, most legyen 6
E. Rajta és ismerSsein kiviil legfeljebb 2n — 2 ember maradt. Allitsuk 8ket parba tetszélegesen.
Minden parnak van egy kozos ismerdse, ez a legfeljebb n — 1 ember és E egyltt E-n kiviil
mindenkit ismer. Ha még hozzajuk vessziikk E egy ismer6sét, akkor mar taldltunk n + 1 embert,
akik egyutt mindenkit ismernek.

10.5. Vegyiik sorra a poliéder éleit, és irjunk mindegyikre egy-egy primszamot, mindegyikre
masikat. Ezutan vegyiik sorra a poliéder csticsait és minden csicsra azt a szamot irjuk, amelyet
ugy kapunk, hogy 6sszeszorozzuk a bel6le induld éleken all6 primeket. Az igy kapott szamozas
megfelel6 lesz: két élszomszédos csticson allé szam kozos osztdja éppen az Osszekoto élen allo
primszam lesz, két nem szomszédos cstcsra viszont olyan szdmok keriiltek, amelyeknek nincs
kozOs primosztojuk, igy egynél nagyobb koézos osztojuk sem.

Az eljarast barmely egyszeru grafra ugyanigy elvégezhetjiik, tehat példaul arra a grafra is,
amit ugy kapunk, hogy a poliédert grafnak tekintjiik és vessziik a komplementerét.

10.8. A graf pontjai szerinti teljes indukciét alkalmazunk. Ha minden pont foka péros, akkor
nincs mit bizonyitanunk.

Ellenkez6 esetben van egy paratlan fokd x pont. Legyen x szomszédainak halmaz a S, és a
tobbi pont halmaza T'. Vegyilik az S altal feszitett részgraf komplementerét és vegyiik ehhez
hozzéa az ST és a T'T éleket.

A kapott G’ grafra alkalmazzuk az indukcids feltételt: S is, T is két részre bomlik — S = S'US”
és T =T UT" — gy, hogy az S"UT’ és az S” UT" 4ltal G'-ben feszitett részgrafokban minden
pont foka péaros. S’ és S” koziil az egyik paratlan, a masik paros sok pontbdl all, mondjuk S’ all
paratlan sokbdl és S” péaros sokbdl. Cserélljiik ost vissza S’-ben és S”-ben az éleket az eredeti
élekre és tegyiik hozzd z-et S”-hoz. Ekkor S’-ben minden pont fok paritdsa megmarad(!) és
S”-ben megfordul, de miutédn hozzévettiik z-et, amivel S” minden pontja Ossze van kotve, ezért
itt is minden pont foka paros marad. Végiil = foka is paros, hiszen S” minden pontjival 6ssze
van kotve és S” pontszama paros.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

10.1. Ha van zart Euler-séta, akkor minden pontba pontosan annyiszor megytiink be, ahanyszor
kijoviink bel6le, tehdt minden pontbdl paros sok él indul.

Tegyiik fel most, hogy a graf minden pontjanak fokszédma péaros. Nevezziik ,,jénak” a graf olyan
sétait, amelyeknek — kivételesen — azonos a kezdd és a végpontja és egyetlen élt sem tartalmaz
kétszer.

Vegyiik a leghosszabb jé sétat. Azt allitjuk, hogy ez a graf minden élét tartalmazza. Ha ugyanis
egy élt nem tartalmazna, akkor az Osszefiigglség miatt volna olyan zy él is, amit nem tartalmaz,
s aminek z végpontjat mar érintette a séta. Masrészt a séta minden pontnal paros sok élt ,,foglal”
le, tehat elhagyasa utdn is minden pont foka paros. Vegyiik a maradé grafban z komponensét.
Megmutatjuk, hogy a séta béviheté egy x-bdl induld jo sétaval. Induljunk el az xy élen, y-bol
indul él y-on kivil, hiszen paros a fokszama. Ezen tovabbhaladhatunk. Mindig egy 1j ponthoz
jutunk, és az épp most alakul6 sétank eddig ennél a pontnal paratlan sok élt hasznalt el, tehat
van még egy, eddig nem hasznalt él, amin tovabbhaladhatunk. Ebbdl egyetlen kivétel van: ha
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visszaértiink az x pontba. Mivel véges a graf, egyszer visszaériink. Ezzel taldltunk egy jo sétat,
amit ,hozzaragaszthatunk” a maximalis sétdnkhoz. Ez ellentmondas.

A leghosszabb jé séta tehat tartalmazza a graf minden élét.
Megjegyzés. A bizonyitas valéjaban algoritmust ad, amely a grafban vagy taldl egy paratlan
foku pontot, vagy talal egy zart Euler-sétat.

10.2. A 4-reguldris grafnak van zért Euler-sétaja (1. a 10.1. feladatot). Jarjuk be ennek éleit
sorban, és szinezziik 8ket felvaltva feketére és fehérre. Igy amikor egy pont sorra jon, akkor egy-
egy bel6le induld él lesz fehér és fekete. Tehat a kezdGpont kivételével biztosan minden pontbol
két-két fehér és fekete él indul ki. A kezd6pontban viszont azért lesz két-két fehér és fekete él,
mert a grafnak paros sok (2n) éle van, tehédt az utolsé él az elsével ellenkezd szinii lesz.

10.3. Nyilvan elég 6sszefiiggd grafokra bizonyitani.

A graf minden pontja paros, tehat a 10.1. feladat szerint van zart Euler-séta (,,Euler-kor”) az
élein.

A graf élszama paros, mert fokszamosszege oszthatd néggyel. Ebbol kovetkezik, hogy az Euler-
séta éleit ki tudjuk szinezni két szinnel Ggy, hogy felvaltva szinezziik az éleit. Tekintsiik az egyik
szint. Az a G feszitd részgraf, amelynek az els6 szinti élek az élei, egy 2-reguldris graf. Kénnyen
lathaté, hogy ez azt jelenti, hogy ez a részgraf pontdiszjunkt korokbol all. Masrészt a 4.1. feladat
szerint G minden kore paros, tehat ezeknek a koroknek az élei is felvaltva szinezheték két szinnel.
Igy viszont mindegyik szin egy 1-regularis részgrafot, azaz egy teljes parositast ad.

10.5. A cstcsokat ugy szamozzuk, hogy a j-edik pont foka legyen d;. Az els6 ¢ pont halmazat H-
val, a tobbi pont halmazat L-lel jeloljik. Kétféleképp megbecsiiljiik a H L élek szamat. Egyrészt
az ilyen élek szama nyilvan legfeljebb az L-beli pontok fokszdmanak Gsszege, vagyis d; 1+ d;10+
+...dy,. Méasrészt legaldbb d;+dao+. . .4+d;—i(i—1)/2, hiszen H-n beliil legfeljebb i(i—1)/2 él fut,
a tobbi d; +do+...+d; —i(i—1)/2 élnek H-bdl kifelé kell futnia. E két becslést dsszehasonlitva
a kivant allitast kapjuk.

10.7. Egy grafban nem lehet egyszerre telitett és izolalt pont. Ha egy grafban van telitett
pont, akkor a komplementerében van izolalt pont és forditva. Ha egyik sincs a grafban, akkor
a komplementerében sincs egyik sem. Tehat a sem telitett, sem izoldlt pontot nem tartalmazoé
grafokat parba allithatjuk: mindegyiknek a komplementere lesz a parja. Minthogy n legalabb
2, a csucsok szamozottak, egyetlen grafnak sem lehet énmaga a komplementere. Ezzel a feladat
allitasat belattuk.

10.1. k = 4-re konstrualunk ilyen grafot.

Induljunk ki abbdl a grafbdl, amely az x és az y pontok kozott futd négy darab haroméla
utbol all (az zz22'y, xuu'y, zvv'y és zww'y utakbdl):

Itt = és y mar negyedfoku és a grafnak nyilvan nincs Hamilton-kore, hiszen z-bdl akarmilyen
iton megytlink y-ba, majd vissza z-be, két-két pont mindenképp kimarad. Mar csak az a dolgunk,
hogy a kozbiils6 pontokbdl is negyedfokiakat csindljunk. Hagyjuk el a 22’ élt és kossiik Ossze
ehelyett z-t is, 2/-t is ugyanazzal a harom ponttal, és csinaljuk meg ugyanezt az uu’, vv’ és ww’
élekkel:

A kapott graf 4-regularis, és akarmilyen uton is megyiink x-bol y-ba, majd vissza, legalabb
5-5 pont kimarad. Tehat nincs benne Hamilton kor.

Nyilvanvalé, hogy hasonlé médon barmely k-ra konstrualhato k-regularis graf, amelyben nincs
Hamilton-kor. x és y k6zott k darab haroméli utat kell felvenni, és minden ilyen at kézépsé élét
ki kell cserélni két olyan pontra, amelyik egy teljes k — 1 pontu graf pontjaival van 6sszekotve.
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10.2. a) Egy négypontt teljes graf és egyik pontjabdl kiindulé egyetlen él egy olyan hétéli graf,
amelyben nincs 6tpontt koér. Ha viszont nyolc él van, akkor a komplementerben csak két él van,
ez csak kétféleképp lehetséges és mindkét esetben talalunk 6tszoget a grafban.

b) Egy otpontu teljes graf és egyik pontjabdl kiindul egyetlen él egy olyan 11 éli gréf,
amelyben nincs hatpontt kor. Ha viszont 12 él van, akkor a komplementerben csak harom él
van, ez csak Otféleképp lehetséges és minden eseteben esetben taldlunk hatszoget a grafban.

10.3. Azt &llitjuk, hogy ha egy n pontu grafban legaldbb (";1) + 1 él van, akkor van benne
Hamilton-it és ha ennél legalabb eggyel tobb él van, akkor van benne Hamilton-kor. Nyilvanvalo,
hogy az utébbibdl az el6bbi kovetkezik. Ugyanis ha van egy ("51) +1 élii grafunk, akkor behtizunk
még egy élt, és ebben mar van Hamilton-kor. Két eset van: vagy az eredetiben is volt, vagy benne
van az Gjonnan behuzott él, s akkor azt elhagyva kapjuk a két végpontja kozott futé Hamilton-
utat.

b) allitast fogjuk n-re vonatkozé teljes indukciéval bizonyitani. n = 2-re semmitmonddan
igaz az allitas (nincs két pontu, két éli graf), n = 3-ra pedig azt adja, hogy egy harompontu,
hiroméli egyszerii grafban van Hamilton-kor, ami igaz.

Tegyiik fel, hogy n—1-re mar belattuk az allitast. Legyen G egy n pont, ("51) +2 élli egyszerti
graf. Vegyiik a(z egyik) legnagyobb fokd pontjat, legyen ez x. x foka > (n—1)/2, mert kiilénben
a grafnak legfeljebb (n? —n)/2 éle volna és ez kevesebb a megadott élszamnal. Ha G —  grafban
van Hamilton-kor, akkor az egy n— 1 hosszi kor. Mivel x foka > (n—1)/2, ezért 6ssze van kétve
e kor két szomszédos pontjaval. E két pont kozé tehat ,,beilleszthetjiik” és igy egy n ponti, azaz
Hamilton-kort kapunk.

Marad az az eset, ha G—x-ben nincs Hamilton-kor. Ekkor az indukcios feltétel szerint legfeljebb
("52) + 1 éle van. Az indukcids feltételbél és a megoldas elején mondottak szerint G — z-ben
van Hamilton-tut. Mdasrészt = foka ("51) +1-— (("52) —1) =n—1 tehat a graf minden pontjival
ossze van kotve. Igy a G — z-ben taldlt Hamilton-tt két végpontjaval is. Tehat az egész graf egy
Hamilton-korévé egésziti ki.

10.1. A férfiak egyméds kozott n(2n — 1) jatszmat jatszottak, s ezeket mind férfiak nyerték, ez
tehat biztosan legfeljebb az Gsszes jatszmék 5/12 része. Az Osszes jatszma szama 3n(3n — 1)/2,
s ebbdl azt kapjuk, hogy 24n(2n — 1) < 15n(3n — 1), amibél n-nel valé osztés és rendezés utan
n < 3. Az Gsszesen lejatszott mérkozések szdma n = 1 esetén 3, n = 2 esetén 15, n = 3 esetén
36. Csak ez utébbi esetben lehet a jatszmékat 7:5 aranyban elosztani, tehat n = 3 né vett részt
a jatékban.

Meg kell még mutatnunk, hogy n = 3 esetén valéban elképzelhet6, hogy a ndk &altal nyert
mérkézések szama 21, a férfiaké 15. Ez a kovetkezéképpen lehetséges: a férfiak egymas kozott 15
mérkozést jatszottak, ezeket férfiak nyerték, és az dsszes tobbi meccset, tehat a né-n6 meccseket
és minden no-férfi meccset a nok nyertek.

10.3. Ha barmely két résztvevé talalkozott korabban, nincs mit bizonyitani. Akkor sincs mit
bizonyitani, ha csak két ember van, aki nem taldlkozott kordbban, hiszen rajtuk kiviil minden
ember ismer mindenkit. Ha volna két par résztvevo, a, b és ¢, d, akik nem talalkoztak korabban és
négy kiilénb6z6 ember volna, akkor koziiliik egyik sem ismerhetné a masik harmat. Tehat felte-
het6, hogy a = d. De akkor vegyiink egy tetszbleges tovabbi embert, e-t. Mivel a nem talélkozott
korabban sem b-vel, sem c-vel, ezért a,b,c, e kozil csakis e lehet az, aki taladlkozott mindhar-
mukkal. e tehat taldlkozott a, b, c-vel. Ha volna egy f ember, akivel még nem taldlkozott volna,
akkor példaul a, b, e, f olyan négyes volna, akik koziil senki nem talalkozhatott volna mindharom
mésikkal kordbban. Vagyis e minden résztvevét ismer. Mivel e-t tetszolegesen valasztottuk, ezzel
belattuk, hogy a térsasdg 47 tagja mindenkit ismer. A feladat &llitdsa viszont éppen ezt allitja
més megfogalmazasban.
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Tegyiik fel, hogy a nem ismer egy tovabbi embert, nevezziik 6t e-nek. Ekkor b-nak ismernie
kell mindenki mast, mert ha torténetesen egy f embert nem ismerne, akkor a, e, b, f kdzott nem
volna senki, aki ismeri a méasik harmat.

10.4. Osszuk valahogy két csoportba az embereket. Ha az egyik csoportban taldlunk egy olyan
embert, aki a sajat csoportjabdl tobbet ismer, mint a masik csoportbdl, akkor tegyiik at a masik
csoportba. Ezzel a csoportok kozotti ismeretségek szdma nd, a csoportokon beliili ismeretségek
szama csokken.

Az eljarast addig folytatjuk, amig taldlunk ilyen embert. Mivel a csoportok kozotti személyes
ismeretségek szdma mindig no, egy embert kétszer nem mozgatunk, igy legkésébb 2004 csere utan
az eljaras véget ér. A végallapotban viszont minden ember legaldbb annyi embert ismer a mésik
csoportbdl, mint a sajatjabol. Jeloljiik azt a szamot, ahanyat az x ember a sajat csoportjabol
ismer, ds(x)-szel, azt a szdmot pedig, ahdnyat a masik csoportbdl ismer, d,, (x)-szel. Tudjuk, hogy
az utébbi legalabb akkora, mint az elébbi. Adjuk Ossze az el6bbieket minden emberre, ekkor a
csoportokon beliili ismeretségek kétszeresét kapjuk Euler tétele szerint. Masrészt adjuk Ossze a
dm(z) szdmokat, ekkor a csoportok kozotti ismeretségek kétszeresét kapjuk. Vagyis éppen azt
kapjuk, hogy a csoportokon beliili ismeretségek szamanak 6sszege nem tobb, mint a két csoport
tagjai kozotti ismeretségek szama. Azt kellett bizonyitani, hogy van ilyen csoportositas.

11. Vegyiik a legnagyobbat, a legszéls6t! Bevezeto feladatok
11.1.

1. megoldas. Ha minden szamhoz hozzdadunk ugyanannyit, akkor tovabbra is teljesitik a
feladat feltételét. Felteheto tehat, hogy a szamok nem negativak és az is feltehetd, hogy az egyiken
épp a nulla all. Ha valamelyik szomszédjan pozitiv szam &llna, akkor egy masik szomszédjan
negativ szamnak kellene dllnia, ami ellentmond a feltevésiinknek.

Azt kaptuk, hogy a nullds csicsok szomszédaira is nullat kellett irnunk. Ez mar négy csics. De
ezek szomszédaira is nullat kellett irnunk, igy elériink Gjabb harom cstucsot, s ezek mindegyikének
szomszédja a szemkozti csics, tehat arra is nulladt kellett irnunk.

Tehat az adott feltétel mellett minden csicson ugyanannak a szamnak kell allnia.

2. megoldas. Az elsé megoldasban felhasznaltuk, hogy minden szamhoz ugyanannyit adva
a feladat feltétele tovabbra is teljesiil. Ez énmagaban egy sok helyen jol hasznalhatd otlet. A
feladatunk azonban megoldhaté ennek az 6tletnek a hasznalata nélkiil is. Valéjaban azt a csiicsot
— pontosabban: az egyik olyan csticsot — vettiik, amelyen a nyolc szam koziil a(z egyik) legkisebb
all. Ha ez a szam a, akkor e cstcs szomszédain is az a szamnak kell allnia, mert ha az egyiken
nagyobb &llna, akkor a szomszédok atlaga csak tgy lehetne a, ha legaldbb egyen a-nél kisebb
szam allna, és ez ellentmond az a-ra tett feltételiinknek.

Tehéat ha egy cstcson a legkisebb szam &ll, akkor a szomszédain is ez a legkisebb szam &ll,
annak szomszédain is, végil a szemkozti csicson is. Az adott feltétel szerint tehat minden csticson
ugyanaz a szam all.

Megjegyzés. Természetesen ugyanigy jé volna a legkisebb helyett a legnagyobb szam is.

11.3. A legnagyobb szamu csics szomszédjain is e legnagyobb szamnak kell allnia. Innen a
megoldas azonos a 11.1M2. megoldassal.

11.4. A 11.1M2. megoldas azon mult, hogy ha a a csiicsokra irt szimok minimuma, és valamelyik
cstucson a all, akkor annak szomszédain is a all, majd annak a szomszédain is, és igy tovabb,
tehdt minden olyan cstcson a all, amelyhez eljuthatunk (szomszédos) éleken haladva. Egyszerii
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poliéder esetén pedig barmely csticsbdl barmely csticsba eljuthatunk cstcsban csatlakozd éleken

haladva. Igy tovédbbra is igaz, hogy a feladat feltétele mellett minden cstcson ugyanaz a szdm
all.

11.5. Tovabbra is érdemes a 11.1M2. megoldasanak gondolatat hasznalni. Grafok esetében azt
kapjuk, hogy ha az x csticson a minimalis szam &ll, tovdbba az x és y cstcs kozott van 1t
a grafban, akkor ugyanannak a szamnak kell allnia rajtuk, tehat a graf egy komponensének
Osszes cstcsan ugyanaz a szam all. Osszes csiicsa megszamozasahoz legfeljebb annyi szamot
hasznalhattunk, ahany osszefiigg6 komponensre bomlik a graf.

11.8. Koénnyt ellenpéldat adni. A graf pontjai legyenek az egész szamok, az élek a szomszédos
egészeket kotik Ossze. Ha minden csicsra 6nmagat irjuk (a —1-re a —1-et, a O-ra a 0-t, az 1-re
az l-et, a 2-re a 2-t, a —2-re a —2-t, stb.), akkor nyilvan teljesiil a feladat feltétele.

11.9. A cstcsokra irt szamok koziil a legkisebbet vettiik. Véges sok szam kozott mindig van
legkisebb, de végtelen sok szam kozott nem mindig van.

11.1.

1. megoldas. Vegyiik a(z egyik) legnagyobb élszamu lapjat, legyen ez a lap egy n-szog. A
poliéder egyszerii, tehat ennek a lapnak mind az n éléhez a poliéder egy-egy kiilénb6zo lapja
csatlakozik, ezek élszima azonban csak 3 és n k6zotti szdm lehet. A skatulyaelv szerint van tehat
kozottiik ketto, amelynek az élszama azonos.

2. megoldas. A megoldéas elmondhaté gy is, hogy ne latsz6djék, hogy a ,vegyiik a legnagyobb”
elvet hasznaljuk.

Tegyiik fel, hogy a poliédernek n lapja van és ezek mindegyikének mas-mas szamu cstcsa van.
Mivel a legkisebb csicszam a harom, van egy legaldbb n + 1 cstcsu lapja és ennek minden éle
egy-egy kiilonb6zo6 lappal kozos, tehat a poliédernek legalabb n + 2 lapja van.

11.2. a) Vegyiik az Gsszes olyan Osszeget, amelyben szerepel a legkisebb és a legnagyobb koziil
legaldbb az egyik. Ez 6sszesen 17 Osszeg. Rendezziik sorba a tiz szamot nagysig szerint: a; <
< ag < ... < ay. Vilagos, hogy a legkisebb és a legnagyobb szam koziil legalabb egyet tartalmazo
18 6sszeg mind kiilonbo6z6, nagysag szerint igy kovetkeznek:

a1 +ay<artaz<arta<...<ar+ap<ar+ag<as+aig...<ag+ayg-

Tehat 17 féle kiillonbozé Osszeg biztosan van. Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 szdmokbdl alkotott legkisebb
kéttagt Osszeg 3, a legnagyobb 19, ez Osszesen 17 6sszeg. Ez — és barmely méas szdmtani sorozat
— mutatja, hogy 17-nél tobb kiillénb6z6 6sszeg nem mindig fordul eld.

b) Az a) rész gondolatmenete valtoztatds nélkill alkalmazhaté.  Altalaban
2n — 3-féle kiillonb6zé 6sszeg garantdlhatd, tobb nem.

11.3. a) Ha az adott szdmok nagység szerinti sorrendben: a; < as < ... < a,, akkor a kévetkez8
Osszegek mind kiillonbo6zok :

a1 t+ar+taz<art+aytas<...<ay+ax+ap 1<
<a1+ar+ta,<ar+az+a,<...<ay+an—2+ ap
<) +ap-1+a, <02+ ap-1tap<...<0p—92+anp_1+ Qpn.

Ez 3n — 8 szdm, s ennél tobb kiillonbo6z6 érték szamtani sorozatok esetében nem 1ép fel.

b) Ha a k tagu Osszegeket vizsgdljuk, ugyanezt a gondolatot kell alkalmazni. Vagyis venniink
kell minden j-re azokat az Osszeget, ahol az els6 j tag a legkisebb j szdm, az utolsé k —j — 1 tag
a legnagyobb k — j — 1 szam. Ezek mind kilonboz8k (a fenti médon nagysag szerinti sorrendbe
allithatok) és szamtani sorozatok esetében ennél tobb kiilonb6zé 6sszeg nem 1ép fel.
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11.4.

1. megoldas. Minden lany megszamolja, hany fiat ismer. Az 6t szdm 6sszegének legaldbb 200-
nak kell lennie. Allitsuk nagysig szerinti sorrendbe a kapott 6t szamot.
a) A(z egyik) legnagyobb szam legaldbb 40. Tehat van egy lany, aki legaldbb 40 fiat ismer.
b) Vegyiik a hiarom legnagyobb szamot. Ha ezek Gsszege kisebb volna 120-nél, akkor koziiliik
a legkisebb kisebb volna 40-nél. De akkor a kimaradt két szam is kisebb 40-nél, igy az 6t szam
Osszege kisebb volna 200-nél.

2. megoldas. Ismét megszamolja minden lany, hany fitt ismer, de most e szamok atlagaval
érveliink:

a) Az atlag legaldbb 40, tehat valamelyik szam legaldbb 40.

b) Ha mind a 10 lehetséges médon kivalasztunk harom lanyt, és Osszeadjuk az ismeretségi
szdmaikat, akkor minden lanyt hatszor vettiink sorra. Igy ha 6sszeadjuk ezt a tiz dsszeget, az
Osszeg legalabb 1200 lesz. Tehat van egy Osszeg, ami legalabb a tizede ennek, azaz 120.

11.5.

1. megoldas. Gondolatban vagjuk el egy tetszoleges helyen a nyaklancot, és teritsiik ki. Nézziik
meg, hol lesz a legnagyobb az els6 k szam Gsszegének és k-nak a kiilonbsége (nem abszolutérték-
ben, hanem ténylegesen). Ha t6bb helyen is maximalis lesz ez az érték, akkor vegyiik ezek koziil
az utolsé helyet. Ha a [-edik helyen lesz utoljara maximélis a gondolatban elvagott lancon az
els6 [ szam 0Osszege minusz [, akkor vagjuk el ténylegesen az l-edik lanc utdn. Koénnyen lathato,
hogy az igy elvagott lanc els6é k gyongyszemén all6 szamok Gsszege nem lehet k& — 1-nél nagyobb.
Legyen ugyanis a gondolatban elvigott lanc els6 [ gyongyszemén all6é szdmok és [ kiilonbsége M.
Ha most tovabbmegyiink k helyet, de még nem értiink korbe, azaz [ + k < n, akkor adjuk 6ssze
a gondolatbeli vagastdl az els6 [ + k gyongyon allé szamot és vonjunk le beldle | + k-t. Az elsé
[ gyongyon allo szambol levonva [-et éppen M-et kapunk, masrészt az [ + k helyen a kiilonbség
ennél kisebb, legfeljebb M — 1. Ebbdl kovetkezik, hogy a tényleges vagasi helytél szamitott elsd
k gybngyon allé szam 6sszegébdl levonva k-t legfeljebb —1-et kapunk, azaz e gyongyokon allo
szamok Osszege legfeljebb k£ — 1. Ha viszont méar kérbeértiink, vagyis [ +k =n+ 7, j > 0, akkor
vegyiik kiilon az elsé n gyongyot, ezek az Osszes gyongyot jelentik, a rajtuk all6 szamok Osszege
tehat n — 1. A korbeérést kovet6 j gyongyon allo szam és j kiilonbsége pedig legfeljebb M, tehét
ha igy (multiplicitassal) dsszeadjuk a gyongyokon &ll6 szamokat és kivonunk bel6le [+ k-t, akkor
megint legfeljebb M — 1-et kapunk.

2. megoldas. A bizonyitast elmondhatjuk a kdvetkezo, talan szemléletesebb formaban. Szemeljiink
ki a gyongyon egy helyet, és minden pozitiv m-re definidljuk azt az f(m) fiiggvényt, ami az elsé

m gyongyon all6 szam Osszegének és m-nek a kiilonbsége. Tudjuk, hogy f(n) =n — 1 és azt is
tudjuk emiatt, hogy f(n 4+ m) = f(m) — 1. Tehat a fliggvény a maximumé&t biztosan az elsé n
szam valamelyikén veszi fel. Vegye fel utoljara az [ helyen és legyen f(I) = M. A mondottakbdl
kovetkezik, hogy az f(k + ) fliggvényérték minden pozitiv I-re kisebb f(I)-nél. Vagyis f(k +
+1) — f(I) < —1. De ha meggondoljuk, f(k +1) — f(I) éppen az l-edik hely utén jov6 k darab
gyongyon allé szamnak és k-nak a kiilonbsége.

Talan még szemléletesebb, ha minden gyongyon allé szambdl levonunk egyet. Ekkor azt tudjuk,
hogy a gyongyon 4llé szamok Gsszege negativ. Es azt kell bebizonyitanunk, hogy valahonnan
indulva minden k-ra negativ lesz az els6 k gyongyon allo szam Osszege. Vagy eleve j6 a ,,gondo-
latbeli vagasunk”, vagy jo, ha a gondolatbeli vagastol szamitott utolsé nulla 6sszeg utan vagjuk
el a lancot. (Ez lehet, hogy nagyobb n-nél, de tigyis mod n szdmozzuk a gyongyoket.)
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11.6M.1. &bra.

11.6. Legyen ABC haromszog a(z egyik) legnagyobb tertileti haromszog. Hizzunk parhuzamost
A-n keresziil a BC oldallal, legyen ez az a egyenes. Hasonlbéan legyen b a B-re illeszkedd, AC-vel
parhuzamos egyenes és ¢ a C-re illeszked6 és AB-vel parhuzamos egyenes.

Az ABC héiromszog maximalitdsabdl kévetkezik, hogy példaul az a egyenesnek BC-vel atel-
lenes oldaldn nem lehet megadott pont, mert az a B és a C' pontokkal egy ABC haromszognél
nagyobb tertiletii hdromszoget alkotna.

Tehéat az Osszes megadott pont az a, b és ¢ egyenesek altal hatarolt tartoméanyban van. E
tartomany egy olyan haromszog, amelynek teriilete éppen négyszerese az ABC haromszogének,
tehat legfeljebb négy egységnyi.

Ismeretes, hogy egy haromszogbe irt paralelogramma teriilete legfeljebb fele a haromszog
teriiletének. Ha tehat egy 2 egység teriiletli paralelogramma négy csiicsat vessziik, akkor mind a
négy altaluk hatarolt haromszog teriilete egységnyi, de nem fedhetédk le négy egységnyi teriiletnél
kisebb haromszoggel.

SIS
wy|

11.7M.1. &bra.

11.7. Vegyiik a halmaz egy AB atmér6jét (két pontjat, amelynek tavolsdga maximaélis), legyen
ennek hossza d. Huzzunk AB-vel parhuzamost az AB egyenes mindkét oldalan, t6le 2/d tévol-
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sdgban, és allitsunk meréleges A-ban és B-ben ezekre az egyenesekre. Az igy kapott téglalap
az Osszes pontot magaban foglalja. Ha ugyanis valamelyik merdleges egyenes masik partjan
lenne pont, az az AB szakasz valamelyik végpontjatoél d-nél tdvolabb volna. Ha pedig az egyik
parhuzamos egyenes mésik partjan volna egy C pont, akkor az A BC haromszog teriilete egységny-
inél nagyobb volna. L. az 1. 4brat.

Megjegyzés. Ebben a feladatban mar lényegesen nehezebb annak eldontése, hogy javithaté-e
a négyes szorzo. Bebizonyithat6, hogy barmely négynél kisebb szdmra mar nem igaz a fela-
dat allitasa. Belathaté ugyanis, hogy egy adott paralelogramma koré irhaté téglalapok koziil a
legkisebb teriiletii az, amelynek egyik oldalegyenesparja azonos a paralelogramma egyik oldale-
gyenesparjaval. Ha tehat egy olyan, két egységnyi teriileti paralelogramma négy csiicsat vesssziik,
amelynek egyik szoge ,nagyon kicsi”, a masik ,nagyon nagy” (kozel van az egyenes szoghoz),
akkor a koré irhaté legkisebb téglalap teriilete kozel négy egység teriiletii, a csticsaibol alkotott
mind a négy haromszog teriilete viszont egységnyi terileti.

11.8. Ott hasznaltuk, hogy véges sok pont van megadva, amikor vettiik a legnagyobb tertiletii
haromszoget. Végtelen sok pont esetén nem feltétleniil van ilyen.

11.1. Amikor az utolsénak érkezett latogatsd is megérkezett, mindenkinek ott kellett lennie,
hiszen ha valaki elobb elment volna, az az utolsé latogatéval nem talalkozott volna.
Ugyanigy megfelel az az idépont is, amikor az elsének tavozé latogatéd tavozik.

11.2. Legyen az els6 id6pont most az, amikor az elsének tavozé latogatd tdavozik. Akik ebben
az id6épontban ott voltak, azokkal mar végeztiink. Akik viszont csak ezutdn érkeznek, azok
koziil egyik sem talalkozhatott az Els6 Tavozdval, tehat barmely kettének talalkoznia kellett,
kiilonben az Els6 Téavozo és 6k ketten harom olyan latogatd volndnak, akik koziil semelyik ketto
nem taldlkozott. A 12.2. feladat szerint van egy idépont, amikor ezek mind egyszerre voltak ott.
Ezzel a feladat bizonyitasat befejeztiik.

11.3. k-ra vonatkozé teljes indukciéval ugyanigy bizonyithaté, hogy ha barmely
k + 1 latogatd koziil volt kettd, aki taldlkozott, akkor volt k idépont, amelyeken egyiittesen
minden latogato ott volt.

Tegyiik fel ugyanis, hogy az allitdst k — 1-re mar tudjuk. Tegyiik fel, hogy a koényvtarlato-
gatok koziil barhogyan valasztunk ki k + 1-et, koziilik kettd talalkozott a konyvtarban. Ismét
valasszuk azt az idépontot elsé idépontnak, amikor az elsének tavozd latogatd tavozik. Akik
ebben az idépontban ott voltak, azokkal mar nincs dolgunk. Viszont a tobbiek koziil egy sem
talalkozhatott az Els6 Tavozéval, tehat ezekre teljesiil a feltétel k — 1-re, vagyis barhogy vesziink
kozulik k latogatédt, ezek koziil valamelyik kett6 taldlkozott a konyvtarban. A teljes indukcids
feltevés szerint tehat volt k£ — 1 id6pont, amikor egyiittesen mindannyian ott voltak.

11.1. Vegyiink egyeldre egy tetszoleges T' tanuldt és iskoldja legyen az elsé iskola. Ismerjen 6 k
tanul6t a masodik iskoldbdl, és n + 1 — k tanulét a harmadikbdl. Legyen T egy olyan tanul a
madsodik iskolabdl, akit T ismer. Ha T ismer valakit a harmadik iskoldnak abbdl az n + 1 — k
tanuléjabol, akit T ismer, akkor ez a T”, tanuld, valamint T és T” megfelel a feladat feltételének.
Ha viszont nincs ilyen T"” tanul6, akkor 7" a harmadik iskoldbdl legfeljebb k£ —1 tanulét ismerhet,
hiszen egy iskolaba n tanulé jar.

Ha most T-t Ggy valasztjuk, hogy nala senki nem ismer kevesebbet egy mésik iskolabdl (tehat
mindenki legaldbb k-k tanul6t ismer a méasik két iskolabdl), akkor ez a masodik eset nem allhat
fent.

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

1. megjegyzés: A bizonyitdst befejezhettiik volna tgy is, hogy a gondolatmenetet ismét alka-
Imazzuk T’-re. Ekkor vagy kapunk egy megfelel6 tanuléhdrmast, vagy taldlunk egy 7" tanulét,
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aki valamelyik mésik iskolabdl legfeljebb k& — 2 tanul6t ismer. Az eljaras valamikor véget ér,
hiszen legalabb egy tanul6t mindenkinek kell ismernie barmelyik mésik iskolabdl.

2. megjegyzés: A bizonyitds ugyanigy alkalmazhaté akkor is, ha csak azt tudjuk, hogy minden
tanulé legaldbb n + 1 tanulét ismer a mésik két iskolabol.

3. megjegyzés: Masik megoldast és tovabbi megjegyzéseket olvashatunk a feladatrol Suranyi
Janos: Matematikai versenytételek, I11. 198-201. oldalan. [11]

11.2. Legyen U egy 3-univerzilis szam és az els6 jegyétol indulva keressiik meg azt a szamjegyet,
amelyik utoljara fordul el6 el6szor. Legyen ez az a szam. El6tte legalabb kilenc szamjegy &ll,
hiszen minden szamjegynek kell szerepelnie egy 3-univerzalis szamban. Ez utan a szdm utan is
még kell szerepelnie minden téle kiilonb6z6 szamnak legaldbb egyszer, mert ha példaul egy b
szamjegy nem szerepel, akkor az ab kezdeti haromjegyli szamokat nem tudjuk megkapni bel6le
letorléssel. Megint keressiik meg azt, amelyik utoljara fordul el6 el6szor az els6 a utan. Legyen
ez a b szdmjegy. Ekkor az els6é a és e kozott a b kozott még legaldbb nyole szdmjegy van.
Eddig 6sszesen — a-t és b-t is beleszamolva — 19 szamjegybdl all a szam. Viszont ez utéan a b
utan is minden tovabbi, a-tol és b-t6l kiillonbozé szamjegynek el kell fordulnia, kiillonben nem
tudnank minden ab-vel kezd6d6 szamot letorléssel megkapni. Vagyis eddig Osszesen legalabb
27 szamjegynek kell szerepelnie egy 3-univerzalis szdmban. Csakhogy vagy van még egy a a
szamjegyek kozott, vagy ha nincs, akkor a el6tt tobb, mint kilenc szamjegynek kell szerepelnie.
Ha ugyanis csak egy a van, és el6tte minden szamjegy csak egyszer szerepel, akkor legyen az
els6 két szamjegy u és v. Ekkor az uva szamot megkaphatjuk letorléssel, de az vua szamot nem,
hiszen a el6tt csak egyetlen u van és az megelézi v-t. Tehdt egy 3-univerzélis szamban legaldbb
28 szamjegy van.

Megmutatjuk, hogy van 28 szamjegyti 3-univerzalis szam van is: ilyen példaul a 0123456789876543210123456789
szam. Egy tetszOleges abc szamot akarunk ,kiolvasni” beldle. a-t az elsé 0123456789 sorozatbol
valaszthatjuk. Ha a # 9, akkor b-t valaszthatjuk a 9876543210 jegysorozatbdl. Ha a = 9, akkor
is! Ugyanigy c-t valaszthatjuk az utolsé 0123456789 sorozatbdl (akkor is, ha b = 9).

12. Vegyiik a legnagyobbat, a legszélsot! Grafelmélet

12.1. Vegyiik azt a versenyzot — ha tobb van, akkor az egyiket —, aki a legtobb gy&zelmet aratta.
Tegyiik fel, hogy lenne olyan V versenyzd, akit nem sorol fel. Ez azt jelentené, hogy V mind 6t,
mint az Osszes altala legy6zott versenyzot legybzte, tehat V' tobb gy6zelmet aratott volna.

Megjegyzés. Tovabbi megoldasokat olvashatunk Hajoés-Neukomm-Suranyi: Matematikai versenytételek,
II. rész [10] 164-165. oldalan.

12.2. Végtelen tournamentben az allitds nyilvin nem igaz: ha egy megszamlalhatéan végtelen
graf pontjait sorba rendezziik és minden élt gy irdnyitunk, hogy a késébbibdl a korabbiba
mutasson, akkor minden pontbdl csak véges sok pont érheté el egy vagy két élbol allo tuttal.

12.3. b) Vegyiik a leghosszabb irdnyitott utat a tournamentben. Beldtjuk, hogy ez minden
pontot tartalmaz. Legyen tehat a leghosszabb iranyitott Gt xixzs ...z, az él mindig a kisebb
indextibol mutat a nagyobb indexiibe. Tegyiik fel, hogy egy y pont nem szerepel ezen az iton. Ha
y-bdl az x1-be mutatna az él, akkor y-t az 1t elé téve hosszabb irdnyitott utat kapnank. Tehét
az r1y €l y-ba mutat. Vegyiik a legnagyobb j indexet, amelyre az x;y él y-ba mutat. Ekkor az
y pont beszirhat6 volna x; és xj41 kozé, s egy hosszabb iranyitott utat kapnank. Ugyanis az
yz;+1 €l mar y-bol indul és x;1-be mutat. Ha pedig torténetesen j = k, akkor y-t a ,sor végére”
»szurhatjuk be”. Mindenképp kapnank egy hosszabb irdnyitott utat.

Belattuk tehat, hogy a tournament leghosszabb iranyitott ttja tartalmazza a graf minden
pontjat.
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Az a) feladat ezt az allitdst mondja ki tizpontt grafokra.

12.1. Vegyiik a graf (egyik) leghosszabb tutjét, legyen ez P = xixa... 2Ty, (Mm > 3). Az zp,
pontbdl csak P pontjaiba indulhat él, kiilonben nem P volna a(z egyik) leghosszabb tt. Mésrészt
T foka legaldbb kettd, tehat indul beldle él az x,,_1 ponttdl kiilléonb6z6 pontba is, s ezzel kort
zar be: ha ez a pont valamelyik x; pont, ahol 1 < j < m — 2, akkor z;z;41... 2,7, egy kor.

12.2. A bizonyitdshoz prébaljuk ki, mit ad a 12.1. feladat megolddasa ebben az
esetben. Vegyiink egy leghosszabb utat, ennek v végpontjabol legalabb két él indul vissza az
it v-vel nem szomszédos pontjaiba. Fusson vy a tavolabbiba, vx a kozelebbibe. Ekkor a vy
olyan kort zar be, aminek vz atldja. Lasd az 1. abrat.

S

Y x v

12.2M.1. 4bra.

12.3. Megmutatjuk, hogy ez kovetkezik a 12.2. feladat allitdsabdl. Ha ugyanis van egy kor és
egy atlo, és a kor paros hosszu, akkor kész vagyunk. Ha paratlan hosszi, akkor az atlé egy paros
és egy paratlan ivre bontja, s a paratlant az atlé egy paros korré egésziti ki. Lasd az dbrat a 12.2.
feladat megoldasanal.

12.4. A 12.2. feladat szerint van kor atloval. Nézziikk most a két | kis” kort, amire a nagyobb
kort az atléja bontja. Ha mindketté hossza oszthatéd k-val, akkor a nagy kor hossza e két kor
hosszanak Osszege minusz ketto, tehdt —2 maradékot ad k-val osztva.

12.5. A 12.2. feladat szerint van a grafban kor atloval. Ha a kor m pontt, akkor az atlo altal
bezart két kor 6sszhossza m+2, tehat az atlé a kort egy k és egy m+2 —k hosszi koérre bontja. E
harom kor hosszanak legnagyobb k6zos osztdja osztja az utdébbi ketté Gsszegét, tehat m 4 2-t és
m-et, tehat e két szam kiilonbségét, a kettdt is. A kozos osztd tehat valdban csak 1 vagy 2 lehet.
Egy teljes paros graf, amelynek mindkét osztdlydban 3-3 pont van (,harom-haz-harom-kit”) a
példa arra, hogy lehet a k6z0s osztéd kett6. Egy négy pontu teljes graf a példa arra, hogy egy is
lehet.

12.7. Megint alkalmazzuk az el6z6 (13.1.) feladat megolddsat. Ismét vesszik a graf egyik
leghosszabb utjat. Ennek z végpontjabdl visszainduld élek koziil pedig azzal zarjuk le a kort,
amelyik a ,legtdvolabbra” megy vissza. Ez a kor nyilvan tartalmazza r minden szomszédjat.

12.1.

1. megoldas. Eldszor belatjuk, hogy van Hamilton-iat a grafban.

A 12.6. feladat szerint van egy legaldbb 6tpontu kor a grafban. A graf dsszefiiggd — kiilonben
volna egy legfeljebb négyponti komponense, s ebben minden pont foka legfeljebb hdrom volna
—, tehat ennek a kornek valamelyik pontjabdl indul ki él, s igy ezzel az éllel egyiitt van egy
legalabb hatpontu 1t a grafban. Legyen P a graf (egyik) leghosszabb ttja. Ha P tartalmazza
mind a nyolc pontot, akkor kész vagyunk. Ha csak hét pontot tartalmaz, akkor a marad6 x
pontbdl legalabb négy él indul P pontjaiba. Ha valamelyik végpontba fut él, akkor P nem volt
a leghosszabb ut, mert xz-et utana ,tlizhetjik”. Ha egyik végpontba sem megy él, akkor az 6t
bels6 pont koziil négybe meg él, igy megy két szomszédosba is, legyenek ezek u és v. Ha a P
utbol kihagyjuk az uv élt, és helyette beillesztjik az uxzv utat, akkor ismét P-nél hosszabb utat
kapunk (egy Hamilton-utat).
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Maradt az az eset, ha P-nek csak hat pontja van. Legyen x az egyik, P-n nem szerepl6 pont.
x legalabb negyedfoki, tehdt Ossze van kétve P-nek legaldbb hdarom pontjaval. Ha ezek egyike
P valamelyik végpontja, akkor x hetedik pontként az tthoz illeszthetd, és P nem leghosszabb
ut. Ha pedig nincs 0sszekotve egyik végponttal sem, akkor 6ssze van kotve két szomszédos belso
ponttal, s ebben az esetben ugyanigy bévithetd vele a P 1t, mint a hétpontt esetben.

Belattuk tehat, hogy a grafban van Hamilton-t, legyen ez x1x5 . . . xg. Vegyiik észre a kovetkezdt :
ha x, 6ssze van kotve egy x; ponttal és xg az elotte allé x;_; ponttal, akkor van Hamilton-kor:
T1X9 ... L5 1XL7 ... T;I7. L. 1. dbrat.

x1 x2 Zg g

12.1M1.1. &bra.

Ez igaz akkor is, ha i = 2, hiszen ekkor a feltétel az, hogy xg Gssze van kotve xzi-gyel, vagyis
a Hamilton-ut egyszertien korbe zarul.

Azt kaptuk, hogy 1 minden szomszédja kizarja az elétte allé pontot xg szomszédai koziil.
Vagyis az x1,xs,...,x7 pontjai kozil négyet. Ebbél viszont az kivetkezik, hogy xzg legfeljebb
harom ponttal lehet 6sszekotve, ami ellentmondas.

A feladat bizonyitasat ezzel befejeztiik.

2. megoldas. A feladat megoldasahoz elég az el6zé megoldas befejezd 1épése is, ha kicsit mo-
dositunk rajta. Vegyiik a graf (egyik) leghosszabb utjat. Ezek egyikébél sem indul “kifelé” él,
kiilénben P nem leghosszabb Ut. Az el6z6 megoldas gondolatmenetével belathatjuk, hogy ebben
az esetben van olyan C kor, amely P Osszes pontjat tartalmazza. Ha viszont van a grafnak olyan
pontja, amely nem szerepel ebben a kérben, akkor van olyan él is, amely P valamelyik pontjat,
tehat C valamelyik x pontjat koti Ossze egy C-n nem szerepld y ponttal. Mivel C kor, van olyan,
C pontjait tartalmazé Ut, amely z-ben végzddik, ehhez hozzacsatolva az xy élt kapnank egy
P-nél hosszabb utat. Ez az ellentmondéas bizonyitja, hogy C' a graf minden pontjit tartalmazza,
azaz Hamilton-kor.
A bizonyitas egyik pontjan (HOL?) most is felhaszaltuk, hogy a graf osszefiiggd.

12.2. Legyen G egy 2n pontt graf, amelyben minden pont foka legaldbb n, és tegyiik fel, hogy
van Hamilton-utja, azaz van a grafban P = zixs...xoy_1x9, Ut. Nézzlik x; szomszédjait a
grafban, legyenek ezek zo = x;,,%i,, Tiy, ..., T, A feladat feltétele szerint m > n. Nézziik
azokat a pontokat P-n, amelyek kozvetleniil megel6zik ezeket a pontokat. Ha x9, Ossze van
kotve koziiliik valamelyikkel, tehat valamelyik z;;_i-gyel, akkor a kovetkez6 Hamilton-korhoz
jutunk:

1 ... xij,lxgnxgn,l PN CEZ'jxl.

(Amennyiben i; = 2, akkor egyszerfien a P 1t zarédik korré az xxo, éllel.)

Ha viszont x9, ezek egyikével sem volna Osszekotve, akkor a grafbdl legalabb n ponttal nem
volna Osszekotve, igy legfeljebb n — 1 szomszédja volna, ami ellentmond a feladat feltételének.

Ezzel belattuk, hogy ha a G grafra teljesiil a feladat feltétele és van benne Hamilton-ut, akkor
van benne Hamilton-kor is.

Tegyiik fel ezutan, hogy egy 2n ponti grafban minden pont foka legalabb n, de nincs benne
Hamilton-kér. Ha van olyan él a komplementer grafban, amely nem zar be Hamilton-kort a
grafunkban, akkor vegyiik hozzd a grafunkhoz. Ezzel a feladat feltételét nem sértjiik meg, hiszen
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egyetlen pont foka sem csokken. Ismételjiik ezt az eljarast addig, amig mér egy olyan, igynevezett
Hkritikus” G grafthoz ériink, amelyben minden pont foka tovabbra is legaldbb n, s amelyre méar
igaz a kovetkezd:

A G grafban nincs Hamilton-kor, de barmely még nem szerepld élt behtizva a grafban mar
keletkezik Hamilton-kor.

Nyilvanvalé, hogy egy ilyen kritikus grafban kell lennie Hamilton-titnak (barmely két, be nem
hizott pontja kozott). Ez viszont ellentmond a kordbban bizonyitott allitdsunknak, hogy akkor
van benne Hamilton-ut is.

Megjegyzés. Ez a bizonyitdas mintegy ,folytatdsa”, vagy finomitdsa a 12.6. bizonyitasanak.
Miésrészt itt a ,vegyiik a legnagyobbat” gondolatnak egy tjabb felhasznélasat latjuk: a(z egyik)
Hlegnagyobb” olyan grafot vessziik, amely tartalmazza eredeti grafunkat, és teljesit egy bizonyos
tulajdonsigot (esetiinkben: nem tartalmaz Hamilton-kort). Az ilyen, megadott tulajdonsigra
Hkritikus” grafok vizsgalata sokszor segit grafelméleti probléméak megoldasanal. Mi is hasznaljuk,
pl. a 14.9. feladat bizonyitasaban.

Ebben a bizonyitdsban tehat hasznaltuk a skatulyaelv és a ,,vegyiik a legnagyobbat” elv egy-
egy finomabb formajat.

12.4. A 12.2.) feladat bizonyitdsa szinte valtozatlan formaban atviheté erre az allitasra is.

12.1. Vegyiik azt a csapatot, amelyik a legtobb mérkozést jatszotta az adott idopillanatig. Ha
tobb ilyen van, akkor az egyiket koziiliik. Legyen ez az a csapat, az eddig lejatszott mérkozéseinek
szama legyen d. Tudjuk, hogy d > 4, mert ha minden csapat csak legfeljebb négy mérkozést
jatszott volna, akkor Gsszesen legfeljebb 9 -4/2 = 18 mérkozés lett volna. Jeloljiik S-sel azoknak
a csapatoknak a halmazat, akikkel a jatszott.

Tegyiik fel eloszor, hogy S-bol senki nem jatszott senkivel. Jeloljiik T-vel a tébbi csapatot
(ebbe beleértjitk A-t is). Azt kapjuk, hogy minden egyes lejatszott mérkézésnek legalabb az egyik
résztvevOje T-beli csapat. Marmost T-ben 9 — d csapat van, és mivel d maximélis, mindegyikiik
legfeljebb d mérkozést jatszott. Az Gsszes lejatszott mérkézés tehat legfeljebb (9 —d)d. E szorzat
két tényezOjének Osszege 9, fiiggetlen d-t0l, tehat legnagyobb akkor lesz, ha a két tényezo a lehet6
legkevesebbel tér el egymastodl, azaz ha egyikiik 4, a médsikuk 5. (A mi esetiinkben csak a d =5
eset jon széba.) Vagyis e szorzat értéke legfeljebb 20, ami ellentmond a feladat feltételének.

Ellentmondasra vezet tehat annak feltételezése, hogy S-bdl senki nem jatszott senkivel. De
ha valamelyik két S-beli csapat jatszott egymassal, akkor kész vagyunk: e két csapat valamint
a egy megfelel6 harmas.

12.2. Vegyiik a(z egyik) legnagyobb foki pontot, legyen ez az a pont, a fokszdma legyen d
(d > n/2, mert ha minden pont foka n/2-nél kevesebb volna, akkor ésszesen legfeljebb n(n —
—1)/2 < n?/4 él lenne a grafban). Jeloljiik S-sel azoknak a pontoknak a halmazét, amelyekkel
a Ossze van kotve.

Tegyiik fel elészor, hogy S-ben nem fut él. Jeloljiikk T-vel a graf tobbi pontjit(ebbe beleértjik
a-t is). Azt kapjuk, hogy a graf minden egyes élének legaldbb az egyik végpontja T-beli pont.
Marmost T-ben n — d pont van, és mivel d maximélis, mindegyikiik legfeljebb d-ed foku. Az
Osszes 6l szama tehét legfeljebb (n — d)d. (Es ennyi is csak akkor lehet, ha minden él S és T
pontjai kézott fut és T minden pontja d-ed foki, azaz minden pontja 6ssze van kétve T minden
pontjaval.) A szorzat két tényezSjének Osszege n, fuggetlen d-tél, tehat legnagyobb akkor lesz,
ha a két tényez6 a lehetd legkevesebbel tér el egymdéstdl, azaz paros n esetén, ha mindketto
n/2, paratlan n esetén, ha egyikiik (n + 1)/2, a masikuk (n — 1)/2. (A mi esetiinkben csak a
d = (n+1)/2 eset jon széba.) Vagyis e szorzat értéke legfeljebb n?/4, ami ellentmond a feladat
feltételének.
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Ellentmondasra vezet tehat annak feltételezése, hogy S-ben nem fut él. De ha valamelyik két
S-beli pont kozott fut él, akkor kész vagyunk: e két pont valamint a egy megfelel§ harmas.

A megoldést végignézve azt is kapjuk, hogy paros n esetén az egyetlen n pontt és n? /4 élii graf,
amelyben nincs haromszog egy olyan teljes paros graf, amelynek mindkét osztélydban n/2 pont
van. Paratlan n esetén pedig egy olyan teljes paros graf, amelynek egyik osztalydban (n+1)/2,
masik osztélydban (n — 1)/2 pont van.

Megjegyzés. Erdemes a fenti bizonyitést Gsszevetni a ,Szimmetria és aszimmetria” cimi fe-
jezetben adott megoldassal (ldsd a GR.IL.6.1. feladat megolddsat): az ottani megoldds szem-
léletesebbé teszi az ittenit.

12.3. Azt nézziikk meg, hogy ha egy n pontu griafban nincs teljes négyes, legfeljebb hany éle
lehet.

Vegylink ismét egy legnagyobb foku pontot, legyen ez az x pont, és legyen d a fokszama. A
vele 6ssze nem kotott n — d — 1 darab pont mindegyike legfeljebb d-ed foku. Ez eddig legfeljebb
d(n —d) éL

Masrészt az x-szel 6sszekotott pontok Vo ohalmaza altal alkotott d pontd grafban nem lehet
harom pontt teljes graf (ha volna, x-szel egy négy pontu teljes grafot alkotndnak). Tehdt V'
pontjai kozott legfeljebb d?/4 él futhat. Ez azt jelenti, hogy a grafban Gsszesen legfeljebb

din —d+d/4) = d(4n — 3d)/4

él. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség szerint

3d(4n — 3d) < (3d + 4n — 3d)? /4 = 4n>.

Ezt 6sszehasonlitva el6z6 eredményiinkkel azt kapjuk, hogy a grafnak legfeljebb n?/3 éle lehet.

A most kapott eredmény csak harommal oszthaté n-ekre pontos. Ha n = 3k, akkor egy olyan
graf a példa, amelyben a pontokat harom, egyenként k ponti osztalyba soroltuk és a kiilonb6z6
osztalyba tartozo pontokat kotjiik 6ssze. A bizonyitasbdl az is kiolvashatd, hogy ez az egyetlen
példa n pontii, n?/3 élii grafra, amelyben nincs négypontt teljes graf.

Ha n = 3k + 1, akkor az egyik osztalyba k + 1 pontot kell tenniink, hogy a maximalis élszamu
grafot megkapjuk, ha pedig n = 3k + 2, akkor két osztalyba kell £ + 1 pontot tenniink. A
bizonyitasbol ez is ,kigyotorhet6” lenne, de masutt (1. a GR.I1.2.12. feladatot) adunk réa olyan
bizonyitast, amelybdl e két eset kevesebb szdmoldassal is kijon.

Megjegyzés. Az allitds ugy is fogalmazhatd, hogy a legtobb él gy helyezheto el egy teljes
négyest nem tartalmazé n pontd grafban, ha a pontokat a lehetd legegyenletesebben harom
osztalyba soroljuk és a kiilonb6z6 osztalyokba tartozé pontokat osszekotjik.

12.1.

1. megoldas. Vegyiink ki minden szinbél egyet. Igy kapunk egy n pontu grafot, amelynek
legaldbb n éle van. A 7.4. feladat szerint e grafban van kor. Tehat van egy olyan kér, amelyben
minden él kiilénb6z6 szinli. Az ilyen kort tarkdnak nevezziik. Vegyiik a legkisebb tarka kort. Ha
ez nem haromszog, akkor tekintsiik egy tetszoleges atlojat. Ez két kisebb korre osztja a kort,
s az egyik biztosan tarka lesz, hiszen kiilonben mindkét sokszogben volna egy-egy vele azonos
szind él, s akkor nem volna tarka.

Azt kaptuk, hogy a legkisebb tarka sokszog csakis hdromszog lehet, s ezt akartuk bizonyitani.

2. megoldas. A feladat bebizonyithatd n-re vonatkozé teljes indukcidval is. n = 3-ra trividlisan
igaz az allitds. Ha n = m — 1-re mar tudjuk és adva van az m pontu teljes graf egy szinezése
legaldbb m szinnel, akkor vegyiink egy = pontot és hagyjuk el. Ha a maradé m — 1 pontu teljes
graf élein legalabb m — 1 szin megtalalhatd, akkor az indukciés feltevés szerint készen vagyunk.
Ha a maradé m — 1 pont teljes grafon csak legfeljebb m — 2 szin szerepel, akkor z-bél legalabb
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két olyan él indul, amelyeknek a szine egymastol is, a tobbi m — 1 pont kézott futd élek szinétol
is kiilonbozik. Legyen ez a két él xy és xz. Ezek szine nem szerepel a maradé grafban, tehat yz
él szine biztosan kiillonbozik mindkettd szinétél. Igy megtalaltuk a keresett tarka haromszoget.

12.2. Legyen P a fa egy leghosszabb tja és képzeljiik ugy a fat, hogy P egyik végpontja a
gyokere. A 8.8. feladat szerint barmely két leghosszabb ttnak van kozos része (legaldbb egy
pont). Ez a kozos rész csak egy (legalabb egy pontbdl &ll6) 1t lehet. Ha ugyanis egy mésik 1t
metszené P-t, majd elhagyna, majd tjra metszené, akkor ezzel egy kort zarna be, ami faban
lehetetlen. Nézziink most egy Q és egy Q' leghosszabb utat. Ezek is metszik egymadst és metszik
egy-egy utban P-t is. Tegytk fel, hogy Q) metszi el6bb P-t, és legyen az utolsé kozbs pontja
P-vel x. Ha Q' csak x f6l6tt metszené P-t, akkor x valamely utdédjabél indulé 4gon volna, s igy
egyaltalan nem metszhetné Q-t, hiszen az x-nél elvalik ettdl az 4gtol.

Azt kaptuk, hogy barmely két leghosszabb ttnak a P-vel kozos része egy-egy tut, és ezek
az utak paronként metszik egymast. De akkor alkalmazhaté a 11.1. feladat (az egydimenzids
Helly-tétel): ezeknek az utaknak van koézos pontjuk. (Vessziik példdul azt a leghosszabb utat,
amelyiknek els6 metszéspontja a ,legmagasabban” van.)

13. Vegyiik a legnagyobbat, a legszélsot !

13.5. Legyen az

23+ 33 +92° —92yz =0

egyenlet egy raciondlis megolddsa az x = p/s,y = q/s,z = r/s szamhérmas, ahol p, q, r egészek,
s pozitiv egész. Ezt beirva az egyenletbe, majd s3-nel végigszorozva azt kapjuk, hogy a p,q,r
egészekre is teljesiil a

p3 + 3q3 +9r3 — 9pgr =0

egyenléség. Nyilvanvald, hogy itt p?, s igy maga p is oszthaté harommal, tehit p = 3P helyettesités-
sel, majd harommal val6é osztas utan azt kapjuk, hogy

¢ +3r° +9P® —9Pqr =0

is teljesiil, tehat a (g,r, P) szdimharmas is teljesiti a feladat egyenletét. De akkor ugyanigy azt
is kapjuk, hogy ¢ is oszthaté harommal, és ¢ = 3Q helyettesitéssel az (r, P, Q) egészekbdl 4ll6
szamhérmas is teljesiti a feladat egyenletét, s végiil r = 3R helyettesitéssel a (P, Q, R) egészekbél
all6 szamharmas is.

Tegyiik fel ezutan, hogy van az egyenletnek egy, a (0,0,0) szdmharmastél kiillonbozd, egész
szamharmasbdl all6 megoldasa. Legyen ezek koziil (p, g, 7) ezek kozil az egyik olyan, amelyre az
Ip|+|q|+|r| Osszeg a legkisebb. Ilyen van, mert pozitiv egészek kozott van legkisebb és |p|+|q|+|r|
pozitiv egész. A fenti gondolatmenet szerint ekkor a (p/3,q/3,r/3) = (P, Q, R) szimharmas is
(egészekbdl 4ll6) megolddsa az egyenletnek, és az abszolutértékek osszege ebben a megoldasban
kisebb, mint a (p, q,r) esetében. Ez az ellentmondéas bizonyitja a feladat allitasat.

Megjegyzés. A gondolatmenet befejezhet6 volna tgy is, hogy belattuk, hogy tetszéleges egész
p.q.r megoldas esetén mindhérom szdm oszthaté harommal és a harmadukbdl alkotott szamhéar-
mas is megoldas. Ezért a harmaduk is oszthaté harommal és ez az eljaras vég nélkiil folytathaté.
Azt kapjuk, hogy mindharom szam oszthaté harom barmilyen nagy hatvanyaval, marpedig ez
csak a nullara teljesil.

Tovabbi megoldasok és észrevételek talalhatok Surdnyi Janos: Matematikai versenytételek,
III. rész c. konyvének [11] 268-270. oldaldn.
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13.7. Most is igaz, hogy elég egész megoldasokat keresni. Most azt tudjuk, hogy z* oszthaté
kilenccel, de ebbdl is csak annyi kévetkezik, hogy x oszthaté hdrommal: z = 3X valamely X
egész szamra. Ezt beirva és kilenccel(!) végigosztva az

Y3+ 923 +3X3 — 27Xyz =0

egyenlethez jutunk. A 13.6. feladat szerint ennek az egyenletnek nincs megoldasa az ¢ = y =
= z = 0 megoldason kiviil.

13.8. Ha léteznek, akkor a kozos nevezbjiikkel végigszorozva azt kapjuk, hogy léteznek olyan
D, q,T, s pozitiv egészek, amelyekre

P’ + ¢ +1r? =752

Felhasznaljuk, hogy egy négyzetszam nyolccal osztva 0,1 vagy 4 maradékot adhat. Ezért a bal
oldal nyolccal osztva nem adhat 7 maradékot, s igy a jobb oldal nem lehet paratlan. Tehat s
paros és a jobb oldal vagy 0 vagy 4 maradékot ad nyolccal osztva. Ekkor a bal oldalon vagy két
péaratlan szam all, vagy egy se. El6bbi esetben a bal oldal vagy 2 vagy 6 maradékot ad nyolccal
osztva, ami lehetetlen. Tehat a bal oldalon minden szdm péros. Innen azt kapjuk, hogy p’ = 2p,
q = 2q, v’ = 2r és s’ = 2s helyettesitéssel és néggyel osztva azt kapjuk, hogy a vesszds szamok is
kielégitik a fenti egyenletet. Ha tehat azt feltételezziik, hogy p, ¢, r és s a fenti egyenlet legkisebb
Osszegli pozitiv megoldasa, akkor ellentmondést kapunk. Ebbdl kévetkezik, az egyenletnek nincs
a csupa nullatél killonbo6z6 megoldasa, s igy a feladat egyenletének sincs.

Megjegyzés. A megoldast befejezhettiik volna tgy is, hogy az egyenletiink bal oldaldn a kettd
mindegyik szadmban paros kitevon szerepel, s ezért a ketto a bal oldalon allé 0sszeg torzstényezos
felbontasaban is paros kitevével szerepel, mig a jobb oldalon paratlan kitevon szerepel.

13.9. A nyolccal val6 osztasi maradékokbdl azonnal adédik, hogy egyetlen 8n 4 7 alakd szam
sem all el6 hdrom négyzetszam Osszegeként. Tehat k = O-ra igaz a feladat allitasa.

Legyen most K a legkisebb olyan k érték, amelyre van olyan n, hogy 4*(8n + 7) eléallithaté
hirom négyzetszam Osszegeként. 13.8. megoldasaban belattuk, hogy harom négyzetszam Gsszege
csak ugy lehet néggyel oszthatd, ha mindharom szam paros. Ekkor azonban mindegyik felét véve
kapunk harom négyzetszamot, amelyek 6sszege 4% ~1(8n + 7), ami ellentmond K minimalitdsa-
nak.

Ezzel a feladat allitasat belattuk.

13.10. Tegyiik fel, hogy az

oyt = 22

egyenletnek van megoldédsa pozitiv egészekben és vegyiik ezek koziil azt, amelyben x + y a
legkisebb. Ilyen van, mert pozitiv egészek minden részhalmazaban van legkisebb szam. Most
megmutatjuk, hogy van egy olyan — szintén pozitiv egészekbdl all6 — megoldasa is, amelyben
x + y kisebb és pozitiv. Ez az ellentmondés bizonyitani fogja allitasunkat.

Ha (z,y) = d > 1, akkor az egyenlet bal oldal oszthaté d*-nel, tehat z oszthaté d>-tel. Ezért
¥ = zx/d, vy = y/d, ¥ = z/d?* is (pozitiv egészekbdl) 4ll6 megolddsa az egyenletnek, ahol
¥+y <z+y.

Az is vildgos, hogy ha z-nek akéar z-szel, akar y-nal van kozos primosztdja, az a masikat is
kell, hogy ossza.

A tovibbiakban tehét feltehetjiik, hogy x, %, z paronként relativ primek. Vagyis x2,y?, z tg-
ynevezett ,,primitiv” pitagoraszi szdmharmas. Ezeknek viszont ismeretes az el6allitasi képletiik.
Van olyan relativ prim v > 0 és v > 0 (egyikiik paros), amelyekre (x és y szerepét esetleg
felcserélve)
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2?2 = u? — 02,

y? = 2uw,
22 =u? + 02
Itt uw és v kozil pontosan az egyik paros, ezért az els6 egyenletbdl kovetkezik, hogy = paratlan.
Mivel két paratlan szdm négyzetosszege nem lehet négyzetszam, ezért az els6 egyenlet szerint v
paros. A méasodik egyenletbdl pedig kovetkezik, hogy y is paros. Tehat v = 2V, y = 2Y és az
els6 két egyenlet igy irhato:

2?2 =U? —4V?
Y2 =uV.
Mésrészt u és v relativ primek, igy u és V is, tehdt mindkettd négyzetszam: u = U? és

V = W?2. (Nyilvan vélaszthatjuk tgy, hogy U és V porzitiv legyen.) Most fennéll az

22+ 4wt =U?

egyenlbség. Itt o, W, U tovabbra is paronként relativ primek. Tehat x, 2W?2, U? primitiv pitago-
raszi szamharmast alkot. Ezért van olyan s,t pozitiv, relativ prim szampar, amelyre teljesiil:

$:82—t2,
2W? = 2st,
U? = s+t

Mivel s és t relativ primek, a méasodik egyenletbol kovetkezik, hogy mindketto négyzetszam,
s = 8% ést = T?. (Megint vélaszthatjuk S-et és T-t pozitivnak.) Ezt az utolsé egyenletbe
helyettesitve azt kapjuk, hogy

U? =S+ T

Koénnyen ellenérizhetd, hogy itt S+ T kisebb z + y-nal. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitot-
tuk.

13.1. Vegyiik a sokszog konvex burkat. Ennek minden csicsa a sokszognek is csticsa és minden
ilyen cstcsndl konvex szog van.

13.4. Legyen XY a sokszog egy oldala, allitsunk merdlegest erre az oldalra a két végpontjaban.
Igy kapunk egy XY-ra meréleges mindkét irdnyban végtelen parhuzamos savot. Ha P pont ebbe
a savba esik, akkor kész vagyunk. Ha most a sokszog minden oldalara felrajzoljuk ezt a savot,
akkor szemléletesen rogton latszik, hogy ezek a savok egytittesen lefedik a sokszoget, tehat ha
P a sokszog bels6 pontja, akkor az egyik ilyen savnak tartalmaznia kell, s ezzel be is lattuk
volna, hogy a feladat kérdésére igenl6 a valasz. Csakhogy sajnos maga az az allitas, hogy ezek a
savok lefedik az egész sokszbget, korantsem olyan egyszeriien bizonyithatd. A kévetkezd feladat
mutatja, hogy hasznalni kell hozza a sokszog konvexitdsat.

Megprobalhatjuk tehat ezt az &llitdst bebizonyitani, de egyszeriibbnek tiinik a koévetkezd
észrevételre épiteni a bizonyitdst.

Legyen a sokszog egy oldala AB, és legyen a sokszdgon beliili P pontnak az AB egyenesen vald
merdleges vetiilete Pap, és tegylik fel, hogy ez a vetiilet az AB oldal B-n ttli meghosszabbitdsara
esik. Legyen a B csics mésik szomszédja a C' cstuics. A C pont a sokszog konvexitdsa miatt az AB
egyenesnek P-vel azonos partjan van. Masrészt BC' metszi a PPyp szakaszt, kiillonben P kiviil
volna a sokszbgoén. Ezért a P pont kozelebb van a BC' egyeneshez, mint az AB egyenesnhez.

Ezt az eljarast folytathatjuk. Tegyiik fel, hogy egyetlen vetiilletpont sem esik a megfelel6
oldalra. Ekkor a Pp¢ vetiilet sem esik a BC oldalra. De akkor csakis C-n ttli meghosszabbitdsara
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eshet, s ekkor D-vel jelolve a kovetkez6 cstuicsot azt kapjuk, hogy a C'D egyenes kozelebb van
P-hez, mint a BC' egyenes, az pedig kozelebb van, mint az AB egyenes. Az eljarast folytatva a
sokszog soron kévetkezo oldalanak egyenese mindig kozelebb lesz P-hez, mint az el6z0, mig végul
visszajutunk az AB oldalhoz és azt kapjuk, hogy az AB oldal egyenese kozelebb van P-hez, mint
az AB oldal egyenese, ami ellentmondas.

Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy van olyan oldal, amelyre rdesik P merdleges vetiilete.

Megjegyzés: A masodik bekezdés gondolatat elmondhatjuk gy is, hogy vegyiik azt az AB
oldalegyenest (ha tobb van, akkor barmelyiket koziiliik), amelyhez P a legkozelebb van. Az elsé
bekezdésben bizonyitottak szerint P4p az AB oldalra kell, hogy essen.

13.6. Vegyiik a két sokszognek egy-egy olyan P illetve () pontjat, amelyre a PQ tavolsag
minimalis. (Felhasznaljuk, hogy korldtos zart ponthalmazok esetén van ilyen P és ().) Veg-
yik a PQ szakasz felezOmerélegesét. Azt allitjuk, hogy ez az egyenes szétvalasztja a két sok-
szoget. Ellenkez§ esetben (legaldbb) az egyik alakzatnak volna egy R pontja a felez6merélegesen.
Betlizhettiink gy, hogy R és P legyen azonos sokszog pontja. FEz a sokszog konvex, tehat tar-
talmazza az egész PR szakaszt. Marpedig a PR szakasznak van olyan pontja, amely P-nél
kozelebb van Q-hoz (ilyen pont példaul a Q pontb6l PR-re bocsatott merdleges talppontja). Ez
az ellentmondas bizonyitja allitasunkat.

13.8. Némi probalgatas utan kialakul az a benyomésunk, hogy a feladat kérdésére nemleges a
valasz. Ezt a kovetkezo egyszerii médon igazolhatjuk.

P

Q R S

13.8M.1. 4bra.

Tekintsiik minden megadott pont tavolsagat minden olyan j6 egyenestdl, amelyre nem illeszkedik.
Legyen d az el6forduld tavolsagok koziil a legkisebb és legyen P egy olyan pont, amely egy rajta
4t nem mend e jé egyenestdl d tavolsdgra van. Ilyen pont van, mert véges sok tavolsag van. Azt
allitjuk, hogy e-n nem lehet harom pont. Ha ugyanis @, R, S harom megadott pont lenne az e
egyenesen ebben a sorrendben (tehat R a kozépsé pont, 1. az 1. dbrét), akkor R vagy a PSS vagy
a PQ egyeneshez d-nél kozelebb volna. (Legyen ugyanis P vetiilete e-n P’. Szimmetria okokbdl
feltehetjiik, hogy R a QP’ szakasz pontja, s ekkor R tévolsaga PQ egyenestdl legfeljebb akkora,
mint P’-é, s ez biztosan kisebb a PP’ szakasz d hosszénal.)

Ez az ellentmondéas bizonyitja allitdsunkat.

13.9. Ez a feladat a 13.8. feladat dudlis feladata, elmondhaté lenne gy, hogy az ottani szoveg-
ben csak a pont és az egyenes szavakat cseréljiik fel. A megoldds is szinte ugyanaz, j abrat
sem kell rajzolni hozza! Most a metszéspontok és a rajtuk a4t nem mené egyenesek tavolsagai
koziil vesszik a legkisebbet, és P egy olyan metszéspontot jelol, amely ilyen minimalis tavolsagra
van valamelyik, rajta 4t nem mend (adott) egyeneshez. Feltételezziik, hogy P-n legalabb harom
egyenes megy keresztiil. Ekkor az R metszéspont kozelebb lesz a PQ és PS adott egyenesek
koziil valamelyikhez, mint P az RQ.S egyeneshez, ami ellentmondés.

13.10.
1. megoldas. Vegyiik a H ponthalmaz egy atmér6jét, vagyis két olyan pontjat, amelyek PQ

tavolsaganal nem 1ép fel nagyobb a ponthalmaz pontjai kozott. Ilyen PQ szakasz van. Vegytink
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egy tetszdleges, PQ-t tartalmazé sikot. A H ponthalmaznak ezzel a sikkal valé metszete is kor.
Maésrészt ezen a sikmetszeten is a PQ a(z egyik) leghosszabb szakasz, tehat a sikmetszet egy
PQ atméréju kor.

Ezzel belattuk, hogy a H ponthalmaz tartalmazza az egész, PQ atmér6jii gombot. Tovabba
barmely térbeli, a PQ egyenesre nem illeszkedé X pontra igaz, hogy az X, P, () 4dltal meghataro-
zott sitknak H-val csak az ebbe a gdmbbe tartozo rész a sikmetszete. Ha tehat X nem tartozik
a gobmbhoz, akkor nem tartozik H-hoz.

2. megoldas. Ha nem akarjuk hasznalni azt a tételt, hogy ,korldtos zart ponthalmaznak van
atmérdje”, akkor a kovetkezoképpen okoskodhatunk:

Vegylink egy tetszbleges sikot, ez messe a ponthalmazt egy olyan K korben, amelynek k6zép-
pontja C. Allitsunk mer8legest a sikra a C' pontban, legyen ez az egyenes e és fektessiink egy
tetszéleges S sikot az e egyenesen keresztiil. Ez is egy K; kérben metszi a ponthalmazt, tehat
az e egyenes egy szakaszban metszi a ponthalmazt, legyen ez a szakasz az AB szakasz. Az S
sik tartalmazza a K kor két atellenes pontjat, P-t és Q-t és az is igaz, hogy a P(Q) egyenes
és a ponthalmaz metszete éppen a P(Q szakasz. Tehat a PQ szakasz a K; kornek is hurja. E
hur felezémerdlegese a K kér AB hurja, tehat utébbi a Ky kor atmérdje. Azt kaptuk, hogy
barmelyik, az e egyenesen at fektetett sik egy AB atmérdji korben metszi a ponthalmazt. Ebbol
kovetkezik, hogy a ponthalmaz az AB atmérdji kor.

13.12. Vegyiik a ponthalmaz egy atmérdjét, azaz két olyan pontjat, P-t és ()-t, amelyekre tel-
jesiil, hogy a ponthalmaz barmely két pontjdnak a tavolsdga legfeliebb PQ. Allitsunk merSlegest
PQ-ra a szakasz két végpontjdban. A H halmaz minden pontja e két egyenes alkotta sdv belse-
jében van, kiilénben a szakasz valamelyik végpontjatél vett tavolsdga nagyobb volna, mint
PQ. Ez azt jelenti, hogy H halmaz barmely tovabbi R pontjara igaz, hogy RPQXL és RQPA
hegyesszog. A feladat feltétele szerint van olyan R, amelyre PRQA is hegyesszog, és erre az R
pontra igaz, hogy a PQ R hiromszog hegyesszogi.

13.13. Vegyiik a legnagyobb sugari kort (vagy ha tobb ilyen van, akkor az egyiket koziiliik).
Ilyen van, mert véges sok kor van. Legyen ennek a kornek a sugara R, kozéppontja O. Tegyiik
ezt a kort a kivalasztandé korok V' halmazaba. Ha egy masik, adott kor belemetsz ebbe a korbe,
akkor legfeljebb R a sugara és kozéppontja legfeljebb 2R tavolsagra van O-tdl, tehat az O koriili
3R sugaru kor teljesen lefedi. Hagyjuk el tehat az 6sszes olyan kort, amelyet az O koriili 3R sugart
kor teljesen lefed, és ,,dobjuk a kukdba” Oket, azaz tegyiik a K halmazba 6ket. A megmarado
korok koziil megint valasszunk ki egy legnagyobb sugarit (lehet, hogy ennek a sugara mar < R),
és tegyiik V-be, és a kozéppontja korili haromszor akkora sugaru kor dltal lefedett tobbi kort
megint dobjuk a K kukdba. Az eljarast addig folytatjuk, amig minden kor be nem keriil vagy
V-be vagy K-ba.

Eljardsunk szerint a V-ben levd korok paronként diszjunktak. Méasrészt ha ezeket harom-
szorosara nyujtjuk, akkor az igy kapott nagyobb korok lefedik az dsszes, eredetileg adott kort.
Tehat a megnyujtott kdrok Osszteriilete legfeljebb T', masrészt kilencszerese a V-ben levd korok
Osszteriiletének. Tehat valéban talaltunk diszjunkt kordket, amelyek egytittesen T-nek legalabb
a kilencedét lefedik.

Megjegyzés. Ha vesziink egy fix P ponton dtmend egységkoroket, akkor ezek koziil csak egy
valaszthato ki. Ennek tertilete m, masrészt a korok altal lefedett teriilet akarmilyen kozel keriilhet
4r-hez. A feladatban szereplé kilences konstans tehdt legfeliebb négyesre javithaté. Erdekes
kérdés, hogy hol van az igazsag négy és kilenc kozott.

13.14. Réacsnégyzet van.
Ismeretes, hogy nincs szabalyos racsharomszog. Ebbél kévetkezik, hogy szabalyos racshatszog
sincsen. Az 6tszoggel majd kiilon foglalkozunk. Legyen tehat a kovetkezékben n > 6, és tegyiik
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fel, hogy taldlunk egy P P,... P, szabdlyos racs-n-szoget. Tiikrozzink minden csiicsot a két
szomszédja altal meghatirozott atléra, igy kapjuk a P; pontbdl a Q; pontot. Azt allitjuk, hogy
a Q; pontok egy kisebb szabalyos racs-n-szoget hataroznak meg.

Nyilvanvald, hogy a @; pontok is rendelkeznek a P; sokszog O kozéppontja koriili 360° /n szogl
forgasszimmetriaval, tehat szabalyos n-szoget alkotnak.

Koénnyen ellenérizhet6 szogszamolassal, hogy n > 6 esetén a (); pontok kiilonbozok és az
eredeti sokszog belsejében vannak, s6t, ha O-val jeloljiik a sokszog kézéppontjat, akkor P; az
OP;_1 P;11 haromszog belsejében van. Ugyanis

P, PP/ =P PP 1/>120° > P, 10OF; 1 /.

Ebbdl kovetkezik, hogy a Q; pontok egy kisebb (konvex) szabalyos n-szoget alkotnak.

Végiil az, hogy @Q); racspont, abbdl kovetkezik, hogy ha egy paralelogramma harom cstcsa
racspont, akkor a negyedik is. Marpedig a P;_1P;P;+1Q; paralelogramméban az els6 harom
csucs racspont.

Belattuk tehat, hogy az eredeti szabalyos racs-n-szogbdl kaptunk egy kisebb teriileti szabalyos
racs-n-szoget.

Az eljarast folytathatjuk, s igy mindig kisebb szabalyos racs-n-szoget kapunk, amelynek csic-
sai azonban a korabbi racs-n-szogiink belsejében vannak. De az eredeti P, Ps ... P, sokszog belse-
jében csak véges sok racspont lehet. Az eljaras tehét nem folytatédhat vég nélkil. Am amikor
a legkisebbhez ériink, ellentmondéshoz jutunk.

Tehat n > 6 esetén nincs szabalyos racs-n-szog.

Maradt még az n = 5 eset. Ez a fenti esettél csak abban kiilonbozik, hogy a @; pontok
atkeriilnek az O-val szemkozti oldalra, de tovabbra is az eredeti sokszog belsejében maradnak
és kiilonboznek egymastol. Tehat itt is kapunk egy, az eredeti sokszdgnél kisebb racsotszoget. A
bizonyitas ezutan ugyantugy fejezheté be, mint az n > 6 esetben.

Ezzel belattuk, hogy n = 4 kivételével nincs szabdlyos racs-n-sokszog a sikon.

13.15. Vegyiink egy olyan e egyenest, amelynek az 0sszes egyenes az egyik partjira esik. Ilyen
van, hiszen véges sok pont van, ezek belefoglalhatok egy korbe, s annak barmely érintéje jo lesz.
Olyan érintét is vehetiink, amely semelyik két olyan szakasszal nem parhuzamos, amelyet két
adott pont hataroz meg.

Kezdjik el e-t mozgatni a pontok felé onmagaval parhuzamosan. Amikor elér az elsé adott
ponthoz, akkor ez a pont lesz a torott vonal els6 pontja. Ezutdn mozgatjuk tovabb, s mindig,
amikor elér egy kovetkez6 ponthoz, akkor az elért pontot vilasztjuk a torott vonal kévetkez6 pon-
tjanak. Vilagos, hogy ha ilyen sorrendben kotjiik Gssze a pontokat, akkor semelyik két 6sszekoto
szakasz nem metszheti egymast, hiszen mindegyik ilyen szakasz az e egyenessel parhuzamos
savban van, s barmely két ilyen sav kilénb6zo.

13.16. Huzzunk be egy tetszoleges parositast a fehér és a kék pontok kozott. A fehér pontokat
F;-vel, a kékeket K;-vel jeloljuk. Tegyiik fel, hogy példaul a behtzott F} K7 és Fy Ky élek metszik
egymast. Cseréljiik ki ezeket az Fy Ky és az Fh K, élekre, ahogy az 1. abran lathatoé.

13.16M.1. 4bra.
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Segit-e ez rajtunk? Konnyen lathatd, hogy a metszéspontok szamat nem feltétleniil sikeriilt
csokkenteniink, szdmtalan tovabbi behtizott él belenyilhat példaul az Fy Ko élbe, ami az F1 K;
és az Fy K5 éleket nem metszette. (Rajzoljunk ilyen helyzetet!)

Természetesen az eljarast megismételhetjik most is két metszo élre, de mi garantélja, hogy
véget ér az eljardsunk és nem keriliink ciklusba?

Az az észrevétel segit, hogy ha az F1 K és az Fo Koy élek metszik egymaést, akkor az djonnan
behtizott Fy Ko és az Fo K élek egyiittes hossza kisebb az elhagyott F1 K; és Fy Ko élek egyiittes
hosszénél. (Azt hasznaljuk, hogy a haromszogegyenlStlenség szerint egy konvex négyszog &tloi-
nak egyiittes hossza nagyobb két szemkozti oldala hosszanak Gsszegénél.)

A pérositas 6sszhossza tehat minden egyes cserénél csokken. Véges sok parositasi lehetéségiink
van (mert véges sok pontunk van), tehét van (legaldbb) egy olyan parositds, ahol a parosit6 sza-
kaszok 6sszhosszi minimalis. Ebben a parositasban nem lehet metszo élpar, mert akkor taldlnank
rovidebb 6sszhosszliisdgi parositast.

A feladat allitasat ezzel bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A megoldas tobb tanulsdggal is jar. Egyrészt azt mutatja, hogy az, ahogyan a
wvegylk a legkisebbet” segitségével ellentmondéasra jutunk, egyben egy eljardst is ad a legkisebb
megkeresésére, tehat a feladatban keresett tulajdonsidgi parositds megtalalasara is.

Masrészt azt is mutatja, hogy nem mindig célszeri hagyni magunkat befolyasolni a feladat
kovetelményétol, amikor azt keressiik, hogy mire nézve vegyiikk a minimalisat. Ha ugyanis a
minimalis metszésponti parositast kerestiik volna, azzal a jelen esetben ,helyben jartunk” volna.
Sokszor all el6 az a helyzet, hogy leleményre van sziikség ahhoz, hogy megtaldljuk: mire is
érdemes minimalizdlni (vagy maximalizalni). A mi esetiinkben az 6sszhossz volt a jé valasztés.

Mindez, mint emlitettiik, mar atvezet az ,allapotfiiggvény” fogalmahoz.

14. TetszoOlegesen sok és végtelen sok

14.4. Indirekt okoskodéassal belatjuk, hogy a primszdmok sorozataban nincs végtelen hosszi
szamtani sorozat. Tegyiik fel, hogy lenne, és legyen ennek els6 eleme p, kiillonbsége d > 0. Itt p
prim, tehat legaldbb 2. Tekintsiik ennek a szdmtani sorozatnak a p + 1-edik elemét. Ez p+ dp =
= p(d+ 1), tehét osszetett szdm, ami ellentmondés.

Nemcsak azt lattuk be, hogy a primek k6zott nincs végtelen hosszli szamtani sorozat, hanem
azt is, hogy barmelyik, p-bdl induld, csupa primbdl allé szamtani sorozatnak legfeljebb p eleme
lehet.

14.5. Nyilvan elég tetszoleges pozitiv egész n-re mutatni n egymas utani pozitiv egész szamot,
amelyek mindegyike Gsszetett. Tekintsiik e célbdl az

m+D)+2,n+1)+3,....(n+ D) +n,n+ 1) +n+1

szamokat. Ezek koziil az els6 paros, a masodik (ha van) oszthaté hdrommal, és dltaldban 1 <
< i < n-re az i-edik (tehét (n + 1)! + i+ 1) oszthatd (i + 1)-gyel és nagyobb (i + 1)-nél, tehat
Osszetett szam.

Taldltunk tehat n egymas utdni szamot, amelyek mindegyike Osszetett szam. Ezek koziil az
els6 el6tti legnagyobb primszam és a rakoévetkezd prim kozott legaldbb n a kiilénbség.
Megjegyzés. Erdekes kérdés, hogy mekkora ,hézag” lehet két egymés utdni primszam kozott.
A feladat megolddsa mutatja, hogy tetszélegesen nagy. De megkérdezheté a kdvetkezo: milyen
h(n) figgvényre igaz, hogy minden elég nagy n természetes szam esetén az n-nél nagyobb, de
n + h(n)-nél kisebb szamok kozott taldlhaté primszam. Errél a h(n) fliggvényrdl elég keveset
tudnak, 1. példaul [4] 183. oldalat.
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14.6. a) Megprébélhatjuk a 14.5. feladat gondolatmenetét alkalmazni. Most azonban n egymas
utan kovetkezo pozitiv egészt kell talalnunk, amelyek koziil mindegyik egy-egy szam négyzetével
is oszthatd. Tehat kell taldlnunk egy x pozitiv egész szamot, tovabbd n tetszéleges (egynél
nagyobb) szamot tgy, hogy x + i oszthaté legyen koziiliik az i-edik négyzetével. Ha ez az n
keresett szam

q1, q2, dn,

akkor olyan ¢; szamokat keresiink, amelyre a kévetkez6 kongruencidknak van szimultdn megoldésa:
r+1= 0 (mod ¢?),
r+2= 0 (mod ¢3),

r+n= 0 (mod ¢?),

vagy kicsit masképp felirva:

r= -1 (mod ¢?),
r= -2 (mod ¢3),
r= -n (mod ¢2).

A kinai maradéktétel szerint ennek a kongruencairendszernek van megoldésa, ha a modulusok
paronként relativ primek, tehat ha a ¢;-k paronként relativ primek. Ezt konnyen elérhetjiik,
példaul ha g;-t az i-edik primnek valasztjuk.

Bebizonyitottuk tehat, hogy tetszdleges n egészre van egymas utdni n darab egész szam,
amelyek mindegyike oszthatd egy-egy egynél nagyobb szdm négyzetével, tehdt amelyek egyike
sem négyzetmentes. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

b) Nyilvanvalé viszont, hogy nem lehet akarhdny négyzetmentes szam egymas utéan, hiszen
minden negyedik szdm oszthaté 4-gyel, azaz egy négyzetszammal. Hirmat konny talalni: példaul
az 5,6,7 vagy a 21, 22, 23, stb.

14.7. Megprébélhatjuk az el6zé (14.6.) feladat gondolatmenetét alkalmazni. Most olyan = egész
szamot kell taldlnunk, amelyre x + ¢ az i-edik primszamnak, ¢;-nak csak az els6 hatvanyaval
oszthato. Ezt ugy érjuk el, hogy megkeressiik az

r+1= ¢ (mod q%),
r+2= ¢ (mod ¢d),

r+n= g (modgp),

egyenlet egy megolddsat. A kinai maradéktétel megint biztositja, hogy ilyen x szdm van.

14.8. Olyan n szamot keresiink, amelynek lehetdleg sok osztdja van. Ha n-nek az elsé k prim-
szam szorzatat valasztjuk, akkor d(n) = 2F, hiszen n Osszes osztéjat tgy kapjuk, hogy e k darab
primszam koziil bizonyosakat 6sszeszorzunk. Ha n-et igy vilasztjuk, annak megvan az az elénye
is, hogy az utana kovetkez6 szdm primosztéi mind nagyobbak a k-adik primnél, pi-nal, hiszen
n + 1 relativ prim n-hez. Ennek alapjan kénnyen beldthatjuk, hogy n + 1 legfeljebb k& — 1 prim-
szam szorzata lehet. Tegyiik fel ugyanis, hogy n + 1 legaldbb k prim szorzata. Ezek mindegyike
nagyobb pg-nal, tehat

n+1> e+ 1) +1>pf+2>n42

volna, ami ellentmondés. (Az utolsé egyenlétlenségnél felhasznaltuk, hogy n az els6 k primszam
szorzata, tehét k darab olyan prim szorzata, amelyek mindegyike legfeljebb py.)
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Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy n + 1 legfeljebb k£ — 1 primszam szorzata, igy osztoinak
szama is legfeljebb 2¢—1. (EgyenlSség csak akkor van, ha csupa kiilonboz6 prim szorzata. Ha a
primek kozott azonosak is vannak, akkor még kevesebb.) Azt kaptuk, hogy

din) —d(n+1)=2% —d(n+1) > 2k — k=1 = ok=1,

Ha tehit k-t gy valasztjuk, hogy 2~ nagyobb legyen az elére adott K-nal, akkor d(n) és
d(n + 1) kiillonbsége nagyobb lesz K-nal.

14.9. A k és az n szdmot most is ugy valasztjuk, mint az elézé — 14.8. — feladatban. Mar csak
azt kell bizonyitanunk, hogy d(n) legalabb K-val nagyobb d(n — 1)-nél is. Ennek bizonyitésa
lényegében ugyanigy megy, mint az el6z6 feladatban a megfelels allitds bizonyitasa d(n + 1)-re.

Hasonléan bizonyithatd ugyanis az is, hogy n — 1 is legfeljebb k — 1 primszam szorzata, tehét
n — 1-nek is legfeljebb 25~ osztéja van. Ha ugyanis legalabb k primszam szorzata volna, akkor
az (1)-ben alkalmazott becsléshez egészen hasonléan jutunk ellentmonddsra:

n—1>pr+1)F-1>pf+1-1>n

Ez az ellentmondds bizonyitja, hogy d(n—1) is legalabb 2~ !-gyel kisebb d(n)-nél, igy a feladat
allitasat teljesen bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Igaz az is, hogy d(n) grafikonjdban tetszélegesen nagy ,volgy” is van, azaz igaz a

Volgy-tétel. Tetszéleges K szamhoz taldlhaté olyan n szam, amelyre d(n — 1) is, d(n + 1) is
legalabb K-val nagyobb d(n)-nél.

A bizonyitast csak vazoljuk: az n szamot olyan primszamnak kell valasztani, amelyre igaz,
hogy n — 1 oszthaté 2F-val, n+ 1 pedig oszthat6 3*-val. Ekkor n-nek két osztéja van, a szomszé-
dainak legalabb k+1. A kinai maradéktétel szerint van olyan maradékosztaly mod 6%, amelynek
tetszOleges n elemére e két oszthatdsagi feltétel teljesiil, masrészt e maradékosztaly elemei re-
lativ primek 6¥-hoz, ezért Dirichlet tétele szerint ebben a maradékosztalyban van (végtelen sok)
primszam. (Dirichlet tételének bizonyitdsa magyarul megtaldlhaté Szalay Mihdly Szdmelmélet
c. gimnéziumi tankoényvében [14], a 165-183. oldalakon.)

A Volgy-tétel természetesen 1ij bizonyitas az el6z6 feladat allitasara is. Még azt is mondhatjuk,
hogy egyszeriibb, 4&m sokkal tobbet hasznal.

14.1. Az igenld valaszt a kovetkezd egyszerli konstrukcié bizonyitja. Vegylink minden poz-
itiv egész n-re egy n pontu teljes grafot, G,-et, éspedig ugy, hogy a G, grafok csicshalmazai
paronként diszjunktak legyenek. A végtelen G graf legyen ezeknek a G, grafoknak az unidja. Ez
a graf nyilvanvaldan teljesiti a feladat feltételeit.

14.2. Ha az A,, halmazok koziil mindegyik valédi része az elézének (A,, C A,_1), akkor barmely
véges sok metszete a legnagyobb indext, barmely végtelen sok metszete megegyzeik az Osszes
metszetével. Ha tehat az A,, halmazok metszete példdul tires, akkor méris talaltunk egy megfelels
halmazrendszert. Ilyen halmazrendszer példaul az a halmazrendszer, ahol A, az n-nél nagyobb
egész szamok halmaza.

14.3. A feladat latszatra ugyanugy a 14.3. feladat analogonja, ahogy a 14.1. feladat a 14.1. fela-
dat analogonja, s ennek megfelel6en(?) azt varjuk, hogy erre a kérdésre is igenlé a vélasz. Sajnos,
a varakozas csaloka. Gondoljunk ugyanis a ,végtelen Ramsey-tételre”. Ez, mint az GR.I1.1.5. fe-
ladatban lathatjuk, a kévetkezét mondja ki (leggyengébb forméjaban):
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Megoldasok 14. Tetszolegesen sok és végtelen sok

Barmely egyszeri végtelen grafra igaz, hogy vagy maga a graf, vagy a komplementere tar-
talmaz végtelen teljes részgrafot. Vagy masképp fogalmazva: barmely egyszerii végtelen graf
tartalmaz vagy teljes, vagy tires végtelen részgrafot.

Nincs tehat a feladat feltételének megfelelé graf, mert ha a rgafban nincs végtelen teljes
részgraf, akkor a komplementerben biztosan van.

14.4. Képzeljiik el, hogy van végtelen sok szal egyenes fenyéfank, olyan egyenes, hogy egyéltalan
nincs rajta elagazas, az els6 1 méter magas, a masodik 2 méter magas és altalaban az n-edik
n méter magas. Ezt a végtelen erdét grafelméletre is atiiltethejiik, akkor kapunk végtelen sok
(paronként pontdiszkunkt) utat, az n-edik éppen n pontbdl all. Most mar nem kell mést csinél-
nunk, mint az utak egy-egy végpontjat dsszekotni egy kozos gyokérrel. Igy mar egy végtelen fat
kapunk. Ha Tigris ezen elindul a gyokértol, akkor barmilyen magasra feljuthat, csak megfeleléen
hossz utat kell valasztania, amelyen elindul. De miutan nem tud visszafordulni, barmelyik titon
is indul, véges sok 1épés utan meg fog kelleni allnia, nem tud végtelen magasra feljutni.

14.5. A feladat kérdésére nemleges a valasz. Ezt a kovetkezd egyszeril graf mutatja. Legyenek
a graf pontjai az egész szamok és kossiink Ossze két egész szdmot, ha a kiilonbségiik egy. Igy
minden szdm fokszama pontosan kett6 (a két szomszédjaval van Gsszekotve), viszont a grafban
egyaltalan nincs kor, egyetlen végtelen 1thol All.

14.7. Itt latszélag kihaszndlhatnank, hogy ha minden kor hossza péros, akkor a graf minden
véges részgrafja két szinnel jol szinezheto, és elkezdhetnénk ennek alapjan szinezni a pontokat.
Csakhogy elképzelhetd, hogy ennek soran egy pont szinét allandéan valtogatnunk kell, s akkor
bajban vagyunk. Ezért mas utat valasztunk: Végignézzilk a véges grafokra szélé bizonyitas
lépéseit. (L. a ALG.I1.3.16. a feladatot.)

1. A bizonyités elsé 1épése az volt, hogy elég az allitast Osszefiiggd grafokra bizonyitani. Az 5.10.
feladat szerint az GsszefiiggGség végtelen grafndl is ugyaniugy definidlhato és ott is igaz, hogy két
pont pontosan akkor van egy Osszefliggd komponensben, ha 0Osszekoti ket ut. Az is vilagos,
hogy ha két pont kozo6tt nem vezet Ut a grafban, akkor a két pont szinezése egyaltalan nem
befolydsolja egymast, tehat az allitast most is elég Osszefiiggé grafokra bizonyitani.

2. Osszefiiggd grafok esetén a graf egy tetszbleges x¢ pontjabél mint gydkérbdl elinditottunk
egy szélességi keresést, vagyis elsé 1épésben megkerestiik a gyokér szomszédait, ezek alkottdk
az els6 emeletet. Ha mér az i-edik emelet pontjait megtalaltuk, a kdévetkezd emeletre azokat
a pontokat tettiik, amelyek az eddig még egyetlen emeleten szereplé6 sem pontok kozil Gssze
vannak kotve az i-edik emeletnek legaldbb egy pontjaval. Vagyis az i-edik emelet pontjai azok
a pontok, amelyek a gyokértol ¢ élbol allé uttal elérhetoek, rovidebbel nem.

Véges graf esetén az Osszefiiggdség pontosan azt jelenti, hogy igy minden ponthoz eljutunk.
Azt kell csak meggondolnunk, hogy végtelen graf esetén is pontosan ezt jelenti az 6sszefliggdség,
csak most az eljaras végtelen hosszu is lehet. Valéban, minthogy az it végtelen grdfban is véges
utat jelent, ezért az eljaras most is eljut minden, xg-bdl uttal elérheté ponthoz, tehat 6sszefliggd
grafrél 1évén szé, eljut a graf minden pontjahoz.

3. Belattuk, hogy a szélességi keresés esetén az i-edik emelet pontjai csakis egymadssal és a
most is. Ha talalunk valamelyik emeleten két pontot, amelyeket él kot Gssze, akkor ezek most is
ugyanugy, mint a véges esetben egy paratlan kort zarnak be a grafban. Ha viszont nincs ilyen
pont, akkor a graf parosadik emeleteinek pontjait feketére, paratlan emeleteinek pontjait fehérre
szinezve éppen a graf egy jé szinezését kapjuk két szinnel.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy végtelen grafra is igaz, hogy vagy van benne paratlan kor, vagy
paros graf.

150



14. Tetszolegesen sok és végtelen sok Megoldasok

14.8. A feladatra tobb megoldast is mutatunk. El6bb prébéljuk megérteni, mi okozza a ne-
hézséget.

Most is megprébalhatnank venni sorban minden n-re az elsé n pont jolszinezését, de megint ab-
ba a nehézségbe titkdznénk, hogy az egyes pontok szinezését esetleg végtelen sokszor is valtoztatni
kényszeriilnénk. Egy olyan bizonyitdst, amely kifejezetten az emlitett nehézség kikiiszobolésén
alapszik, a 14.4. feladat megoldasa mutat.

De megprébélhatjuk a feladatot a ,végtelen Ramsey-tétel” bizonyitasdban hasznélt gondo-
latmenet felhasznélasaval is bizonyitani. Ezt a megoldast a 14.10. feladat részletezi.

Egy harmadik, meglepének t{iné utat a kovetkez6 (=14.9.) feladat mutatja.

14.9. A megoldés sordn a jolszinezés harom szinnel vald jOlszinezést jelent.

Az (i) allitas bizonyitasa: Két pont, x és y kozott pontosan akkor nem fut él, ha van egy
olyan véges G, részgraf, amely tartalmazza mindkét pontot, és minden jolszinezésében x és
y azonos szini. (Ellenkezé esetben ugyanis ez az él még behizhat6 volna a grafba, tovabbra is
minden véges részgraf jélszinezhetd volna harom szinnel.)

(i) azt &llitja egyrészt, hogy ez a relicié ekvivalenciareldcid, mésrészt hogy az ekvivalen-
ciaosztalyok szama (legfeljebb) harom.

Az, hogy ez a relacié ekvivalenciarelacio, azt jelenti, hogy ha x és y k6zott nem fut él, és y
és z kozott sem fut él, akkor x és z kozott sem fut él. A feltétel szerint van egy G, és egy
Gy,» véges részgraf, amelynek minden j6lszinezésében z és y azonos szinfi, tovabba egy olyan
Gy, részgraf, amelynek minden jélszinezésében y és z azonos szinli. Vegyiik most e két grif
egyesitését, jelolje ezt H. Ha xz él volna a grafban, akkor H-ban szerepelne. Masrészt H véges
részgraf, tehat van jolszinezése. Ebben a jolszinezésben x és z nem lehet azonos szinii. Masrészt H
jolszinezése megadja Gy és Gy . egy-egy jolszinezését is. Az elébbiben azonban x és y szinének
kell megegyeznie, az utébbiban y és z szinének. Ez az ellentmondés bizonyitja allitdsunkat.

Masrészt nyilvanvald, hogy nem lehet négy vagy tobb ekvivalenciaosztaly, mert ezekbdl egy-
egy pontot véve egy négy (vagy tobb) ponti teljes grafot kapnank, és ez hédrom szinnel nem
jOlszinezhetd véges részgraf volna.

Most mar ratérhetiink a 14.8. feladat bizonyitasira. Legyen tehit G egy tetszOleges olyan
megszamlalhatdan végtelen graf, amelynek minden véges részgrafja harom szinnel jélszinezhetd.
Mivel a graf megszamlalhatéan végtelen, a csticsaibol képzett teljes graf élhalmaza is megszam-
lalhatdan végtelen, s igy G komplementerének élhalmaza is. Rendezziik sorozatba tehét a kom-
plementer graf Gsszes élét, és vegylik sorra az éleket. Ha valamelyik él behtzhaté a grafba ugy,
hogy a graf minden részgrafja tovabbra is jolszinezhet6 harom szinnel, akkor hiizzuk be. Ezt az
eljarast a sorozat minden élére végrehajtva végiil egy az (i)-ban szerepld értelemben , kritikus”
grafot kapunk, arrél viszont (i)-ben belattuk, hogy harom szinnel szinezhet6. (Az ott szerepld
harom osztaly épp a hdrom szint adja meg.)

Megjegyzés: Ez a bizonyitas atvihetd tetszoleges, tehat megszamlalhatonal nagyobb végtelen
grafokra is, ,csak” transzfinit rekurziét kell hasznalni az eljaras soran.

14.10. A szineket az 1, 2, 3 szdmmal fogjuk jeldlni.
A) &llitas bizonyitasa:

Vegytink minden n pozitiv egész szamra egy olyan (egyébként tetszéleges) n cstcst részgrafot,
amely tartalmazza az x pontot. Minden ilyen részgraf jol szinezheté hdrom szinnel. Az x pont
minden esetben vagy az 1, vagy a 2, vagy a 3 szint kapja. Minthogy végtelen sok részgrafot
vettiink, a végtelen skatulyaelv szerint (1. az GR.IL.1.1. feladatot) az egyik szin végtelen sok
részgraf szinezésénél fel fog lépni. Vegyiik ezt a végtelen sok részgrafot, ezek pontszdma minden
hataron tul né.

Az A) allitast ezzel bebizonyitottuk.
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B): Egy nagyon egyszerii példa a kovetkezd: vegyiink végtelen sok pontdiszjunkt haromszoget,
vagy masképp: legyenek a graf pontjai a pozitiv egész szdmok és minden k-re kossiik Ossze
egymassal az 3k + 1,3k + 2,3k + 3 pontokat. Az els6 n pont altal feszitett részgraf jélszinezései
koziil valasszuk azt, amelyben az m-edik pont szine m — n mod 3, azaz az els6 pontbdl allo
részgrafban az 1-es pont szine 3, az els6é két pontbdl all6 részgraf szinezésében az 1-es pont szine
1, a 2-es pont szine 0, az els6é harom pontbdl alld részgraf jolszinezésében az 1-es pont szine 2,
a 2-es ponté 1, a 3-as ponté 3, stb. igy minden pont szine felvéltva lesz (hdrmas periédusban)
1,2,3. Azaz minden pont minden szint végtelen sokszor fog felvenni, igy kénnyen eléfordulhat,
hogy az A)-ban mutatott eljaras minden ponthoz példdul az 1-es szint fogja rendelni.

Koénnyen meggondolhatd, hogy bdrmely, a feltételeknek megfelel¢ grafnal eléfordulhat, hogy
minden ponthoz ugyanazt a szint rendeljiik, hiszen egy jolszinezésben akarhogy permutaljuk a
harom szint, megint jélszinezést kapunk.

C): Ha a G1,Ga,...,G,,... halmazok olyan lancot alkotnak, ahol mindegyik részhalmaza az
utana koévetkezoknek, akkor barhogy valasztunk ki koziiliik végtelen sokat, azok unidja tovabbra
is megegyezik az eredeti halmazok uniéjaval. Ha ugyanis egy elem szerepel a G, halmazok
unidjaban, akkor valamelyik n-re szerepel G,-ben, s ezért az 6sszes nagyobb indexiiben is. Tehat
véges sok kivétellel mindegyik G,,-ben szerepel. Ha tehat végtelen sok részhalmazt valasztunk,
akkor ezek egyikében (s6t: véges sok kivétellel mindegyikben) szerepelnie kell.

D): Megmutatjuk, hogy a 14.8. feladatban szerepl$ allités igaz, azaz ha egy (megszamlalhatéan)
végtelen grdf minden véges részgrifja hdrom szinnel jolszinezhetd, akkor az egész grdaf is hdrom
szinnel jolszinezhetd.

Megszamlalhatéan végtelen a graf, tehat a graf pontjait megszamozhatjuk a pozitiv egész
szamokkal. Valasszuk ki az els6 pontot, ezt jeloljik z-szel. Az els6 n cstcs altal feszitett részgrafot
pedig jeloljik Gp,-nel. Az A) éllitast alkalmazva e végtelen sok G, részgrafra azt kapjuk, hogy
kivalaszthatd koziilitk végtelen sok, amelyek jolszinezésében x szine azonos. Szinezziik ki az els6
pontot ezzel a fix szinnel. A |csel” az, amit a feladat C) részében bizonyitottunk, tehét hogy
ezek a részgrafok

a) olyan lancot alkotnak, ahol mindegyik részgrafja az 0sszes utdna kovetkezének, ezért

b) Osszeségiikben lefedik a graf Gsszes pontjat.

c) a)-bdl kovetkezik az is, hogy a kivdlasztott végtelen sok részgraf kozil az n-edik tartalmazza
G,,-ct.

Most vélasszuk ki a méasodik pontot. A méar kivalasztott végtelen sok részgraf kozott megint
van végtelen sok, amelynek jolszinezésében e méasodik pont szine azonos. Igy mér taldltunk
végtelen sok részgrafot, amelynek jolszinezésében az els6 két pont szine nem véltozik. A méasodik
pontot szinezziik ki ezzel a fix szinnel. E végtelen sok részgrafra megint teljesiil a), b) és ¢) is. Az
eljarast folytathatjuk, s ha mar az els6 k csics szinét ilymddon rogzitettiik, akkor kivalasztottunk
hozzajuk végtelen sok G,, részgrafot, amelyek jolszinezésében e k szin szinezése mindig ugyanaz,
masrészt e végtelen sok részgrafra teljesiil a), b) és c). Az eljaras folytathatd, s ugyanez igaz lesz
az els6 k 4 1 csicsra is.

Igy teljes indukciéval a graf Gsszes pontjat kiszineztiik. Azt &llitjuk, hogy ez a szinezés az
egész graf egy jolszinezése. Ehhez elég annyit belatni, hogy ha az i-edik és a j-edik pont szine
megegyezik, akkor nem lehetnek 6sszekotve. Feltehetjiik, hogy i < j. Amikor az i-edik pont szinét
rogzitettiik, akkor csak azt a végtelen sok részgrafot hagytuk meg, amelyeknek jélszinezésében
az i-edik pont szine épp ez a rogzitett szin. Ha az i-edik pont 0ssze van koétve a j-edikkel, akkor
e szinezések egyikében sem kaphatta ¢ szinét. Minthogy j szinét csak ez utdn rogzitettiik, csak
olyan szint kaphatott, amelyet e részgrafok jolszinezésében kapott, tehat i szinét valéban nem
kaphatta.

Ezzel D) bizonyitaséat is befejeztiik.
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14.1. Képzeletben adjunk Tigrisnek egy végtelen messzire ellaté tavesovet és utana adjuk neki
a kovetkezd utasitast, amig a foldon, azaz a fa gyokerénél all:

Eljaras: Miel6tt fellépnél a kovetkezd emeletre arrdl a pontrél, ahol éppen allsz, elébb vizsgald
meg sorra a fels§ szomszédait, hogy van-e folottiik még végtelen sok pont. Amint taldlsz egy
ilyen pontot, arra lépj tovabb.

Minthogy a fa minden emeletén csak véges sok pont van, ezért annak az x pontnak is csak
véges sok szomszédja van, amelyiken Tigris éppen tartézkodik. Ha x f6lott végtelen sok pont
van, akkor ez a végtelen skatulyaelv szerint (1. az GR.II.1.1. feladatot) 6roklédik valamely felsé
szomszédjara is.

Ha tehat Tigris az altalunk adott utasitas szerint jar el, minden emeletrdl tovabb tud lépni.
Tehat sikeriil ,,végtelen magasra felmasznia”.

14.2. Sajnos nem tudunk, s ez nem a mi hibank: nincs ilyen eljaras. Tigrisnek az n-edik emeleten
meg kell dllapitania, melyik agon van még végtelen sok pont. Ez az eljaras csak akkor ér véget
véges idGben, ha egy id6 utdn csak egy ag marad, a tobbirdl kideril, hogy véges sok pont
van rajta. Amig ugyanis legalabb két agrél még nem deriilt ez ki, addig szegény Tigris nem
tudhatja, melyik 4gon mehet tovabb! Marpedig nem nehéz olyan fat mutatni, ahol minden ag
végtelen. Ilyen példaul az agynevezett bindris fa. Ennek minden pontjabdl pontosan két él indul
a kovetkezd emeletre, tehat minden pontnak két ,kozvetlen utdédja” van.

14.3. A 14.1. feladat lényegében ugyanezt mondja ki. Az az ut, amelyen Tigris mindig felfelé
megy a faban, éppen egy végtelen utat ad meg.

14.4. A feladat megoldasa sordn a szinezés harom szinnel vald szinezést jelent.

Emlitettiik mar a 14.7. feladat megolddsanak elején, hogy mi okozza a nehézséget, ha ,,mohd
algoritmussal” elkezdjiik kiszinezni a graf pontjait. Most ezt részletesebben is megnézziik, mert
ez kulcsot ad a megoldashoz. Tegyiik fel, hogy eljutottunk oda, hogy az elsé n pontot jél szinez-
ziik hdrom szinnel. (Minthogy a graf megszdmlalhatd, feltehetjiik, hogy a pontjait sorozatba
rendeztiik.) Sajnos nem lehetiink biztosak benne, hogy ez a jél szinezés az els6 n + 1 pontra
is folytathatd! Persze, kicserélhetjiik az elsé n pont szinét ugy, hogy az ,illeszkedjen” az elsé
n + 1 pont valamelyik jolszinezéséhez. De melyikhez? Lehet ugyanis, hogy kés6bb ez a szinezés
sem lesz folytathaté. Es ha mindig kicseréljiik az elsé n pont szinét tgy, hogy az ,illeszkedjen”
a késObbi, nagyobb részgraf szinezéséhez, akkor elképzelhetd, hogy példdul az elsé pont szinét
végtelen sokszor cserélgetjiikk oda-vissza, s ekkor nem fogjuk tudni, hogy ,végiill” az eljasarunk
milyen szint is rendel az els§ ponthoz. (Ugyanez persze elmondhaté a t6bbi pontra is.)

Akkor nem lesz ilyen probléménk, ha taldlunk jdlszinezéseknek egy olyan

S1,92, ..., S0, Snt1, - -
sorozatat, amelyekre a kovetkezck igazak:

a) S, az els6 n pont jol szinezése harom szinnel,
b) Sp+1 az S, szinezés kiterjesztése, vagyis S, 11-ben az els6 n pont szine megegyezik az S,-ben
kapott szinével.

Ha taldlunk ilyen szinezés-sorozatot, ez a G graf minden pontjahoz egyértelmiien rendel egy
szint, amelyen kés6bb sem kell valtoztatnunk, tehat megkapjuk a graf egy jolszinezését harom
szinnel. (Mésrészt az is vildgos, hogy ha van a grafnak jélszinezése, akkor kell is talalnunk ilyen
Sy, sorozatot.)

Marmost egy ilyen szinezés-sorozat megtalalasahoz segit a Konig-lemma. Ehhez definidljunk
egy olyan fat, amelynek n-edik emeletén éppen a G graf els6 n pontja altal feszitett részgrafja-
nak harom szinii jészinezései lesznek. (Tehdt a fa egy pontja az eredeti graf egy véges rész-
grafjanak jolszinezése!) A megoldds bevezet&jében mondottaknak megfelelen az elsé n pont
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egy jolszinezését akkor kotjiik Ossze az els6 n+ 1 pont egy jolszinezésével, ha az utébbi az elobbi
kiterjesztése. Az igy kapott fa minden emeletén véges sok pont van, hiszen egy véges grafnak
csak véges sok jélszinezése van.

Alkalmazhatjuk tehdt a Konig-lemmat: ebben a fiban van egy végtelen tt. Marpedig ennek a
végtelen utnak a pontjai éppen jolszinezéseknek egy olyan sorozatat adja meg, amelyre teljestil
a) és b).

Ezzel a 14.1. feladat allitasat igazoltuk:

Ha egy (megszamlalhatéan) végtelen grif minden véges részgrdfja hdarom szinnel jolszinezhetd,
akkor az egész graf is hdarom szinnel jolszinezhetd.

Megjegyzés. Gondoljuk meg, hogy ez a bizonyitds lényegében azonos a 14.10. feladat D) részére
adott megoldassal.

14.5.

1. megoldas. Az el6z6 (=14.4.) feladat megoldast végignézve azt latjuk, hogy csakis annyit
hasznaltunk, hogy egy véges grafnak véges sok jélszinezése van. Ez pedig nemcsak harom szinre,
hanem barmilyen k esetén k szinre is igaz.

2. megoldas. A 14.9. feladat megoldasa is valtoztatas nélkiil atvihetd harom helyett k szinre.

15. Kombinatorikus geometria

15.1. Az olyan egyenesek nem megfelelek, amelyeken van S- és T-beli pont is. Ha tehat
meghtzzuk az Osszes olyan egyenest, amelyek S-beli és T-beli pontot kotnek Gssze, akkor az
ezekkel az irdnyokkal parhuzamos irdnyok vannak kizérva. De ilyen egyenes, és igy ilyen irdny
is csak véges sok van. Tehat végtelen sok megfeleld irdny van. Megoldast kapunk, ha valasztunk
egy ilyen, megfelel iranyt és S minden pontjira egy ilyen irdnyd egyenest illesztiink.

15.4. Vegyiik a fehér pontok konvex burkat és a fekete pontok konvex burkat. Bebizonyitjuk,
hogy példaul a fehérek konvex burka nem tartalmazhat fekete pontot a belsejében. Ha ugyanis
volna ennek belsejében egy fekete pont, akkor bontsuk a konvex burkot egy csiicsabdl induld
atlékkal haromszogekre. (Itt hasznaljuk, hogy legaldbb harom fehér pont van.) A fekete pont
valamelyik haromszog belsejében volna, tehat nem volna elvalaszthaté a harom fehér ponttol.
Ugyanigy kapjuk, hogy a fekete pontok konvex burka sem tartalmazhat fehér pontot a belse-
jében.

Ebbél azonban még nem kovetkezik, hogy a két konvex burok nem metszheti egyméast! (Mu-
tassunk erre példat!) Am ha a két sokszogvonal metszené egymast, akkor volna egy-egy oldal,
amelynek mindkét vége fehér, illetve mindkét vége fekete volna. E négy pont viszont nem volna
elvalaszthato egymastol egy egyenessel, hiszen a metszéspontjuknak az egyenes mindkét partjan
kellene lennie.

Ennyi viszont mér elég annak bizonyitasdhoz, hogy a két konvex buroknak nincs k6zos pontja.
De ekkor a 13.6. feladat szerint van olyan egyenes, amely elvalasztja Gket.

15.5. Vegyiik a pontok konvex burkét, és vegylink két parhuzamos tamaszegyenest, amelyek
irdnya nem parhuzamos az adott pontok altal meghatarozott szakaszok egyikével sem. A két
tdmaszegyenesen a konvex buroknak egy-egy pontja lesz, legyenek ezek A és B. A legyen a
torott vonal elsé pontja, majd A-bol indulva kezdjiink el tolni AB-ra merdleges egyenest, amikor
AB pozitiv oldalan eléri egy adott pontot, ez lesz a méasodik pont, 6sszekotjik A-val. Tovabb
toljuk a meroleges egyenest, s mindahanyszor elér egy kévetkez6 ponthoz AB pozitiv oldalan,
azt Ossze tudjuk kotni a megelozovel anélkiil, hogy a korabbi 0sszekotd szakaszokat metszené.
Véges sok 1épés utan elériink B-be. Most elkezdjiik visszafelé tolni B-bol a merdleges egyenest
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és ugyanezt csinaljuk az AB egyenes masik oldalan fekvl pontokkal. Az 6sszekotd szakaszokat a
masik oldalon fekvé szakaszoktol elvalasztja az AB egyenes, tehat tovabbra sem keletkezik egy
korabbi szakaszt metsz6 szakasz. Véges sok lépésben visszaériink A-ba.

15.6.

1. megoldas. El6szor b)-t bizonyitjuk.

Tekintsiik azt a grafot, amelynek csticsai a ponthalmaz pontjai és élei az &tmérék. Ha ebben
a grafban minden pont foka legfeljebb kettd, akkor 6sszesen legfeljebb n éle van, tehat a feladat
allitasa teljestil.

Tegyiik fel, hogy egy P pont foka nagyobb kettonél. Legyenek a P-bol induld atmérok PQ,
PQsy, ..., PQir, k > 2. A Q; pontok rajta vannak a P kozepl d sugari kor egy 60-os ivén.
Ugyanis barmely két PQ); szakasz altal bezart szog legfeljebb 60°-o0s, kiilonben a két végpont
tavolsdga nagyobb volna d-nél. Ebbdl az mar kovetkezik, hogy az Osszes (); pont rajta van egy
120°-o0s koriven, s akkor a két széls6 kozotti szog sem lehet nagyobb 60°-nal. Feltehetjiik, hogy
ugy szamoztuk a (Q; pontokat, hogy a szdmozas sorrendjében jonnek a koriven.

Tegyiik fel, hogy valamelyik @Q;-b&l indul ki még egy atméré (a PQ;-n kiviil) egy S pontba. Ez
nem lehet a PQ1Q, haromszog belsejében, s6t, annak a korcikknek a belsejében sem, amelyet
PQ és PQy hatarol. Feltehetjiik, hogy S-et a P, szakasz elvalasztja Qp-tél. Tekintsiik a PS
szakasz f felezd merdblegesét! f-en rajta van a @Q; pont, mert P-t6l is, Q;-tél is d téavolsagra
van. Ezért f-nek azonos oldaldn van P és Q.! Tehat Q) tévolabb van S-t6l, mint P. Ebbél
SQy > SP = d kovetkezik, ami ellentmondas.

Ez azt jelenti, hogy minden k£ > 2-ed foku ponthoz tartozik k — 2 darab elséfokt pont a
grafban, s nyilvan kiilonb6z6 pontokhoz kiilonbézé els6fokt pontok tartoznak. Hagyjuk el a
grafbol az elséfoku pontokat a hozzajuk tartozd éllel. Azt lattuk be, hogy igy csupa legfeljebb
masodfokd pont marad. Ha tehdt m darab els6fokti pont volt, akkor maradt n — m pont, s
legfeljebb ugyanennyi él. Viszont 6sszesen m élt hagytunk el, tehat valéban legfeljebb n él volt
eredetileg.

A bizonyitasbol a)-ra a példa mar leolvashaté: vegyiink egy ABC' egységoldali ABC szabélyos
haromszoget, és az A kézépponti egységsugaru kor BC ivén n — 3 tovabbi pontot.
Megjegyzés. Paratlan n-re j6 a szabalyos n-szog n cstcsa, hiszen ennek a ponthalmaznak a
leghosszabb atlék az atmérdi, s ezekbdl paratlan n esetén pontosan n van.

2. megoldas. Nyilvanvald, hogy egy atmérd mindkét végpontja az n pont konvex burkan van.
Ha ugyanis AB egy tetszOleges szakasz a konvex burkon beliil, amely a konvex burok keriiletét
A’ és B’ pontban metszi, akkor vagy A’ és B’ is csticsa a konvex buroknak, vagy ha példaul B’
nem cstcs, akkor van olyan C' cstics a konvex burkon, amely B’-nél tavolabb van A’-tél.

Az is nyilvanvalé, hogy két atmérd biztosan metszi egymadst. Ha ugyanis nem metszenék
egymast, akkor a végpontjaik paralelogrammat alkotnanak, amelynek a két atméré volna az
egyik oldalparja. De a paralelogramma valamelyik két atellenes pontja tavolabb van egymastol,
mint az oldal.

Ezzel a feladatot visszavezettiik a 16.6. feladatra: ott lathatjuk, hogy a konvex buroknak
legfeljebb annyi atléja hizhaté meg gy, hogy barmely ketté messe egymast, ahany cstcsa van.
15.5. A 15.4. feladat szerint legalabb % ilyen négyes van. Azt kell tehat belatnunk, hogy ez nem
kisebb (";3)—nél, vagvis hogy n(n —1)(n —2) > 60(n —4). Ezt teljes indukciéval bizonyithatjuk.
n = 5-re egyenloség van, utdna n-rél n + 1-re a bal oldal Z—f%—szeresére no, a jobb oldal Z—:i—
szeresére. Utobbi n > 4-re kisebb.

! Ha nem akarunk a szemléletre hivatkozni, akkor ezt a kovetkez6képpen igazolhatjuk. SQj szakasz metszi
PQ1 szakaszt, a metszéspont legyen M. M Q. szakaszt metszi PQ); szakasz, a metszéspont legyen L. Végiil
f metszi az M L szakaszt.
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15.3. A konvex halmazoknak azt a tulajdonsdgat fogjuk hasznélni (ami definialé tulajdonsdguk-
nak is vehetd), hogy ha egy konvex alakzat tartalmazza az A és a B pontot, akkor tartalmazza
az egész AB szakaszt. Ebbél kivetkezik az is, hogy ha egy konvex alakzat tartalmazza az A, B
és C pontot, akkor tartalmazza az egész ABC haromszoget is.

Szamozzuk meg a négy halmazt, és az i, j és k-adik egy tetszOlegesen valasztott kozos pontjat
jeloljiikk A;j,-val. Kapunk négy pontot. Ha ezek egy konvex négyszoget alkotnak, akkor vegyiik
a két atlo metszéspontjat. Nyilvan szamozhatjuk gy a csicsokat, hogy az egyik atlé végpontjai
az Ajoz és az Aio4 pontok. Vagyis mindkét csics benne van az elsé két halmaz metszetében.
De akkor a halmazok konvexitdsa miatt az egész atl6 is benne van e két halmaz metszetében.
Ugyanigy a masik 4tl6 benne van a maéasik két halmaz metszetében. A metszéspontjuk tehdt
mind a négy halmaznak kozos pontja. Lasd az 1. abrat.

Aq2s3

At

A24 A234

A134

15.3M.1. abra.

Ha a konvex burkuk egy haromszog, akkor a négy halmaz kozil valamelyik tartalmazza mind
a hdrom csicsot. A halmaz konvexitdsdbol kovetkezik, hogy akkor tartalmazza az egész harom-
szoget is, igy a belsd pontjat is, amely viszont a harom masik halmaz koézos pontja. Ez a pont
tehat mind a négy halmazban benne van.

15.4. Négy halmazra a 15.3. feladatnél bizonyitottuk az allitast.

Ezutan k > 4 halmazra teljes indukciéval bizonyithatunk. Tegyiik fel, hogy k— 1-re mar tudjuk
az allitast és legyen k halmazunk, amelyek koziil barmely harom metszi egymast. Legyenek a hal-
mazok az Aj, Ao, ..., Ar halmazok. Fontos megéllapitas, hogy a 15.3. feladatban bizonyitottak
szerint e halmazok koziil barmely négynek is van kozos pontja.

Tekintsiik a B; = A; N A halmazokat. Ezek konvexek, mert konvex halmazok metszete is
konvex. Azt allitjuk, hogy a B; halmazok koziil is barmely harom metszetének van k6z6s pontja.
Ez ugyanis annyit jelent, hogy barmely négy A;-nek is van kozos pontja, amit viszont méar
tudunk.

Tehat a B; halmazoknak van kozos pontjuk, s ez nyilvan kozos pontja az A; halmazoknak is.

16. Az egyszerii skatulyaelv

16.1. Valamelyik szinbdl legalabb 17 tehén van. Ha nincs 6t kiilonb6z6 korti ebbdl a szinbdl,
akkor csak négyféle életkoruk lehet. Tehat van 6t azonos életkort és azonos szinii tehén. Az egyik
faluba tehat legalabb harom tartozik koziilik.

16.2. Nevezzik a sorozat elsd, masodik, stb. elemét a sorozat els6, masodik, stb. ,,koordinataja-
nak” a) Ha k darab bumfordi sorozatot vesziink, akkor ezeket Gsszeadva az egyes koordindkat
kell 6sszeadni. Minden ilyen Osszeg k darab Gsszadandébdl all és minden Osszadandé két-két
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szam valamelyike lehet. Tehét Gsszesen legfeljebb 2F kiilonb6zé értéket kaphatunk. Minthogy
kilenc kiilonbo6z6 értéket kell kapnunk, k legalabb négy.

Ha azt nézziik, hogyan tudjuk négy bumfordi sorozat 6sszegeként eléallitani (1,2,3,4,5,6,7,8,9)
szamsorozatot, akkor a kettes szamrendszer van segitsétiinkre. Azt hasznaljuk, hogy az 1,2,4,8
szamok Osszegeként mindegyik szdm eléall. A négy bumfordi sorozat koziil ennek megfeleléen
az els6 az 0-as és l-es, a masodik 0-as és 2-es, a harmadik 0-as és 4-es, a negyedik 0-as és 8-as
szamokbdl all. A sorozatok a kévetkezdk:

(1,0,1,0,1,0,1,0,1)
(0,2,2,0,0,2,2,0,0)
(0,0,0,4,4,4,4,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,8,8)

b) Ugyanigy bizonyithatd, hogy az els6é 1994 szamot elallité sorozathoz legalabb 11 sorozat
kell és a kettes szamrendszer felhasznédlasaval ugyanigy meg is adhaté 11 megfelelé bumfordi
sorozat: az i-edik sorozat a 0 és a 2;_1 szamokbdl all, ¢ = 1,2,...,11.

16.3. Legyen n = 2k + 1 alakd. Az els6 n szam kozott k + 1 péaratlan szdm van, tehat a
kifejezésben szereplé 2n szam koziil 2k 4 2 paratlan. De a szorzatnak csak 2k 4+ 1 tényezdje van,
tehat valamelyik tényezoben mindkét tag paratlan, igy kiilonbségiik péros.

16.4. A sakktabla mez6it 18 egyenes szakasz hatéarolja (kilenc-kilenc egymésra meréleges sza-
kasz). A szel6 egyenes ezeket legfeljebb egyszer-egyszer metszheti, és a sakktabla négy oldal-
egyenese koziil csak kett6t metszhet. Tehat legfeljebb 16 metszéspontja keletkezhet ezekkel a
szakaszokkal. Ez viszont azt jelenti, hogy legfeljebb 15 mez6t metszhet.

Ennyit metszhet is, ehhez a sakktabla atlojat ,egy kicsivel” kell arrébb tolni.

16.5. Harom egymas utani, ketténél nagyobb szam koziil nem tartalmazhat harmat a sorozat.
Ha ugyanis a-t tartalmazza és a > 2, akkor nem tartalmazhatja a + 1-et és a + 2-t. Ha a-t nem
tartalmazza, a + 1 és a + 2 koziil legfeljebb az egyiket tartalmazhatja.

Vegyiik az 0sszes 3k + 1 alaka szamot és a 2-t. Fzek egy olyan sorozatot alkotnak, amelyben
semelyik két kiilonboz6 tag Osszege nem szerepel. Ennek a sorozatnak n-ig | (n+5)/3| tagja van.
Toébb pedig a fentebb mondottak szerint nem lehet.

16.6. a) Ha minden szdm kiilonb6z6 volna, akkor volna két (nem feltétlentil szomszédos mezén
allé) szam, amelyek kiilonbsége legalabb 15 volna. Az egy sorban &ll6 szamok kiilonbsége a
feltétel szerint legfeljebb 6, s ugyanigy az egy oszlopban all6ké is. Ebbdl viszont az kévetkezik,
hogy két tetszdleges mez6n allo szam kiilonbségének abszolutértéke legfeljebb 12 lehet. Ez az
ellentmonda&s bizonyitja, hogy van két egyforma szam.

Harom egyforma viszont nem feltétlentil van. Ez vildgos a kévetkezd elrendezésbol:

1 1 2 2
3 3 4 4
5 5 6 6
7T 7 8 8

b) A feltétel szerint mind az egy sorban, mind az egy oszlopban 4ll6 szamok kiilonbsége legfel-
jebb 33 lehet. Két tetszbleges szam kiilonbsége tehat legfeljebb 66 lehet, igy Gsszesen legfeljebb
67-féle szam szerepelhet a tablan. Ha minden szam legfeljebb kétszer szerepelne, akkor nem
tudnank veliik kitolteni 144 mezét.
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16.7. Az egy sorban 4ll6 szamok kozott maximélisan n(n? —1) lehet a kiilonbség, s ugyanez igaz
az egy oszlopban all6 szdmokra is. Tehat a sakktablara irt szamok koézott a maximaélis kiilonbség
2n(n? —1) lehet. Vagyis maximalisan ennél eggyel tobb, 2n3 —2n+1 szam lehet felirva. Masrészt
osszesen n* szamot irtunk fel, tehat van olyan szdm, amely legaldbb n/(2n? —2n4-1) > n/2-szor
szerepel. Ezt kellett bizonyitani.

16.8. Azt kell belatnunk, hogy az adott szamok koziil kivalaszthaté néhany, amelyek 6sszegének
tort része legfeljebb % vagy legalabb ”Tfl

Szamozzuk meg valahogy az adott szamokat és jeloljiik si-val az els6 k szam Osszegét, 1 <
<k <n—1. Ha e kozil az n — 1 0sszeg koziil valamelyik legfeljebb %—nel tér el akar az also,
akar a fels6 egész részétol, akkor maris kész vagyunk. Ha viszont egyik eset sem all fenn, akkor
mind az n — 1 Gsszeg tort része a (%, "T_l) intervallumba esik. Ezt az intervallumot feloszthatjuk
n—2 darab % hosszi intervallumra. A skatulyaelv szerint van olyan ezek kozott az intervallumok
kozott, amelyikbe legalabb két Osszeg esik, legyenek ezek s; és s;, ahol ¢ < j. Ekkor az s; — s;
Osszeg tort része vagy < %, vagy > ”Tfl Mivel s; — s; a j + 1-ediktdl az i-edik szamok Osszege,
a feladat allitasat belattuk.

16.9. Nyilvan elég a sorozat elemeit mod 10'°% nézni. Belatjuk, hogy ez a sorozat valahonnan
periodikus. Tekintsiik a sorozat egymaés utan kévetkezd tagjaibdl alkotott parok maradékait mod
101090 Ezek 6sszesen 102000 félék lehetnek, tehét lesz olyan n és m, amelyre f, = fin 68 foi1 =
= fry1 mod 10199 Ebbdl a sorozat képzési szabalya szerint kovetkezik, hogy frio = fnio is
teljesiil mod 10'°% s igy az is igaz, hogy minden i-re is f,1i = finei mod 10'°%°, Ebbél mar
kovetkezik allitasunk, hogy a sorozat valahonnan periodikus. De az is igaz, hogy fn—1 = fnt1 —
— fa = for1l — fm = fm—1 mod 10'°%°, Ebbél viszont az is kévetkezik, hogy minden szébajove
i-re fn_i = fm—i mod 101990 Tehat a sorozat tisztan periodikus.

Most mar csak egyetlen kis ,cselre” van sziikségiink: fel kell venniink a sorozat —1-edik és
—2-edik tagjat is! Az egész bizonyitas soran nem hasznaltuk a kezd6értékeket, csakis a képzési
szabélyt. Tehat ha a sorozatot a g9 = —1 , g1 = 1 értékekkel inditjuk, és képzési szabdlya
ugyanaz marad, akkor f, = gn,io, tehat csak annyit tettiink, hogy kett&vel ,elcstisztattuk” az
eredeti Fibonacci-sorozatot. Errdl a g, sorozatrél is belattuk tehat, hogy tisztdn periodikus. De
akkor végtelen sok olyan eleme van, amely gy = —1-et ad maradékul mod 10'°% s ezek az elsé
kivételével f, sorozatnak is elemei. Ezt kellett bizonyitanunk.

16.1. Egy ember mellé hat masik ember ilhet, és minden nap ketten iilnek mellé, ezért a
kirdndulas nem lehet tobb harom naposnal. Az igazi kérdés az, hogy egy harom napos kirandulas
iilésrendjét meg tudjak-e jol tervezni, azaz gy, hogy minden par csak egyszer keriiljon egymaés
mellé?

Az els6 napi sorrend szerint szamozzuk a térsasig tagjait: 1234567(1) sorrendben iilnek
az asztalndl. A mdasodik napon az 1357246(1), a harmadik napon az 1473625(1) sorrendet
valaszthatjdk, s ekkor mindenki mindenki mellett pontosan egyszer fog iilni. (Ezt elég egyetlen
emberre és a tarsaira ellenérizni, mert az elrendezés teljesen szimmetrikus.)

16.2. Nyilvan az az ember els6 Otlete, hogy skatulyaelvet kellene haszndalni. Mindegyik dom-
in6 pontosan egy vonalat metsz, és minden dominét pontosan egy vonal vag ketté. 18 domind
kell a ,sakktablank” lefedéséhez, igy ezek Gsszesen 18-szor metszik a vonalakat. Ez még nem
vezet ellentmondasra. De ha igaz volna, hogy minden vonalat legalabb két dominé metsz, akkor
mar kész is volnénk, hiszen ebben az esetben 20 dominé kellene ahhoz, hogy az Gsszes vonalat
atmessék, marpedig csak 18 van.

Szerencsére igaz, hogy minden vonalat legalabb két domind metsz. Egy vonal ugyanis két olyan
részre osztja a ,sakktablat”, amelynek mindkét oldaldan péaros sok mezé van. Ha egy domind
lefed egy vonalat, akkor ennek a vonalnak mindkét oldalan péaratlan sok mez6 marad, ezek nem

158



16. Az egyszeri skatulyaelv Megoldasok

fedhetok le kiilon-kiilon atfedés nélkiil, tehat biztos van még egy domind, amely ugyanezt a
vonalat metszi.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. [3]. 435sk. oldaldn részletesen elemzi, hogy milyen u x v-es ,sakktdblak” esetében
igaz az allitas. Kidertil, hogy példaul az 5 x 6-os és 7 x 6-os ,sakktabla” is lefedhetd kettes
domindkkal gy, hogy minden vonal at legyen metszve.

16.3.

1. megoldas. Kivalasztunk egy tetszoleges cédulat, ezen az N szdm szerepel. A feltétel szerint
minden més céduldn szereplé szam N — 106 és N + 10 kozé esik. Minden céduldn egész szam
all, tehat legfeljebb 2000001 kiilonb6zé szam allhat a cédulikon. Ha mindegyik szam csak véges
sok cédulan allna, akkor Osszesen is csak véges sok cédula volna.

2. megoldas. Ha minden szam csak véges sok cédulan szerepelne, akkor végtelen sok kiilonb6z6
szam szerepelne a cédulakon, s végtelen sok egész szam kozott van kettd, amelyik kiilonbsége
nagyobb, mint egymillié.

16.4. A ,bennfoglaldasndl” meg kell engedni azt is, hogy legyen kozos hataruk, killénben az allitas
nem igaz: vessziik azokat a tégalalapokat, amelyek egyik oldala a (0,0) és (0,1) racspontok altal
hatarolt szakasz, ezek teljesitik a feladat feltételét, és barmely kettonek van kozos hatara.

Jeloljitk T;, ,p-mel azt a téglalapot, amelynek az origbval szemkozti cstcsa az (n,m) ko-
ordinatéja pont. Azaz T}, ,, csicsai a (0,0), (0,m), (n,0) és (n, m) koordinataju pontok.

Rogzitsiink egy tetszolegeset a kijelolt négyszogek koziil, legyen ez T p. Ha van olyan T;, ,,
téglalap a kijeloltek kozott, amelyre n < N és m < M, akkor Ty y teljes egészében tartalmazza
T,m-et. A forditott tartalmazds igaz, ha n > N és m > M teljestil. Marad az az eset, amikor
minden kijelolt téglalapnak vagy az abszcisszaja kisebb N-nél, vagy az ordinataja kisebb M-nél.
Vagyis az origéval szemben levo csticsa csak az =0,z =1, --- ;e =N —1vagy y =0, y =1,
---,y =M — 1 egyenletli egyeneseken lehet. Ez Gsszesen N + M, azaz véges sok egyenes, tehat
valamelyiken végtelen sok csics lesz. Mérpedig elég, ha két olyan téglalap van, amelynek az
origdval szemkozti csiicsa egy, a koordindtatengelyek valamelyikével parhuzamos egyenesen van,
s akkor a tavolabbi csiicsu teljes egészében tartalmazza a kozelebbi cstcsiit.

16.5. Kilenc kiilonb6z6 kétjegyt szambdl képzett Osszeg maximalis értéke 91 + 92 + - .- + 99 =
= 855, minimalis értéke 10 + 11 + - - - 18 = 126. Ha tehét az adott halmazbdl képezziik az Osszes
lehetséges, legalabb egy, legalabb kilenc tagu lehetséges 6sszeget, legfeljebb 730 kiilonbozé értéket
kaphatunk. Minthogy 2'0 — 2 ilyen sszeg van, biztosan lesz kozottiik két egyenls. Hagyjuk el
mindkét 6sszeghdl az egyenld tagokat, tovabbra is egyenlék maradnak. Nem lehet, hogy igy
valamelyik Osszeg tlires Osszeggé valna, mert akkor a masikkal is ez torténne, holott a két Gsszeg
nem ugyanazokbdl a tagokbdl allt.

16.6. Kicsit tobbet bizonyitunk, az oldalakat is az atlok kozé szamitjuk és azt bizonyitjuk, hogy
még igy sem lehet n-nél t6bb metszo ,,atlét” kivalasztani.

A bizonyitasndl tetszdleges konvex sokszogre szoritkozhatunk, hiszen az, hogy két 4tl6 metszi-
e egymast vagy sem, csakis azon muiilik, hogy milyen sorrendben jonnek a keriileten az atlok
végpontjai. Tehat nyugodtan szoritkozhatunk a szabdlyos n szdgre.

Most csoportokba osztjuk az atlékat irdnyuk szerint. Két azonos irdnyt, vagyis parhuzamos
atlé nem metszheti egymast. Marpedig ismeretes, hogy a szabalyos sokszog oldalai és atloi
irdnyuk szerint pont n osztalyba sorolhaték. Ez azt jelenti, hogy akarhogyan is véalasztunk ki
n-nél tobb atlét, lesz két parhuzamos kozottik.

Megjegyzések. 1. A feladatra tovabbi szép bizonyitdsok olvashaték [10]. 213-216. oldalan.
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2. A szabélyos n-szogrol felhasznélt allitast bizonyithatjuk gy is, hogy sorba szémozzuk a
csucsokat 1-t6l n-ig. Két atlé (illetve oldal) akkor azonos irdnyt, ha a végpontjaik sorszaménak
Osszege mod n megegyezik. Ez Osszesen n maradékosztalyt jelent. Ezt felhasznalva viszont az
eredeti, nem feltétleniil szabdlyos n-szogre is elmondhatjuk a bizonyitdast. Szamozzuk sorba a
sokszog csicsait és két atlot/oldalt tegyiik egy osztdlyba, ha végpontjain a sorszamok Osszege
mod n megegyezik. Két azonos osztalyba tett atlénak/oldalnak nem lehet kézos belsé pontja a
konvexitas miatt. Tehat minden osztalybdl csak legfeljebb egyet valaszthattunk.

16.7. Teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1,2-re az allitas igaz. Tegyiik fel, hogy minden N-
nél kisebb pozitiv egész n-re mar tudjuk az allitdst. Nézziik, hany N-nél nem nagyobb szamot
tudunk kivdlasztani tigy, hogy ne legyen koztiik kettd, amelyek Osszege kettGhatvany. Legyen
2! a legnagyobb, N-nél kisebb kettéhatvany. (Ha N kettShatvany, akkor 2! = N/2.) Minden
2! < t < N szdmhoz rendeljiik hozza a t' = 2% — t szdmot. Ha N kettéhatvany (N = 2!*1),
akkor hozzé nem rendeliink semmit, 6t biztos nem vélaszthatjuk ki. Minden més 2‘-nél nagyobb,
N-nél nem nagyobb ¢ szdmhoz hozzirendeltiink egy 2!-nél kisebb és 2/t1 — N-nél nem kisebb
t' pozitiv egész szamot gy, hogy t és t' koziil legfeljebb az egyiket valaszthatjuk ki és minden
2i+1 _ N-nél nem kisebb, 2!-nél kisebb pozitiv egészt hozz4 is rendeltiink valamelyik ¢-hez. Ez azt
jelenti, hogy a 2*1 — N-nél nem kisebb, N-nél nem nagyobb pozitiv egész szamoknak legfeljebb
a felét valaszthatjuk ki. (Valéjaban ennél eggyel kevesebbet, mert 2!-t nem valaszthatjuk ki.) A
2i+1 _ N-nél kisebb pozitiv szémok koziil viszont az indukcids feltevés szerint kevesebb, mint
a felét vélaszthatjuk csak ki, igy Gsszesen is csak az N-nél nem nagyobb szamoknak kevesebb,
mint a felét valaszthatjuk ki, és ezt kellett bizonyitani.

Az allitds nem javithaté. Ha példdul n = 2™ kettShatvany, akkor 2™~ 4 1 és 2™ — 1 kozotti
2m—1 _ 1 szamot kivalasztva ezek koziil barmely kettd 6sszege nagyobb 2™-nél, de kisebb 2m+1-
nél. Erdemes meggondolni, hogy nem csak kettéhatvanyokra pontos az allitas.

16.8. Vegyiink egy, az illetd altal kitoltott lottoszelvényt, legyen ez Li. A tobbi 5° — 1 szelvény
mindegyikén be van ikszelve az Li-en szerepld 6t szam valamelyike. Ezért a skatulyaelv alapjan
van 5% szelvény, amelyiken ugyanaz az, Lq-en is szereplé szam van beikszelve. Legyen ez a szdm
a (lehet, hogy tobb ilyen szam is van, akkor az egyiket taldlomra kivalasztjuk). Jegyezziik meg:
az a szam tobb, mint 5% szelvényen van beikszelve.

Ha az a szdm mind az 5° kitoltott lottészelvényen be van ikszelve, akkor kész vagyunk. El-
lenkez6 esetben van egy Lo szelvény, amelyen a nincs beikszelve. Az a-t tartalmazé tobb, mint 5%
szelvény mindegyikén be kell ikszelve lennie (legaldbb) egy Lo-n beikszelt szdmnak. Valamelyik
az Lo-n szerepld szam tobb, mint 5% darab, a-t is tartalmazé szelvényen van beikszelve. Most
tehdt van tobb, mint 53 olyan szelvényiink, amelyen a és b is be van ikszelve.

Megint kész vagyunk, ha minden kitoltott szelvényen be van ikszelve a és b koziil legalabb
az egyik. Ellenkez6 esetben talalhaté egy L3 szelvény, amelyen sem a, sem b nincs beikszelve.
Viszont a rajta szereplo 6t szam koziil legaldbb az egyik olyan, hogy az a-t és b-t is tartalmazo
tobb, mint 53 szelvény koziil tobb, mint 52 tartalmazza. Ha ezt az elemet c-vel jeldljiik, akkor
talaltunk tobb, mint 52 szelvényt, amelyen a, b és c is be van ikszelve.

Az eljarast folytatva vagy minden szelvényen be van ikszelve a, b és ¢ koziil valamelyik, vagy
taldlunk tobb, mint 6t szelvényt, amelyen a, b, ¢ és még egy d is be van ikszelve.

Vagyis az az eset maradt, hogy legaldbb hat szelvényen be van ikszelve a, b, ¢ és d. Azt allitjuk,
hogy ez a négy szam megfelel a feladat feltételének. Ha ugyanis volna egy olyan L szelvény,
amelyen egyikiik sem szerepelne, akkor a rajta szereplé 6t szdm koziil valamelyiknek — jeloljiik
ezt e-vel — a hat szelvény koziil legalabb kettén kell szerepelnie. Ez viszont azt jelentené, hogy
két olyan szelvény van, amin az a, b, ¢, d, e szdmok vannak beikszelve, tehat nem kiilonb6zok.

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A feladat bizonyitasdban nem hasznaltuk, hogy az 6t6s lotton 90 szam van. A
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bizonyitas 6tos helyett ,n-es lottora” is mikodik, és a kovetkezd allitast adja:

Ha van n™ darab kiilonb6z6 n elemii halmaz (n legalabb kettd) ugy, hogy barmely kettének
van kozos eleme, akkor talalhaté n — 1 darab elem gy, hogy barmely halmaz tartalmaz az n — 1
elem koziil legalabb egyet.

Az allitassal kapcsolatban szamos érdekes, részben még megoldatlan kérdés meriil fel. Ezekrél
olvashatunk Suranyi Janos: Matematikai versenytételek I11. c. konyvében ( [11] 165-168. oldal).

16.9. Legyen A és B tagszama n. Tekintsiik A Gsszes nem flires részhalmazat; ezek szama 2™ —
— 1. Minden ilyen részhalmazhoz rendeljiink hozza egy n hossztisagi 0-1 sorozatot: ennek i-edik
eleme 0, ha a B delegacié i-edik tagja a részhalmazbdl paros sokat ismer, és 1, ha paratlan
sokat. Ha az igy kapott n hosszt 0-1 sorozatok kozott eléfordul a csupa-0 vagy a csupa-1, akkor
kész vagyunk. Ellenkez6 esetben van a sorozatok kozott két egyforma. Tartozzon a két egyforma
sorozat a C' és a D részhalmazhoz. Vegyiik C' és D szimmetrikus differenciajat, legyen ez az F
részhalmaz. E nem iires, mert C' és D kiilonboz6. Megmutatjuk, hogy F megfelel$ részhalmaz.

Azt fogjuk megmutatni, hogy a B delegacié minden tagja paros sok E-beli embert ismer.

Ha a B delegéci6 i-edig tagja C-bél c(i), D-bél d(i) embert ismer, s ebbél k(i) van C és D
kozos részében, akkor E-b6l c(i) + d(i) — 2k(i) embert ismer. De ¢(i) és d(i) paritdsa azonos,
hiszen a C-hez és a D-hez tartozd 0-1 sorozat megegyezik. Ezért a B delegicio i-edik tagja E-bol
paros sok embert ismer. Ezt akartuk bizonyitani.

16.1. A sorozat minden tagja mellé képzeletben odairjuk, hogy mekkora a leghosszabb, vele
kezd6d6 szigoriian monoton névekvo sorozat.

Nyilvanvalé, hogy ha a sorozat két tagja mellé ugyanaz a szdm keriil, akkor koziiliikk a korabbi
nem kisebb a késObbinél. Masrészt az is nyilvanvald, hogy ha valamelyik tag mellé az n + 1
(vagy anndl nagyobb) szam keriil, akkor kész vagyunk: van n + 1 tagu szigortian monotonan
novekvo sorozat. Ha viszont minden szam mellé az 1,2, ..., n szamok valamelyik kertl, akkor van
a sorozatnak k+ 1 tagja, amelyek mellé ugyanaz a szam keriil. Ezek viszont az el6bb mondottak
szerint egy monoton csckkend sorozatot alkotnak.

17. A skatulyaelv a kombinatorikus geometriaban

17.1. Azt kell bizonyitani, hogy van két pont, amelyek tavolsdga legfeljebb az atl6 fele. Osszuk
az egységnégyzetet oldalfelezéivel négy darab 1/2 oldali négyzetre. A skatulyaelv szerint e négy
négyzet koziil legalabb az egyikbe két adott pont esik. Ezek tavolsidga legfeljebb akkora, mint e
kisebb négyzet atléja, vagyis a nagy négyzet atléjanak fele.

17.2.

1. megoldas. A kort a kévetkez6 mdédon bontjuk hét tartoményra.

A kor keriiletén vegyiik fel egy szabdlyos hatszog cstcsait, majd kicsinyitsiik a hatszoget a
kor O kozéppontjabdl a felére. Ez az ABC DEF hatszog lesz az elsé tartoméany. Ha az eredeti
kor sugara 7, akkor ennek koriil irt kore egy r atmérdji kor, tehat a hatszog barmely két bels
pontja r-nél kozelebb van egyméshoz.

Legyen az O A félegyenes és a kor keriiletének metszéspontja A’. Hasonléan kapjuk a B’, C’, D',
E’, F’ pontokat. Tekintsiik az A’A, AB, BB’ szakaszok és az AA’ (révidebb) korfv &ltal hatarolt
tartomanyt, ez lesz a masodik tartoméany. Az AA’ B’ B négyszog egybevigd az ABC DEF hatszog
felével. Ha tiikrozziik az A’ B’ egyenesre, akkor a tiikorképével egyiitt egyrészt magaban foglalja
az AA’ korivet, igy az egész tartoményt, mésrészt egybevagd az ABC D E'F hatszoggel, tehat erre
a tartomdnyra is igaz, hogy barmely két bels6 pontja r-nél kézelebb van egymashoz. Ugyanez
igaz a B'B, BC, CC' szakaszok és a B'C’ koriv altal hatdrolt tartoményra, és a tovabbi négy,
hasonléan definidlhat6 tartoméanyra.
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Igy a kort hét olyan tartomanyra osztottuk, amelyek mindegyikére igaz, hogy barmely két belsé
pontja r-nél kozelebb van egymashoz. Ennél kicsit tobb is igaz: minden ilyen tartomanyra igaz,
hogy a tartomanyt hatarol6 szakaszok és korivek metszéspontjait (,,cstcsait”) kivéve barmely
két pontjuk tavolsaga kisebb, mint r.

Nyilvanvalé, hogy a hét tartomanyt az O kézéppont koriil elforgathatjuk dgy, hogy a 8 adott
pont egyike se essen ilyen ,,csicspontba” Masrészt a skatulyaelv szerint valamelyik tartomanyba
legaldbb két pont esik. FEzzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

2. megoldas. A nyolc pont koziil legalabb hét a kor kézéppontjatol kiilonbozo. Kossik ezeket
ossze a kor kozéppontjaval és a kapott szakaszt egészitsiik ki (ha kell) a kor egy-egy sugarava.
Két eset van: van két pont, amelyekhez ugyanaz a sugar tartozik, akkor e két pont tavolsaga
kisebb a sugdrnal. (!Kisebb: egyik sem lehet a kor kozéppontja.) A mésik eset az, hogy mind
a hét sugar kiilonb6zo. Ekkor a kozéppont koril teljes szoget hét szogtartoméanyra osztjak, és
ezek koziil legaldbb egy kisebb 60°-nal. E két pont tehat egy olyan egyenlészart haromszognek
a szarcsucsatdl kiilonbo6zo pontja, amelynek szarszoge kisebb 60°-nél. Egy ilyen haromszogben a
legnagyobb tévolsig a két szar hossza, ami a mi esetiinkben a sugar. Mivel egyik pont sem a kor
kozéppontja, vagyis nem a szarak metszéspontja, ezért tavolsaguk biztosan kisebb a sugarndl.

Megjegyzés. A feladat tovabbi két megolddsa és tobb hozzdkapcsolédd érdekes megjegyzés
olvashaté Surdnyi Janos: Matematikai versenytételek, III. c. konyvében ([11], 36-40. old.) Itt
olvashatjuk példaul, hogy az is igaz, hogy a nyolc pont koézott mindig van kett6, amelyek tavol-
sdga legfeljebb akkora, mint a korbe irhaté szabalyos (konvex) hétszog oldaldnak hossza.

17.3. Ha a négyzetet sikeriil felbontanunk 25 darab olyan kisebb egybevagd négyzetre, amelyek
atléja kisebb ketténél, akkor kész vagyunk. Ugyanis egy négyzet lefedhetd egy olyan korrel,
amelynek sugara az atlo fele. Masrészt a 25 négyzet koziil valamelyikbe legalabb harom pontnak
kell esnie.

De ha a négyzetet felbontjuk 25 kisebb négyzetre (minden oldalét 5-5 egyenld részre osztva),
akkor egy ilyen kisebb négyzet oldala 7/5, tehat az atléja 7v/2/5, s ennek négyzete 98/25 < 4,
tehat a kis négyzet atlojanak hossza kisebb ketténél. Ezt akartuk bizonyitani.

17.4. Ha sikeril a hdromszoget felbontanunk 12 olyan alakzatra, amelyek mindegyike lefedhet6
egy-egy 1/4/3 4tmérdjii korlappal, akkor a skatulyaelv szerint az egyikben van hirom az adott
pontok koziil és kész vagyunk.

Olyan egybevagd haromszogeket keresiink, amelyekbdl 12 lefedi a haromszoget és amelyek
mindegyike lefedhetd 1/v/3 atmérdjii korlappal. Megprobalunk derékszogii haromszoget keres-
ni, amelynek az &tfogéja 1/4/3. Ehhez a v/3 hosszii befogét elnevezzitk AC-nek (C-nél van a
derékszog) és hdrom egyenlé hosszu részre osztjuk, az atfogdt pedig négy egyenld hosszu részre
osztjuk. A harmadolé pontok legyenek H; és Ho, a negyedeld pontok legyenek Ny, No, N3. Ugy
szamozunk, hogy H; és Ny keriiljon A-hoz kozelebb. Kénnyen kiszamolhaté, hogy N1 H1 A derék-
sz0gli haromszog és Ni-nél van a derékszog. Az atfogd hossza 1/4/3, a befogék hossza 1/2 és
1/2v/3. E haromszoget haromszorosra nagyitva A-bél azt kapjuk, hogy a CN3A haromszog is
derékszogii és a negyedel pontnél van a derékszog. Az utébbi tehat felbonthaté 9 darab 1/2,
1/2v/3, 1/4/3 oldalti derékszogli haromszogre. Azt kell még megmutatnunk, hogy a maradé
ABN3 hiaromszog is felbonthaté harom ilyen haromszogre. Ehhez vegyiik fel a BC' befogd F
felez6pontjat és a C' N3 magassdg atfogéhoz kozelebbi X harmadolépontjat. A BX N3, BXF és
AXF haromszogek valéban ilyen haromszogek, mint errél szamoldssal (és a hasonlésag figyelem-
be vételével) hamar meggy6z6dhetiink.

Megjegyzés. Egészitsiik ki a hdromszoget egy 1 és /3 oldalt téglalappé, osszuk ennek kisebb
oldalat hirom, nagyobbat 6t egyenld részre, és osszuk az osztépontok alapjan a téglalapot 15
kisebb ( 1/3, v/3/5 oldalt) téglalapra. Ezek &tléja kisebb, mint 1/4/3, igy mindéssze azt kell
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bebizonyitanunk, hogy van harom kis téglalap, ami nem metsz bele az eredeti haromszogbe. Ez
a nagy téglalapnak az eredeti hdromszoggel ,,szemkozti” csiicsat tartalmazo és a két szomszédos
téglalapra konnyen belathato.

17.1. A lefedendé haromszog oldalat valasztjuk egységnek.

Felhasznaljuk azt az ismert allitast, hogy egy zart haromszoglemez barmely két pontjat
osszekotd szakasz legfeljebb akkora, mint a legnagyobb oldala, vagyis a hdromszdg atmérdje/i a
legnagyobb oldala (7).

Egy a oldalt szabélyos haromszoég nem tud lefedni egy a-nal hosszabb szakaszt. Tehat egynél
kisebb oldalt szabalyos haromszoghol legaldbb harom kell, hiszen egy ilyen csak egy cstcsot tud
lefedni.

Hérom szabélyos haromszog viszont elég is: ha a hdromszoget mindhérom csticsabdl 2/3-dra
kicsinyitiink, az igy kapott kisebb haromszogek lefedik az egész nagy haromszoget.

17.3. Legyen az ABC haromszog BC oldala egységnyi. Elészor tegyilik fel, hogy masik két
oldala kisebb egynél. Legyen F' a BC oldal felezépontja. Az AF szakasz legfeljebb akkora, mint
az AB és AC oldalak koziil a nagyobb, tehat még mindig révidebb az egységnél. Ezért az AF' B
és az AFC haromszogek mindharom oldala kisebb egységnél, tehat egynél kisebb az atmérdjiik.
Egyiitt lefedik az egész haromszoget.

Most tegyiik fel, hogy az ABC haromszog AC oldala is egységnyi. Ekkor a harmadik oldala
kisebb egységnél, hiszen a haromszég nem szabélyos. Az AB atmérdji kor a hdromszog két szarat
(a Thalész-tétel szerint) a magassiagtalppontokban metszi, tehat lefedi az ATT'B négyszoget,
ahol T és T" az A-bdl, illetve B-bdl induldé magassig talppontjai. (A-ndl van a legkisebb szog,
ezért a két talppont a hdromszog oldalaira esik.) Ez a kor egységnél kisebb atmérdji. A maradd
CTT' haromszog atmérdje pedig szintén kisebb egynél, hiszen az egységnyi dtméréjii ABC
haromszog kicsinyitett képe.

Azt kaptuk, hogy a haromszogek koziil csak a szabédlyos nem fedhetd le két kisebb atméréjl
alakzattal. Megjegyezziik, hogy minden nem szabdalyos hidromszog két kisebb dtmérdjii harom-
szoggel is lefedheto.

17.4. a) Azt nézzik, hogy az adott K kor keriiletét hogyan fedik le a korok. Mivel a lefedd
korok sugara kisebb K sugarandl, ezért csak egy félkornél kisebb ivet tudnak lefedni. Két kisebb
sugari korlemez tehat nem fedheti le K keriiletét sem. A lefedéshez kell tehat legalabb harom
korlemez.

Héarom korlemez viszont elég is. Vegylink a K kor keriiletén egy ABC szabalyos hdromszoget.
Az AB, BC és AC atmérdji korok lefedik az egész keriiletet. Példaul az AB atméréjii kor
tartalmazza az O AB haromszoget (O a K kor kozéppontja), mert AOBZ = 120°, és tartalmazza
az AB és a kor kozott eltertls (C-t nem tartalmazd) korszeletet. A harom korlemez tehét lefedi
az egész. ABC haromszoget és a harom levagott korszeletet.

Természetesen akarhany, haromnél tobb kisebb korlemezzel is lefedheté a kor.

b) Az a) rész megolddsa azt is mutatja, hogy harom egybevigd korlemezzel is lefedhetd az
egységkor, s e korlemezek sugara az egységkorbe irt szabdlyos haromszog oldalanak fele, azaz
V/3/2. Kisebb korokkel nem lehet lefedni méar a kér keriiletét sem, mert kisebb korck a kor
keriiletének csak 120°-nal kisebb {vét tudjak lefedni.

17.5. Hat korlappal nem lehet lefedni. Egy ilyen korlap ugyanis a kertiletnek legfeljebb a hatodat
fedi le, és azt is csak akkor, ha atmérdje a kor egy — a korbe irhaté szabalyos hatszog oldalaval
egyez6 - atmérdje. Egy ilyen kor viszont nem tartalmazhatja a kor kozéppontjat.

Hét korlap viszont elég, ezt tulajdonképpen mér a 17.2. feladat megoldasanal lattuk. Vegytink
egy, a korbe irhat6 szabdlyos hatszoget, és azt a hat kort, amelynek atmérdje e hatszog egy-egy
oldala. A hetedik korlap kézéppontja legyen a kor koézéppontja, O (sugara pedig az eredeti kor r
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sugaranak a fele). Beldtjuk, hogy e hét kor a korlemez minden pontjat lefedi. A hatszog keriilete
és a kor keriilete kozé esé pontokra ez vildgos. Mésrészt legyen a hatszog egy oldala AB, az
OAB szabalyos haromszog OA oldaldnak felezépontja C, az OB oldalé D. Ekkor az ACDB
trapézt (melynek AC és BD oldala a kor sugardnak fele) lefedi az AB atmérdjii kor , az AC D
haromszog pontjait pedig az O koézepii r/2 sugart kor.

17.1. Ha az adott négy pont konvex burka négyszog, akkor e konvex négyszognek van egy
legalabb 90°-o0s szoge, ez a cstcs és két szomszédja megfelel.

Ha a konvex burok egy ABC hiromszog, akkor a negyedik pont, D az ABC haromszog belse-
jében van. Az ADB/,BDC/,CDA/ szbgek Osszege 360°, tehat legalabb az egyikiik legalabb
120°-o0s.

17.2. Ha az adott 6t pont konvex burka 6tszog, akkor e konvex 6tszognek van egy legalabb 108°
o-os szoge. Ha haromszog, akkor a 17.1. feladat megoldasa szerint a maradd két pont barmelyike
meghataroz egy legaldbb 120°-o0s szoget a haromszog valamelyik két csiicsaval. Ha a konvex burok
négyszog, akkor egyik atlojaval bontsuk két haromszogre, az 6todik pont valamelyik haromszog
belsejében lesz, s e hdromszogre és a benne levé pontra mondhatjuk el ugyanezt.

17.3. Ha az adott hat pont konvex burka hatszog, akkor e konvex hatszognek van egy legalabb
120°-os szoge. Ha a konvex burok kevesebb, mint hat pontt, akkor tekintsiik a konvex burok
belsejébe esé (egyik) pontot, legyen ez A, és bontsuk a konvex burkot egymdst nem metszé
atléival haromszogekre. Valamelyik ilyen haromszogbe beleesik A, s most erre a haromszogre és
az A pontra mondhaté el a 17.1. feladat megolddsdnal hasznalt gondolatmenet.

17.4. a) Ha az adott hét pont konvex burka hétszog, akkor e konvex hétszognek van egy 120°
o-osnal nagyobb szoge (van egy legaldabb 900°/7-os szoge). Ha viszont a konvex burok hétnél
kevesebb ponttd, akkor ismét taldlunk egy ABC haromszoget, amelyet e konvex burok harom
pontja alkot, s amelynek a belsejében van egy adott pont, D. Ha a D pont nem az ABC
haromszog izogonalis pontja, akkor valamelyik oldal 120°-osnal nagyobb szégben latszik beldle.
Ha viszont D az ABC haromszog izogondlis pontja, akkor vegyiink a megadott pontok koziil egy
otodiket, E-t. A DFE félegyenes a DA, DB, DC félegyenesek valamelyikével 120°-osnal nagyobb
konvex szoget zar be.

b) Vegyiink egy ABC szabélyos haromszoget, a kozéppontjat (mondjuk: az izogondlis pontjat),
legyen ez K. Vagjunk le az ABC haromszdg minden csicsanal egy-egy , nagyon kis” haromszoget
az A’A”, B'B",C'C" szakaszokkal. Ha e szakaszokat elég kicsire valasztjuk, akkor a hét pont
altal meghatarozott minden szog csak nagyon kevéssel lesz tobb 120°-nal.

17.5. Ha a négy pont koziil harom egy egyenesen van, akkor koziiliik a legk6zelebbi kettd legfel-
jebb fele olyan tavol van egymastdl, mint a legtavolabbi kettd.

Felteheto tehat, hogy a négy pont altalanos helyzetii. Ekkor a 17.1. feladat szerint van harom
pont, A, B, C, amelyekre a BAC'/ legalabb derékszog. Ismeretes, hogy ekkor BC® > EQ—l—A—CQ.
Ha az utébbi kettd koziil AB a kisebb, akkor BO~ > 2AB". Ez éppen a feladat allitasa.

A négyzet négy csticsa mutatja, hogy a v/2 nem javithaté.

17.6. Nyilvan feltehet6, hogy a legkisebb tavolsag egységnyi. Masrészt most is, mint a 17.5.
feladat megolddsaban, feltehetjik, hogy az 6t pont altalinos helyzetii. Ekkor a 17.2. feladat
szerint van harom pont, A, B,C, amelyekre a BAC/ sz6g legalabb 108°-0s. A koszinusz-tétel
szerint ekkor

BC? = AB* + AC? — 9AB - AC cos BAC > 2 — 2¢0s 108° = 4 sin? 54°
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Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.
A szabdlyos 6tszbg 0t csticsa mutatja, hogy a 2sin 54° nem javithato.

Megjegyzések. 1. A bizonyitast befejezhetjiik gy is, hogy az ABC haromszog legnagyobb és
legkisebb oldalara felirjuk a szinusz-tételt.

2. Ha hat pont van adva, akkor a 17.3. feladat allitasabdl azt kapjuk, hogy van egy legalabb 120°
0-0s sz0g. Ebbdl csak annyi jon ki, hogy a maximalis és minimalis tdvolsdg hanyadosa legalabb
V/3. Viszont most a szabélyos hatszog hat csticsa mar meghataroz olyan tavolsigot is, amely
kétszerese a legkisebbnek. Erdekes kérdés, hogy /3 és 2 kozott ,hol az igazsdg”?

17.7. Akarhogy véalasztunk négy pontot az 6tbdl, azok meghatdroznak egy nem-hegyesszogl
haromszoget. Az 6t pontbdl négyet Otféleképpen lehet kivalasztani, igy 6t nem-hegyesszogii
haromszoget kapunk. Am ezek kozott lehetnek azonosak: egy-egy nem-hegyesszogli ABC' harom-
szoget két pontnégyesben (az ABCD és az ABCE pontnégyesben) is kivalaszthattunk. Ez azt
jelenti, hogy legalabb 5/2 nem-hegyesszogii hdromszoget kapunk. De csak egész szamu hérom-
szoget kaphatunk, igy legaldbb harom nem-hegyesszogii haromszoget kapunk. (Utébbi gondo-
latot Ugy is elmondhatnank, hogy ha csak két nem-hegyesszogii haromszog volna, mindegyiket
csak két pontnégyesnél ,talalhattuk” volna, tehat csak négy nem-hegyesszogli haromszoget talal-
hattunk volna, de 6t6t taldltunk.)

17.8. A 17.7. feladat szerint barmely pontétés meghataroz legaldbb harom nem-hegyesszogl
haromszoget. Ez — multiplicitdssal szamolva — 6sszesen legalabb 18 haromszog. Egy haromszoget
annyiszor ,taldltunk meg”, ahany 6tésben benne van, vagyis haromban. Tehdt legalabb hat
kiilonb6z6 haromszoget talaltunk.

17.9. Vegyiink ki a hét adott pontbdl minden lehetséges moédon 6t6t, ez 21 lehetéség. a 17.8.
feladat szerint minden ilyen 6t6s meghataroz legaldbb harom-harom nem-hegyesszogli harom-
szoget, ez Osszesen — persze multiplicitassal szamolva — legalabb 63 nem-hegyesszogi haromszog.
Nézziik, hogy egy-egy haromszoget hanyszor ,talaltunk meg”. Legfeljebb annyiszor, ahdany pon-
totosben ez a harom pont benne van, vagyis ahanyféleképpen a marad6 négy pontbdl kettot ki
tudunk valasztani, ez 6sszesen hat lehetGség. Vagyis legaldbb 63/6 kiilonb6zé nem-hegyesszogii
haromszoget ,talaltunk”. De egész szamnyit kellett taldlnunk, ez legalabb 11-et jelent.

17.10. Az n pontbdl akirhogyan valasztunk ki 6t6t, azok a 17.8. feladat szerint legaldbb harom
nem-hegyesszogli haromszoget hataroznak meg. Ez 6sszesen legaldbb 3(’;) hiromszog. Egy ilyen
haromszoget annyiszor ,,talalhatunk meg”, ahany pontétosben benne van, ahanyféleképpen tehat
a marad6 n — 3 pontbdl kett6t kivalaszthatunk; ez (";3) lehet6ség. Ez azt jelenti, hogy legaldbb
annyi kilonbozé nem-hegyesszogii haromszoget taldlunk, amennyi e két szam hanyadosa, n(n —

—1)(n —2)/20, s ez az Ssszes, (3) hdromszognek a 30 szézalékat jelenti.

Megjegyzés. Ha n > 6, akkor ugyanezzel a gondolatmenettel az is beldthatd, hogy a harom-
szogeknek legalabb a 11/35-6d része nem-hegyesszog.

17.11. a) Négy pont a sikon mindenképp meghataroz egy A, B, C ponthdrmast, amelyre BAC'Z
legaldbb 90°. Ha van kozottiik harom, amelyik egy egyenesen van, akkor koziiliikk a kozépso
legyen A, a mésik ketté§ B és C. Ha altaldnos helyzetiiek, akkor ez a 17.1. feladat. Ismeretes,
hogy ha BACZ > 90°, akkor BA°+CA> < BC”, s ez utébbi legfeljebb 1. Van tehat két téavolsag,
amelyek négyzetosszege legfeljebb 1. A tobbi négy tdvolsdg mindegyike legfeljebb 1, igy négyzete
is legfeljebb 1. Ez Osszesen legfeljebb 5. Ha a négy pont koziil hirom egy egységoldalu szabalyos
haromszog harom csiicsa és a negyediket e csticsok valamelyikének valasztjuk, akkor e négy pont
altal alkotott hat tévolsadg négyzetosszege pontosan 5. Ha kikotjiik, hogy mind a négy pont
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kiilonbo6z6 legyen, akkor is a negyediket akarmilyen kozel tehetjik az egyik cstcshoz, s igy 6thoz
akarmilyen kozel lehet a tavolsagok négyzetosszege.

b) Az a) részben lattunk, hogy ha taldlunk egy BAC Z szbget, amely legalabb derékszog, akkor
az A csticsbol indulé két tévolsig négyzetdsszege legfeliebb 1. Igy e csticsbdl induld tévolsdgok
négyzetosszege legfeljebb 3. Hagyjuk el ezt a pontot. Igy kapunk négy pontot, ahol a) szerint
a tavolsdgok négyzetosszege legfeljebb 5. Ez Osszesen legfeljebb 8. A 8 el is érhetd: ismét egy
egységoldalil szabdlyos haromszog harom cstcsat védlasztjuk és a maradd két pontot egy-egy
(ktilonbozd!) csicsba tessziik, akkor nyole tavolsdg egységnyi lesz, ketté pedig nulla. (Megint
elmondhaté, hogy ha kikotjiik, hogy a pontok kiilonbozoek legyenek, akkor 8-hoz tetszolegesen
kozel lesz a tavolsdgok négyzetosszege.)

Ugyanez a gondolat hat pontra azt adja, hogy a tavolsagok négyzetosszege legfeljebb 12, és
ha egy egységnyi oldali szabalyos haromszog minden csiicsaba két-két pontot tesziink, akkor
pontosan 12 lesz a tavolsdgok négyzetosszege: ennyi tavolsag egységnyi, a tobbi hdrom nulla.

Megjegyzés. Hét pontra mar nem megy ilyen egyszeriien. Ott ugyanis mar azt kellene bizonyi-
tani, hogy van két olyan nem-hegyesszogli hdromszog, amelyeknek csak a nagyszogi cstcsuk
koz0s.

17.12. Négy altalanos helyzeti pont a sikon meghataroz egy nem-hegyesszogii haromszoget
(I. a 17.1. feladatot). Legyen ez a hdromszog az ABC héaromszog, és legyen C-nél a 90°-os
vagy annal nagyobb szog. Ekkor AB hossza legfeljebb egy. Masrészt ha a C-nél levé szoget ~y
jeloli, akkor a beirt kor kozéppontja egy AB folotti, 90° + /2 szogii 1atékoriven van. Adott
esetén nyilvan akkor a legnagyobb a beirt kor sugara, ha e koriv ,legmagasabb” pontjan van a
kozéppontja, tehat ha a haromszoég egyenloszari. Mésrészt annal nagyobb a beirt kor sugara,
minél messzebb van ez az ivkoézéppont az oldaltdl, vagyis ha minél kisebb a v szdg. Tudjuk,
hogy v legalabb 90°-o0s, tehat a beirt kor akkor maximalis, ha az ABC haromszog derékszogl
egyenlészari haromszog. Eddig rogzitve volt az AB oldal, most noveljik addig, amig el nem
éri az 1 hosszusagot. Ekkor azt kapjuk, hogy a beirt kor sugara legfeljebb akkora, amekkora
az egység atfogdju, derékszogi egyenlOszari haromszog beirt korének sugara. Ismeretes, hogy
az derékszogii haromszogben megegyezik s — c-vel, ami a mi esetiinkben épp a feladat allitasat
adja.

Ez a minimum valéban el is érhet6, példaul ha a négy pont egy egységoldali négyzetet alkot.

17.1. Azt allitjuk, hogy legaldbb hirom kiilonbozé tavolsigot hataroznak meg.

Tegyiik fel, hogy csak két tavolsagot hataroznak meg. Legyen a hatponta graf hat csicsa a
hat pont, és az élek azok a pontparok kozott futnak, amelyek kozt a kisebbik tavolsag 1ép fel.
Vagy ez a graf, vagy a komplementere tartalmaz négy hossztu kort a GR.I1.3.1. feladat szerint.
Ez a négy pont tehat egy rombuszt hatdroz meg. Két eset van: vagy a masik két atldéja egyenlo
hosszi, s akkor egy négyzetrol van szo, vagy az egyik atldja egyenlo az oldallal, s ekkor egy 60°-os
rombuszrél van szé. Konnyen ellendrizhetd, hogy egyik alakzat sem egészithetd ki (méar tovabbi
egy ponttal sem!) ugy, hogy csak azok a tavolsadgok lépjenek fel, amelyek ebben az alakzatban
fellépnek.

A hat pont tehat meghatéaroz legalabb harom tavolsagot. A szabélyos hatszog hat csicsa, vagy
a szabalyos Otszog Ot cstcsa és kozéppontja mutatja, hogy van olyan elrendezés, amikor a hat
pont csak harom tévolsdgot hatdroz meg.

17.2. Vegylink fel az 6t pontnak egy olyan elrendezését, amelyben a pontok kozott csak két
tavolsag 1ép fel, d és d'.

Tekintstk azt a grafot, amelynek ez az 6t pont a csicsa és két pontot akkor kot Gssze él, ha
d tavolsagra vannak egymastél. A GR.IL.3.2. feladat szerint két eset van: ez a graf vagy egy
Otszog, vagy a graf és a komplementere kozil az egyikben van haromszog.
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Ha a graf egy 6tszog, akkor a komplementere is az, tehat egy olyan 6tszogrél van szé, amelynek
oldalai is, 4tl6i is egyenlok. Vagyis szabalyos 6tszogrol van szé.

Ha a grafban vagy a komplementerében van egy haromszog, akkor az 6t pont koézott van
harom, amelyek egy ABC' szabélyos haromszoget alkotnak. Legyen D egy tovabbi pont. Ez a
haromszog harom csicsa koziil kett6tél egyenld tavolsdgra van, mondjuk az A és B cstcsoktol.
Tehéat rajta van AB oldalfelezé merélegesén. Nézziik, az oldalfelez6 merdlegesnek melyik pontjai
jonnek szoba. Szoba jon az a pont, amely a C' pont tiikkorképe AB-re. A masik eset az, amikor A-
t6l és B-t6l egyenld, d' téavolsagra van. Ha C-tél is d’ tdvolsdgra van, akkor az ABC hiromszog
koré irt kézéppontjardl van sz6. Ha C-t6l d tavolsagra van, akkor pedig csak két kiilonb6zo
helyzete lehet az AB oldalfelezd merélegesén. Ez 6sszesen négy lehetdség, a d tavolsidg mindegyik
esetben egyértelmiien meghatirozott. Kénnyen ellenorizheto, hogy semelyik két esetet nem lehet
ugy ,,0sszeilleszteni”, hogy az 6t pont kozott tovabbra is csak ez a két tavolsag 1épjen fel.

Megjegyzés. A feladat megoldhat6 a kovetkezd, 17.3. feladat segitségével is.

17.3. Vegyiink fel egy olyan elrendezést, amely megfelel a feltételnek, tehat csak kétféle tavolsag
1ép fel a pontok kozott. Négy sikbeli pont meghataroz legaldbb két tavolsagot, legyenek ezek d
és d', legyen d az a tdvolsag, amelyik tobbszor 1ép fel. Ha mindkett6 hdromszor 1ép fel, akkor
mindegy, melyiket valasztjuk. Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjai e négy pont, és kossiink
Ossze éllel két pontot, ha d tavolsdgra vannak egymastol. Ez a graf legalabb harom élt tartalmaz
és legfeljebb 6tot.

Ha a grafnak 6t éle van, ez csak egyféleképp lehetséges (négyszog és egy atld). A négyszog
azt jelenti, hogy rombuszrél van szd, és ha az egyik atloja is ugyanilyen hossz, akkor egy 60°-os
rombuszrol van szo.

Ha a grafnak négy éle van, akkor két eset van:

— Egy négyszogrél van szd, ami azt jelenti, hogy a négyszog egy rombusz. A két atldja azonos
— d' — hosszisagu, tehat egy négyzetrdl van szo.

— Egy ABC' hiromszogrél és az egyik, példaul az A csicsabdl kiinduld egy tovabbi élrdl van
sz6. Tehét A-t6l a masik harom pont (B, C' és az eddig nem emlitett D) egyforma tévol van. Az
A koré irt d sugart korén van tehat a mésik harom pont. Masrészt ABC egy d oldali szabélyos
haromszoget alkot. Az A-tdl d tavolsdgra levé D pont két helyen lehet BC' felez6merdlegesén.

A négyélli grafok tehat hdrom elrendezést adnak.

Ha a grafnak harom éle van, akkor harom eset van:

— A graf egy csillag, ez azt jelenti, hogy az egyik ponttdl a masik harom egyenld d tévolsagra
van. Viszont a méasik hdrom pont egyméstdl egyenld d’ tavolsdgra van, tehat szabalyos harom-
szoget alkot. Vagyis a d kozepti kor kozéppontjardl és a korbe irhatéd szabalyos haromszog harom
cstcsarol van szé, ez az elrendezés hasonlosag erejéig egyértelmii.

— A graf egy haromszog és egy izoldlt pont. Ez a gréaf az el6z6 (a csillag) komplementere, tehat
nem ad 1j elrendezést.

— A graf egy harom hossz ut. Ez azt jelenti, hogy a négy pont gy helyezkedik el, hogy
AB = BC = CD és AC = BD = AD. Ebbél mar kovetkezik, hogy egyenlOszaru trapézrol
van sz0, amelynek atléi és a nagyobbik alapja egyenlék. Szogszdmoldssal kdnnyen kiszamolhato,
hogy a trapéz szogei 108° és 72°, tehat egy olyan trapézrdl van sz, amelyet tigy kapunk, hogy
a szabdlyos 0tszog egyik cstuicsat elhagyjuk.

A haromélii grafok tehdat két elrendezést adnak.

Osszesen tehat hatféle elrendezést taldltunk.

17.1. A 2 egység oldalii négyzet teriilete 4, mig az 6t elhelyezendd egységnégyzet Gsszteriilete 5,
tehat atfedés nélkiil nem helyezhetdk el. (Atfedésen itt csak azt értjiik, ha a kozos rész teriilete
pozitiv, s ekkor kozos bels6 pont is van.)
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17.2. A 3 egység oldali kocka térfogata 27 térfogategység, mig a 28 elhelyezendé egységkocka
ossztérfogata 28, tehat atfedés nélkil nem helyezhetSk el. (Atfedésen itt csak azt értjik, ha a
kozos rész térfogata pozitiv, s ekkor kozos belsé pont is van.)

17.3. A négy 1/2 oldalt négyzet teriiletének Gsszege négy teriiletegység, ami nagyobb a kor
tertiileténél. Tehat valamelyik két kornek a kozos teriilete pozitiv teriiletii, s igy van belsé pontja.

17.5. A 2 egység oldalt szabélyos hatszog teriilete 61/3 = /108 < 11, mig a 11 elhelyezendd
egységnégyzet Osszteriilete 11, tehat atfedés nélkiill nem helyezhetok el. (Atfedésen itt csak azt
értjiik, ha kozos belsé pont is van.)

Megjegyzés. Természetesen a 11 ,durva” becslés, valdjaban még 9 egységnégyzet sem helyezhet6
el atfedés nélkiil.

17.6. Ha egy @Q belsd pontot eltolunk az A;A; vektorral, akkor a kapott Q' képet tgy is
megkaphatjuk, hogy az A;Q szakasz C felezGpontjara tikrozzilk Aj-et, vagy méasképp: a C
pontra A; kézépponti kétszeres nagyitdst alkalmazunk. Az 6tszog konvex, ezért az A1(Q) szakasz
felezOpontja az 6tszog bels6 pontja.

Az eltolassal keletkez6 6tszogek mindegyike benne van tehat abban az 6tszogben, amit Pj-nek
A1 kozéppontbdl vald kétszeresre nagyitasaval kapunk. Ha a P; (és a vele egybevagd mésik négy)
Otszog teriilete T', akkor a nagyitott 6tszogé 47. Ezen a teriileten kell elhelyezkednie Osszesen
5T teriiletii 6tszognek, ami csak gy lehetséges, ha valamelyik kettonek van k6zos bels6 pontja.

17.7. Ha egy ) belsd pontot eltolunk az A;A; vektorral, akkor a kapott Q' képet ugy is
megkaphatjuk, hogy az A;Q szakasz C felezOpontjara tiikrozziik Ai-et, vagy mésképp: a C
pontra A; kozéppontu kétszeres nagyitast alkalmazunk. A poliéder konvex, ezért az A;(Q) sza-
kasz felezépontja a P, poliéder bels6é pontja.

Az eltolassal keletkezd poliéderek mindegyike benne van tehat abban a poliéderben, amit
Pi-nek A; kozéppontbdl valé kétszeresre nagyitasaval kapunk. Ha a P, (és a vele egybevigd
masik nyolc) poliéder térfogata V', akkor a nagyitott poliéder térfogata 8V. Ezen a teriileten kell
elhelyezkednie Gsszesen 9V teriiletli 6tszognek, ami csak gy lehetséges, ha valamelyik kettonek
van ko6z0s bels6é pontja.

Megjegyzés. Kockara nyilvin nem igaz az allitas, tehat 8-csiicsi poliéderekre altalaban még
nem igaz az allitds. Barmilyen legalabb 9-csiicsti poliéderre viszont az allitds ugyanigy igazol-
haté.

18. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

18.1. Azt kell belatni, hogy van két racspont, amelyek elsé koordinatai is, masodik koordinatai
is egyforma szamjegyre végzédnek. Ha a racspontokat aszerint csoportositjuk (,skatulydzzuk”),
hogy mi az els6 koordinatdjuk utolsé szamjegye, ez tiz csoportot jelent, tehat valamelyikben
lesz legalabb 11 racspont. Mivel a masdoik koordinata utolsé szamjegye is csak tizféle lehet, lesz
kozottiik kettd, amelynek a mésodik koordinataja is ugyanarra végzédik.

100 racspont esetén mér nem igaz az allitas, hiszen ha vessziik az 6sszes (i|j) racspontot, ahol
i is j is nullatdl kilencig fut, ez szdz olyan racspont, amelyek kozott nincs két megfeleld.

18.3. Az (0,0), (1,0), (1,1). (0,1) racsnégyzet semelyik oldaldnak és &tlojanak a felezGpontja
nem racspont. Tehat négy racspontot meg lehet adni. Ha viszont 6t rdcspont van megadva,
azok kozott méar van kettd, amelynek abszcisszdja és ordinédtédja is azonos paritésa (az (a,b) par
paritdséra négy lehetéség van), s ekkor az Sket osszekotd szakasz felezOpontja racspont.
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18. Skatulyaelv a kombinatorikus szdmelméletben Megoldasok

18.4. Ha n paratlan, és minden versenyz6 helyezési szama megegyezik a rajtszaméval, akkor a
kapott Osszegek 2,4,6,...,2n, s mivel (2,n) = 1, ezért ez egy teljes maradékrendszer mod n.
Péaratlan n-ekre tehat lehetséges, hogy minden rajtszam+helyezési szam kilénbozik mod n.
Ha viszont n péros, akkor a rajtszdmok és helyezési szamok Osszegének Osszege n(n + 1)
oszthaté n-nel. Viszont a mod n maradékok Gsszege n(n — 1)/2-vel kongruens, ami paros n-re
biztosan nem oszthaté n-nel, mert n — 1 relativ prim n-hez, és n/2 nem oszthat6 n-nel.

18.5. Nyilvan nem viltoztat a feladaton, ha mind a 102 szam helyett a kétszazzal val6 legkisebb
pozitiv osztasi maradékat vessziik. Most tehat adott 102 darab, nem feltétleniil kiillonb6z6 egész
szam 0 és 199 kozott (a 0 és a 199 is kozottik lehet). Ha van kozottiik két egyforma, akkor ezek
kiilonbsége nulla, tehat oszthatd kétszazzal, s igy az eredeti két szam kiilonbsége is oszthato
kétszdzzal. Ha viszont nincs kozottiik két egyforma, akkor a kovetkezOképpen alkotunk beldliik
101 csoportot. A 0 és a 100 egy-egy csoport énmagaban. A t6bbi szdmot parositjuk: az 1-et a
199-cel, a 2-t a 198-cal, és altalaban az -t a 200 — i-vel. Ha ugyanis az i és a 200 — ¢ szerepel
a szamok kozott, akkor taldltunk két szamot, amelyek Osszege oszthatd kétszazzal. Ha viszont
minden i-re az ¢ és a 200 — ¢ koziil csak az egyik szerepel, akkor a 99 parbdl csak egy-egy
szerepelhet, és ha a 0 és a 100 is szerepel, még mindig csak 101 szamunk van, ami ellentmondas.

Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk. Nyilvan nem hasznaltuk, hogy a szamok pozitivak,
csak azt hasznaltuk, hogy egészek.

Ha viszont a 0,1,2,...,99, 100 szamokat tekintjiik, ezek koziil semelyik ketto kiillénbsége nem
oszthato kétszazzal, és semelyik kett6 Osszege sem, a legkisebb 0sszeg ugyanis az 1, a legnagyobb
a 199. 101 szdmra tehat nem igaz az allités.

Nyilvan ugyanigy bizonyithaté a feladat kovetkez6 altalanositasa:

Barhogyan adunk meg n + 2 egész szamot, mindig van koézottik kettd, amelyeknek vagy az
Osszege, vagy a kiilonbsége oszthaté 2n-nel. Ugyanez az allitds n+1 szam esetén méar nem mindig
igaz.

18.7. A (2,3,4,6) szdmok kozil akdrhogyan valasztunk ki harmat, valamelyik kett6nek van egy-
nél nagyobb kozos osztbja. Valasszuk ki tehat az 0sszes
6k + 2,6k + 3,6k + 4,6k + 6 alakd (60-nal nem nagyobb pozitiv egész) szamot, vagyis azokat
az i < 60 egész szdmokat, amelyekre ¢ = 2,3,4 vagy 0 mod 6. Ez 6sszesen negyven szam. Azt
allitjuk, hogy ezekre is igaz, hogy barhogyan vélasztva koziiliikk harmat, valamelyik kettonek
lesz egynél nagyobb kozos osztéja. Ehhez mindossze azt kell észrevenniink, hogy a 2-es, 4-es,
6-os maradékosztalyba tartozé szamok oszthaték kettével, a 3-as és 6-os maradékosztalyba esok
oszthatok harommal. Marpedig valamelyik fajtabdl legalabb kettét valasztunk.

18.8. Rogton altaldnosan oldjuk meg a feladatot. Tehat arra a kérdésre keresiink valaszt, hogy
az els6 6n pozitiv egész szam koziil hanyat lehet gy kivalasztani, hogy ne legyen kozottiik harom
olyan szam, amelyek paronként relativ primek egyméshoz? A feladatban n = 331. Megmutatjuk,
hogy 4n szam megadhatd, de 4n 4+ 1 szam nem adhaté meg gy, hogy ne legyen kozottiik harom
egymashoz paronként relativ prim szam.

Az eléz6 (=18.7.) feladat megoldédsat altalanositva valasszuk ki megint a mod 6 maradékoszta-
lyok koziil a 0,2, 3,4 maradékosztélyokat. (Beléliik a 6n-nél nem nagyobb pozitiv egészeket.) Ez
4n szam. Most is ugyanigy megy annak a bizonyitasa, hogy ezek koziil barmely harmat valasztva
valamelyik kettd legnagyobb kozos osztdja egynél nagyobb.

Most megmutatjuk, hogy 4n + 1 szamot valasztva mar mindig lesz hidrom, amelyek koziil
barmely kettd relativ prim. A bizonyitas teljes indukciéval torténik. A kezdd lépés n = 1-re
prébalgatassal ellendrizhetd. Vagy mondhatjuk azt, hogy ha az els6 hat szambol 6t6t valasztunk,
akkor vagy az 1, vagy az 5 szerepel kozottiik. Ezen kiviil szerepelnie kell két egyméas melletti
szamnak is. E harom szam megfelel.
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Megoldasok 18. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

Ezutan tegyiik fel, hogy n-re mar tudjuk az allitast és nézziik, hany szamot valaszthatunk
ki az els6é 6n + 6 szdmbdl gy, hogy barmely harom kozott legyen kettd, amelyek nem relativ
primek. Az els6 6n-bol az indukcids feltevés szerint legfeljebb 4n-et. Azt allitjuk, hogy a 6n +
+1,6n+2,6n 4+ 3,6n + 4,6n + 5,6n + 6 szamok koziil nem valaszthatunk ki négynél tobbet.

Tegyiik fel, hogy mégis sikeriilt kivalasztanunk 6t6t. A 6n+1,6n+2,6n+ 3 szamok paronként
relativ primek, igy koziiliik legfeljebb kettot valaszthattunk ki. Tehat kivalasztottuk a 6n +
+4,6n +5,6n 4 6 szdmokat. De a 6n + 1,6n + 5, 6n + 6 szdmharmas tagjai is paronként relativ
primek, tehat a 6n + 1-et nem vélaszthattuk ki. Végiil a 6n+ 2, 6n+ 3,6n+ 5 szdimharmas tagjai
is relativ primek, tehdt a 6n + 2 és 6n + 3 szamok koziil is csak egyet valaszthattunk ki. Ez
Osszesen négy szam, ami ellentmond kiindulé feltételiinknek.

Belattuk tehat, hogy az utolsé hat szambdl csak négy valaszthaté ki, az el6ttiik 4116 6n szdmbol
pedig az indukcids feltevés szerint legfeljebb 4n. Igy dsszesen legfeljebb 4(n+1) szdm valaszthatd
ki tigy, hogy ne legyen koztiik harom, paronként relativ prim szam.

Ezzel a teljes indukciés 1épést is befejeztiik.

18.10. Az 1,2,4,8,16 szamok koziil csak egy szerepelhet. Az 3,6,12 szamok koziil is. Az 5,10,20
szamok koziil is, végiil a 7,14 és a 9,18 szamok koziil is. Ez eddig legfeljebb 6t szam. Maradnak
még a tiznél nagyobb paratlan szamok: 11,13,15,17,19, ez tovabbi 6t szam. Osszesen tehét
legfeljebb tiz szamot tudunk kivalasztani.

Ennyit viszont lehet is: a tiznél nagyobb és hisznal nem nagyobb egész szamok megfelelnek
a feladat feltételének.

18.11. Ha csak az n-nél nagyobb szdmokat valasztjuk ki, ezek koziil egyik sem osztdja a méasik-
nak. Ez n darab szam. Most megmutatjuk, hogy akarhogyan is valasztunk n + 1 szamot az els6
2n koziil, van kozottilk kettd, amelyek koziil egyik osztéja a masiknak.

Minden egész szam egyértelmiien irhatoé fel egy kettOhatvany és egy paratlan szam szorzataként.
Az utobbit hivjuk a szam pdratlan részének. Az els6 2n szam kozott ez a paratlan rész csak az elsd
n darab paratlan szam lehet. Tehat van két szam a kivalasztottak kozott, amelyeknek ugyanaz
a paratlan részik. Ezek koziil az, amelyiknek a kett6hatvany-része kisebb, osztéja a masiknak.

Ha az els6é 2n + 1 szambdl valaszthatunk, akkor kivélaszthatjuk az n-nél nagyobb szamokat,
ezek kozil a legnagyobb és legkisebb hanyadosa még mindig kisebb ketténél, tehat egyik sem
lehet oszt6ja a masiknak. Viszont ha n + 2-t vélasztunk, akkor egyben az elsé 2(n + 1) szambdl
is valasztottuk Oket, tehat van kozottiik olyan, amelyik osztdja egy masik kivalasztott szamnak.

18.12. Vegyikk az n+ 1,n + 2,...,2n szamokat. Ezek koziil barmely kettének 2n-nél nagyobb
a legkisebb kozos tobbszorose. Legyen ugyanis két szam n+1,n+ k, k > 7. Legyen a legnagyobb
kozos osztéjuk d. Ekkor n+1i = md, n+ 1+ k = m/d, és m' > m. Ezért m’ > 2. A legkisebb
kozOs tObbszorosiik pedig

mm'd > 2md = 2(n +1i) > 2n

Viszont ha akarhogyan adunk meg n + 1 kiilonb6z6, 2n-nél nem nagyobb szdmot, a 18.11.
feladat szerint van kozottiik kettd, amelyek koziil egyik osztéja a mésiknak, tehat a legkisebb
kozos tObbszorosiik a nagyobbik szam kettejiik koziil, s ez legfeljebb 2n.

18.13. Ha m < n, akkor a nyilt intervallum nem tartalmazhat két kiilonb6z6, m nevezdji
tortet, mert ezek kiilonbsége legalabb 1/n. Tehét a széba jové tortek mindegyikének kiilonbo6zé
a nevezoje.

A lényeges megéllapitds a kovetkezd: egyik nevezd sem lehet osztéja a méasiknak. Ha ugyanis
m|m/, akkor az m nevezgjii tort bévithetd volna m’ nevez8jiivé, és megint kapnank két kiilonb6z6,
m’ < n nevezdjli tortet az 1/n hosszi nyilt intervallumban.
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A 18.11. feladat szerint legfeljebb [n/2] darab, n-nél nem nagyobb nevez& adhat6é meg, hogy
egyik se ossza a mésikat.

18.14. Egy szam akkor négyzetszam, ha primfelbontiasaban minden primszam kitevGje paros
szam. Ezért elég azt vizsgalni, hogy egy adott szdmban a primszamok paros vagy paratlan
hatvanyon szerepelnek-e. Rendeljink tehat hozzad minden adott szamhoz egy négytagi 0-1
sorozatot. Az elsé tag annak megfeleléen nulla vagy egy, hogy a ketté a szam primfelbontasdban
paros vagy paratlan hatvanyon szerepel. Ugyanigy a masodik tag a 3, a harmadik tag az 5, a
negyedik tag a 7 kitev6jének paritdsat mutatja. Tehat példaul a 233*5275 szamhoz az (1,0,0,1)
sorozatot rendeljiik.

Most mar elég annyit észrevenni, hogy ha két szamhoz ugyanazt a sorozatot rendeljiik, akkor
a szorzatukban mind a négy primszam kitevéje paros lesz, azaz négyzetszam lesz. A feladat
allitasa tehat 20 helyett mar 17 szamra is igaz, 16-ra viszont még nem.

18.15. A 18.14. feladat megolddsaban szereplé meggondolast altalanositva azt kapjuk, hogy
ha adott 2" + 1 szam, amelyek mindegyike csak a p1,po,...,p, primekkel oszthatd, akkor van
kozottik kettd, amelyek szorzata négyzetszam.

A feladatban tehat 300 helyett mar 257 szdmra is igaz az allitas, mert nyolc darab 20-n4al nem
nagyobb primszam van.

18.16. A szamok kiilénbsége nem valtozik, ha mindegyikhez hozzdadunk ugyanannyit. Elérhetd
tehat, hogy a  legnagyobb kivalasztott szam a  3n legyen. Ha az
n+1,n+2,...,2n — 1 szamok valamelyikét szintén kivilasztottuk, akkor ez a szam és a 3n
megfelel. Ha viszont ezek egyikét sem valasztottuk ki, akkor rakjuk parba a tobbi szamot a
kovetkezdképpen :

(1,2n),(22n+1),...,(k,k —1+4+2n),...,(n,3n —1).

Ha e szamparok koziil valamelyikb6l mindkét elemet kivalasztottuk, akkor azok megfelelnek. Ha
viszont minden parbol csak egyet valasztottunk ki, akkor 6sszesen csak n+1 szamot valasztottunk
ki.

A megoldasbdl az is latszik, hogy n + 1 szdmot még ki lehet ugy valasztani, hogy a feladat
feltétele ne teljesiiljon: példaul, ha az 1,2,...,n,3n szamokat valasztjuk.

Megjegyzés. Tovabbi megoldasokat és érdekes megjegyzéseket olvashatunk Hajos-Neukomm-
Surdnyi: Matematikai versenytételek, II. cimii konyvében, [10] 154-156.

18.17. Legyen az adott n szdm aq,as, ..., a,. Tekintsiik minden ¢-re az els6 i szdm Osszegét,
s; = a1+ as + ...+ a;-t. Ez n darab kiilonb6z6 6sszeg. Ha van kozottiik n-nel oszthatd, akkor
kész vagyunk. Ha nem, akkor van egy s; és egy s;, amelyek ugyanazt a maradékot adjdk n-nel
osztva, és i # j. Szimmetria okokbdl feltehetjiik, hogy 7 < j, s ekkor az s; — s; = a1 + ... +q;
kiilonbség oszthatd n-nel. (Mivel i # j, ez az 6sszeg nem fiires.)

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

Az 4llitas nyilvan nem marad igaz, ha csak n — 1 szdmunk van és példaul mindegyik ugyanazt
a nem-nulla maradékot adja n-nel osztva.

18.18. A bizonyitandd &llitas azt jelenti, hogy van hdrom olyan rdcspont, amelynek abszcisszait
Osszeadva harommal oszthatdé szamot kapunk, és ordindtdit Osszeadva is harommal oszthatd
szamot kapunk.

Megmutatjuk, hogy ez az allitds akkor is igaz, ha elhagyjuk azt a feltételt, hogy semelyik
harom pont nincs egy egyenesen.
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Nyilvanvalé, hogy ha minden racspont abszcisszdjahoz ugyanazt az a szamot, ordinatajahoz
ugyanazt a b szamot adjuk, a feladat allitdsa nem valtozik, hiszen a harom racspont abszcis-
szajanak és ordinatdjanak Osszege egyarant egy-egy harommal oszthaté szammal valtozik.

Megengedtiik, hogy harom pont egy egyenesen legyen, de ez azzal az elénnyel jar, hogy barmely
pont barmelyik koordinatajahoz hozzaadhatunk egy harommal oszthaté szdmot, az allitdson ez
semmit nem véltoztat. Igy viszont elérhetjiik, hogy minden pont minden koordinataja 0, 1 vagy
-1 legyen — am ekkor tobb pontnak is lehet azonos mindkét koordinataja.

Most tehat a kovetkezd allitashoz jutunk: ha adva van kilenc — nem feltétleniil kiilonbo6z6 —
szampar, amelyek mindkét koordindtéaja 0, 1 vagy -1, akkor kivalaszthaté koziiliikk harom tgy,
hogy mind az els6, mint a masodik koordinataik Osszege oszthatd legyen harommal.

Ezt fogjuk bebizonyitani. Ha valamelyik szdmpér haromszor szerepel, akkor e hdrom szampar
megfelel. Ha minden szampar legfeljebb kétszer szerepel, akkor biztos, hogy valamelyik szampéar
pontosan egyszer szerepel, hiszen paratlan sok szdmparunk van. A fenti gondolatmenet szerint
elérhetd az is a feladat allitdsanak csorbitdsa nélkiil, hogy ez a szdmpar a (0,0) szampar legyen,
azaz az origd. Vegyiik észre hogy az origd a kévetkezd szampérokkal megfelelé harmast alkot:

(0,1) és (0,—1),

(1,0) és (—1,0),

(1,1) és (—1,-1),

(1,-1) és (—1,1).

Ez azt jelenti, hogy mind a négy szampar-parbol csak az egyik szampar szerepelhet. Ezek
mindegyikének kell is szerepelnie, kiilonben nincs kilenc szampérunk. (Az origébdl csak egy van
és egyfajta szamparbol csak kettd lehet.)

Szimmetria okokbdl feltehetd, hogy az elsé szamparbdl is, a masodik szampéarbdl is az els6
szerepel. Ugyanis az 1 és a -1 szerepét koordinatanként felcserélhetjiik, a feladat érvényességén
ezzel nem valtoztatunk. Ha a (0, 1) és az (1,0) szampar szerepel, akkor nem szerepelhet a (—1, —
—1) szampér, tehat az (1, 1) szdmpar szerepel. Ha a negyedik szampéar-parbdl az (1, —1) szerepel,
az az (1,1) és (1,0) szdmparokkal alkot megfelel harmast. Ha a (—1,1) szadmpér szerepel, az az
(1,1) és (0,1) szampérokkal alkot megfelel harmast.

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

A megoldéasbdl vildgos az is, hogyan lehet nyolc racspontot tgy kivalasztani, hogy semelyik
harom stulypontja ne legyen racspont. Ilyen pontok példaul a
(0,0),(0,1),(1,0),(1,1), (3,3)(3,4), (4,3), (4,4) pontok.

18.19. ElGszor belatjuk, hogy a feliras, ha van, egyértelmi, azaz két formalisan kiilonb6z6 szam
nem adhatja ugyanazt az értéket. Ha ugyanis egy szam kétféleképpen is felirhat6é volna, akkor
a két felirasban szereplo legmagasabb 3-hatvany kifejezhet6 volna kisebb haromhatvanyok 0, 1,
vagy 2-szeresének elbjeles Osszegeként. Azonban 2(1+3+32 4. +3 . -+3"_1)) =3"-1<3"
miatt ez lehetetlen.

A legnagyobb, 2n jeggyel felirhaté szdm a 2 +2-9+2-81 +... +2-9"" 1 = (9" —1)/4, a
legkisebb, 2n jeggyel felirhaté szdm a (—6) - (1 +9+ ...+ 9" 1) = —3(9" — 1)/4. E két szam
kozott — 6ket is beleértve — pontosan 9" szam van, annyi, ahdny 2n-jegyii, formalisan kiillonb6z6
szam. Ebbol és az egyértelmiiségbdl kovetkezik, hogy minden, az I,, = [-3(9" —1)/4, (9" — 1) /4]
intervallumba es6 szamot eléallithatunk. S mivel minden k egész szamhoz van olyan n, amelyre
k az I, intervallumban van, a feladat bizonyitasat befejeztiik.

18.21. Legyenek Anna szamainak osztdsi maradékai aq,as,...,a;. Hoazn—aj,n—as,...,n—
— aj, maradékok valamelyike fellép Barna maradékai kozott, akkor kész vagyunk. Ha viszont
egyik sem lépne fel, akkor csak a maradé n — k < [ maradék léphetne fel nala, amit a feladat
szovege kizar.

18.22,
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18. Skatulyaelv a kombinatorikus szdmelméletben Megoldasok

1. megoldas. Az el6z6 (=18.21.) feladatban Annandl is, Béldnal is lehetett végtelen sok szam,
csak az volt a fontos, hogy hany kiilonb6z6 maradékot adnak n-nel osztva. Legyen most n = p
az adott primszam és osszuk ki Anndnak a négyzetszamokat, Bélanak a négyzetszamnél eggyel
nagyobb szamokat. Ismeretes, hogy a négyzetszamok p-vel osztva (p+1)/2 kiilonb6z6 maradékot
adnak (ezek a ,kvadratikus maradékok”  (mod p)), igy mind Annénak, mind Bélanak ennyi
maradéka lesz. (Ha a négyzetszamoknak (p + 1)/2 kiillonb6z6 maradéka van, akkor az ennél
eggyel nagyobb szdmoknak is ugyanennyi van.) Ez 6sszesen p + 1 szdm, tehat tobb, mint p. gy
teljesiil az el6z6 feladat feltétele, s ezért van egy négyzetszam és egy (mésik) négyzetszamnal
eggyel nagyobb szdm, amelyek Osszege oszthatd p-vel. Ezt kellett bizonyitanunk.

2. megoldas. A megoldast elmondhatjuk egy kicsit masképp is, s akkor (latszélag) nincs sziik-
ségiink arra, hogy hany ,kvadratikus maradék” van mod p.

Tekintstik a 0, 1,2,. .., (p—1)/2 szdmok négyzetét, ez (p+1)/2 szdm. Mésrészt tekintsiik azokat
a szamokat, amelyeket tgy kapunk, hogy 1-bdl levonjuk ezeket a szdmokat, tehat tekintsiik az
—1-02,-1—-12,-1—-22, ... szamokat. Ezek sszesen p+1 szamot jelentenek. Van tehat kozottiik
ketto, amelyek ugyanazt a maradékot adjak p-vel osztva. Nem lehet mindkét szam példdul az
elsében, mert ez azt jelentené, hogy i? — j2 = (i — j)(i + j) oszthaté volna p-vel valamely i <
< j nem-negativ szamparra, ahol mindketté legfeljebb (p —1)/2. De két ilyen szamnak mind az
osszege, mind a kiilonbsége kisebb p-nél, tehat (i — j)(i + j) nem lehet oszthaté p-vel. Ugyanez
az ellentmondas adédna akkor is, ha mindkét szam a masodik csoportban lenne. Tehat a két
szam koziil az egyik az els6 csoportban van, a masik a méasodik csoportban van. Talaltunk tehat
két szamot, x-et és y-t, amelyekre igaz, hogy z? és —1 — y? ugyanazt a maradékot adja p-vel
osztva. Ekkor a kiilonbségiik, azaz x? + y? + 1 oszthaté p-vel, és éppen ezt akartuk bizonyitani.

18.23. a) kovetkezik abbdl, hogy két négyzetszam szorzata is négyzetszam.
b) bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy valamely z,y, z szamokra igaz, hogy

2y = 2% (mod p).

A teljes maradékrendszerre vonatkozd tétel szerint van olyan 2/, amelyre zz’ =1 (mod p)

Ennek négyzetével megszorozva a kongruencia mindkét oldalat azt kapjuk, hogy
y = 222" (mod p),

tehat y kvadratikus maradék. Vagyis ha egy kvadratikus maradékot valamely y szdmmal szorozva
kvadratikus maradékot kapunk, akkor y is kvadratikus maradék. Azaz kvadratikus maradékot
kvadratikus nem-maradékkal szorozva nem kaphatunk kvadratikus maradékot.

¢) bizonyitaséhoz vegyiink egy kvadratikus nem-maradékot és szorozzuk végig minden nullatél
kiilénb6zé maradékkal mod p. Igy p— 1 kiilénb6zd (és nullatdl is kiilonb6z6) maradékot kapunk.
Amikor kvadratikus maradékkal szoroztunk, akkor b) szerint kvadratikus nem-maradékot kap-
tunk, tehdt az igy kapott (p — 1)/2 szdm az eléz6 (18.22.) feladat megjegyzésében mondottak
szerint kimeriti az Osszes kvadratikus nem-maradékot. Azokra az esetekre, amikor kvadratikus
nem-maradékkal szoroztunk, épp a (p —1)/2 kvadratikus maradék maradt. Ezt akartuk bizonyi-
tani: kvadratikus nem-maradékot kvadratikus nem-maradékkal szorozva kvadratikus maradékot
kapunk.

18.24.

1. megoldas. A feladat allitdsa szerint olyan — m-nél nem nagyobb — pozitiv egész b szamot
kell keresniink, és hozza egy a egészet, amelyre igaz, hogy

b — al < 1/n.
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Megoldasok 18. Skatulyaelv a kombinatorikus szamelméletben

Ez a képlet ,leforditva” azt jelenti, hogy « valamely t6bbszorose (az elsé n tobbszorose koziil)
a hozza legkozelebbi egésztdl csak kevéssel tér el. Tekintsiik tehat az

la, 20, 3a, . . . na

szamok tortrészét. (Képzeljiikk gy, hogy felrajzoltuk e szamokat az egység kertiletli korre.) Os-
szuk fel a [0,1] intervallumot diszkunkt 1/n hosszt intervallumokra. Ha valamelyik tortrész az
els6 vagy az utolsé intervallumba esik, akkor kész vagyunk. (Ha ugyanis ko az elsé intervallum-
ba esik, akkor az egész részétdl tér el 1/n-nél kevesebbel, ha az utolséba, akkor a fels6 egész
részétél.) Ha e két intervallum iires volna, akkor a marad6 n — 2 intervallumba n tortrész kertilt,
tehat valamelyikbe kett6 is jutott. Ez azt jelenti, hogy van két kiilléonb6z6 szam, k és [, amelyekre
ka és la tortrésze csak 1/n-nél kevesebbel térnek el egyméstol. Ez viszont azt jelenti, hogy a
ka —la = (k — l)a szdm 1/n-nél kevesebbel tér el az |ka| — |la] egész szamtdél. Ha k > [,
akkor mar kész is vagyunk, hiszen k£ — [ biztosan nem nagyobb n-nél, tehat valaszthaté b-nek.
Ha viszont k& < [, akkor még végig kell szoroznunk eredményiinket —1-gyel, azaz ekkor [ — k
valaszthato b-nek.

2. megoldas. A megoldas gondolatmenete emlékeztet a 16.8. feladat megoldasdhoz. Ez nem
véletlen. Ha abban a feladatban minden szamot ugyanannak az a szamnak valasztunk, akkor
a 16.8. feladat allitdsa éppen az, hogy van néhany (b darab) «, amelyek Gsszege a legkozelebbi
egésztél legfeljebb 1/n-nel tér el. Az ottani bizonyitds pedig éppen a fenti bizonyitast adja.

18.25. A Dirichlet-féle approximécios tételt alkalmazzuk elGszor egy tetszOlegesen kivalasztott
n-re. Taldlunk egy olyan a/b tortet, amely 1/bn < 1/b*-nél kevesebbel tér el a-tél. Ezutan
valasszuk a tételben n-et olyan nagyra, hogy mar 1/n is kisebb legyen a most taldlt o — a/b
eltérésnél. Ekkor a tétel garantdl egy 4j — b-nél nyilvanvaléan nagyobb nevez8jii — o’ /b tortet,
amely 1/b2-nél kevesebbel tér el a-tél. Az eljarast vég nélkiil folytathatjuk, s ezzel a feladat
allitasat igazoltuk.

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy van olyan ¢ pozitiv valds szam, amelyre igaz, hogy példaul
az aranymetszés ardnya nem kozelitheté meg a/b alaku térttel ¢/b>-nél jobban. Errél részlete-
sebben olvashatunk Szalay Mihdaly: Szdmelmélet c. konyvében ([14] 162. oldal).

18.26. A feladat lényegében ugyanazt allitja, mint az el6z6 (=18.25) feladat: végtelen sok olyan
k/n tort van, amelytél = kevesebb, mint 1/n2-tel tér el. Itt k az na-hez legkdzelebbi egész.

18.27. Ha az 0Osszes a; szamnak van egynél nagyobb kozbs osztdja, azzal az Osszes szdmokat
végigoszthatjuk, az a;/(a;, aj) értékek nem fognak valtozni. Feltehetjiik tehat, hogy az a; szamok
osszességiikben relativ primek. Van tehat kozottiik olyan aj, amely nem oszthaté p-vel. Ha van
p-vel oszthato is, akkor azt valasztva a;-nek, az a;/(ai, a;) érték is oszthaté lesz p-vel, s miutan
pozitiv, igy legalabb p. Ebben az esetben tehat kész vagyunk.

Marad az az eset, ha egyik a; sem oszthaté p-vel. De ekkor a ,szamelméleti skatulyaelv” miatt
van két a;, amelyik azonos maradékot ad p-vel osztva. Legyenek ezek a; és aj, a; > a;. Ekkor
van olyan m egész, amelyre a; = a; + mp. Tekintsiik (a;,a;) = d legnagyobb kozos oszt6jat.
Ez megegyezik a; — aj és a;j legnagyobb koézos osztdjaval, vagyis mp és a; legnagyobb kozos
osztéjaval. De a; nem oszthaté a p primszdmmal, igy relativ prim hozza. Tehat a legnagyobb
kozos oszt6é megegyezik d = (m, a;)-vel. Vagyis d < m. Igy a;i/(a;, a;) > (aj +mp)/m > p, és ezt
akartuk bizonyitani.

18.28. Legyen a kozos legkisebb kozos tobbszoros az M szam. Tudjuk, hogy mind az 1997 szam
osztoja M-nek.

Tegyiik fel, hogy van tiz, paronként relativ prim szam a megadottak kozott, legyenek ezek
ai,a9,...,a19. Ekkor M ezek szorzata. Legyen x egy tetszdleges tovabbi szam. Tudjuk, hogy
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18. Skatulyaelv a kombinatorikus szdmelméletben Megoldasok

ai,as,...,aq,x legkisebb kozOs tobbszorose is az Osszes a; szorzata, s az elsd kilenc szorzata
relativ prim aig-hez, ezért x-nek oszthaténak kell lennie ajg-zel. Ugyanigy az Osszes a;-vel is
oszthatonak kell lennie. Vagyis oszthaténak kell lennie M-mel. Masrészt osztéja M-nek, tehat
egyenl$ vele. Azt kaptuk, hogy ha van tiz, paronként relativ prim szém, akkor egyetlen tovabbi
szam lehet csak, maga a szorzatuk. De nekiink 1997 szamunk van.

Belattuk tehat, hogy legfeljebb kilenc, paronként relativ prim szam lehet a megadott szamok
kozott. Most megmutatjuk, hogy ennyi lehet is. Azt mutatjuk meg, hogy megadhaté n darab
szam ugy, hogy barmely tiz legkisebb k6zos tobbszordse ugyanaz a szam legyen és legyen kozottik
kilenc darab, paronként relativ prim szdm kozottiik.

Vegylink fel n darab primet, a szorzatuk legyen M. Ezek utan a szamokat a kévetkezoképpen
valasztjuk. Vessziik az n szam koziil barmely n — 1 szorzatat. Ezek koziil barmely ketto legkisebb
kozos tobbszorose M, s igy barhogyan valasztunk koziilik egynél tébbet, azok legkisebb tobb-
szorose is M. De nincs még kozottiik két relativ prim sem. Ezen Ggy segitiink, hogy vessziik az
els6 8 primet, ezeket kulon-kiilon hozzévesssziik a szamokhoz és vessziik az Gsszes tobbi (n — 8)
szam szorzatat, azt is hozzavessziik a szamokhoz. E kilenc szdm paronként relativ prim. Azt kell
csak belatnunk, hogy az igy kapott n+9 szam koziil barmely tiz legkisebb kozos tobbszordse M.
Mindegyik szam osztéja M-nek, tehat csak azt kell beldatnunk, hogy az lk.k.t. nem lehet M-nél
kisebb. Ha a kivdlasztott tiz szdm koziil legalabb kett6é az elsonek megadott n szam kozott van,
akkor e kett6 1k.k.t.-je mar M, tehat kész vagyunk. Marad az az eset, ha az els6 n szambdl csak
egyet valasztottunk. Akkor viszont ki kellett valasztanunk a végiil megadott szadmok koziil mind
a kilencet, marpedig azok lk.k.t.-je is M. Ezzel belattuk, hogy barmely tiz szam lk.k.t.-je M.

Megjegyzés. Altaldban is igaz, hogy ha megadunk n > k+ 1 kiilénb6z6 egész szdmot, amelyek
koziil barmely k szam lk.k.t.-je azonos, akkor legfeljebb k£ — 1 paronként relativ prim szam lehet
kozottiik, és ez viszont a fenti konstrukcié altaldnositdsdval el is érhetd.

18.29. a) Az els6 18 szambol képzett kéttagt Osszegek koziil a legkisebb 3, a legnagyobb 35. Ez
Osszesen 33 szam. Viszont kilenc szambol 36 kéttagt osszeget képezhetiink, és ezeket kell tehat
33 sktatulyaba sorolnunk. Nyilvan lesz egy skatulya, amelybe legaldbb két kéttaga Osszeg jut.

b) Ha n > 8, akkor a) gondolatmenete alkalmazhaté: az Osszes kéttagt Osszeg koziil a 4n —
— 1 a legnagyobb, a 3 a legkisebb, ami Gsszesen 4n — 3 kiilénb6z6 Osszeget ad. Mésrészt az n
kivalasztott szambol képezhetd Osszegek szama n(n —1)/2 > 4n — 3, han > 8.

Megjegyzés. Az Arany Déaniel-versenyen a feladott feladat n = 8-ra is megkévetelte az allitas
bizonyitasat. Ehhez nem elég a b)-ben és a)-ban alkalmazott becslés, mert a kéttagi Gsszegek
legkisebbje 3, legnagyobbja 31, ami 0sszesen 29 Gsszeg, mig nyolc szam kivalasztasanal csak 28
Osszeg van, tehat ennyi még nem elég az ellentmondashoz. Viszont ha megnézziik a 3,4 és a
30,31 osszegeket, ha ezek koziil legalabb ketté hidnyzik a kivalasztott nyolc szambdl készitett
kéttagu Osszegek koziil, akkor mar biztosan van két egyforma kozottik. Marmost példaul a
3,4-hez mindenképp sziikség van az 1,2,3 szamokra, s ha a 4-es is kivalasztottuk, akkor 2 4+ 3 =
= 1+ 4 és kész vagyunk. Ha viszont a 4-est nem valasztottuk ki, akkor a hatot nem tudjuk
eléallitani kéttagh Osszegként. Ugyanezt elmondva a 30,31 szamokra azt kapjuk, hogy vagy van
két azonos Osszeg, vagy a 28-at nem tudjuk eloallitani. De ha sem a hatot, sem a 28-at nem
tudjuk el6allitani, akkor mar csak 27 Gsszeget tudunk eléallitani, tehat biztosan lesz a kéttagu
Osszegek kozott két egyforma.

18.30.

1. megoldas. Szamozzuk meg a 2001 szam szorzatanak primoszt6it. A 2001 szamot ezutan
jellemezhetjiik egy-egy 2000 tagi 0-1 sorozattal. A sorozat i-edik helyére akkor irunk 0-t, ha
az i-edik prim a megfelel szamban paros hatvanyon szerepel, és akkor irunk 1-et, ha e prim
a szadmban paratlan hatvinyon szerepel. Ha csupa 0 sorozat szerepel az igy képzett sorozatok
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Megoldasok 19. Leszamldlds

kozott, akkor kész vagyunk, mert a hozza tartozé szam négyzetszam. Ellenkez6 esetben van 2001
darab olyan 2000 tagt 0-1 sorozatunk, amelyek mindegyikében szerepel 1-es. Minden i-re van
(legalabb) egy olyan sorozat, amelyben az i-edik helyen 1-es &ll.

Tekintsiik két vagy tobb sorozat Osszegének (illetve kiilonbségének) azt a szintén 2000 tagu
sorozatot, amit Ggy kapunk, hogy a koordinatdkat mod 2 6sszeadjuk (illetve kivonjuk).

Vegylink ki néhany szamot. Fzek szorzata pontosan akkor lesz négyzetszam, ha a hozzajuk
rendelt sorozatok Gsszege csupa nulla lesz. Tekintsiik azokat a sorozatokat, amiket igy kapunk,
hogy a 2001 koziil néhanyat — legalabb egyet, esetleg mindet — ésszeadunk. Igy 22001 — 1 ered-
ményt kapunk. Mésrészt a lehetséges sszegek szama 229°0. Biztosan lesz tehat az sszegiil kapott
sorozatok kozott két egyforma. Ha valamelyik szamhoz rendelt sorozat mindkét 6sszegben szere-
pelt, akkor az elhagyasaval kapott Osszegek is egyenlok. Feltehetjiik tehat, hogy a két 6sszegben
szereplo sorozatok kozott nincs azonos. E két 6sszeget Gsszeadva a csupa nulla sorozatot kapjuk,
tehat a hozzajuk tartozé szdmokat Osszeszorozva négyzetszamot kapunk.

2. megoldas. Ismét tekintsiik azt a 2001 darab 2000 hosszta 0-1 sorozatot, amelyek azt jelzik,
hogy a megfelel§ szdmban az i-edik prim paros vagy paratlan kitevén szerepel-e (el6bbi eset-
ben az i-edik helyre 0-t irunk, utébbi esetben 1-et). Igy 2001 darab 0-1 sorozatot kapunk, s ha
ezeket a mod 2 szamtest f6lotti 2000 hosszi sorozatnak tekintjiik, akkor nem lehetnek linedrisan
fiiggetlenek mod 2. Vagyis van kozottiik néhény, amely 6sszege a csupa 0-bdl 4ll6 sorozat. (Ki-
hasznaltuk, hogy mod 2 f6lott az, hogy a vektorok linearisan Osszefliggnek, azt jelenti, hogy a
megfelel6 vektorok Osszege a 0-vektor.)

18.31. A 16.1. feladat megoldasan alig kell valamit moédositani. Ott ugyanis lényegében azt
bizonyitottuk, hogy ha egy nk 4 1 elemii részben rendezett halmazban nincs n 4 1 hosszt lanc,
akkor van k + 1, paronként Osszehasonlithatatlan elem.

19. Leszamlalas

19.3. Az 6sszes permutécié szama n!, az olyan permutéciéké, ahol az egyes a helyén all, (n—1)!,
az olyanoké is, ahol a kettes all a helyén, és kétszer szamoltuk azokat, ahol mindkett6 a helyén
all, ilyenbdl (n — 2)! van.

19.6.

1. megoldas. Ha a = b, akkor végtelen sok ilyen szamtani sorozat van. Feltessziik tehat, hogy
a # b. Ha a a sorozat m- edlk tagja b a sorozat n-edik ta%Ja akkor m # n, és a sorozat
differencidja d = (m—-1)d=a b)m=1) 'Tehst minden m #n
szamparhoz pontosan egy megfelel§ szamtani sorozat tartozik. m es n értéke 0 és 100 kozott
lehet, igy az Osszes megfeleld szamtani sorozat szama 100 - 99 = 9900.

2. megoldas. Okoskodhatunk a kovetkezéképpen is:

Nyilvan felteheto, hogy a < b és elég megszamolni azokat a sorozatokat, amelyek differencidja
pozitiv, hiszen a negativ differencidjuakat ezek megforditasaként kapjuk. Tehdt megszamoljuk
a pozitiv differencidjuakat és a szamukat megszorozzuk kettével.

A sorozat differencidjdt most mér egyértelmiien meghatdrozza az, hogy hany tagja esik a és
b kozé. Ha ezt rogzitettiik, a sorozatot mar egyértelmiien meghatarozza, hogy hany tagja kisebb
a-nal. Jelolje k az a-nél kisebb, [ az a és b kozé es6, m a b-nél nagyobb elemek szaméat. Ekkor
k+1+m=98.

A kérdésiink most Ggy alakul 4t, hogy hany nem-negativ egészekbdl allé megoldasa van a
k 4+ 1+ m = 98 egyenletnek. Nyilvidn annyi, ahdny pozitiv megolddsa van a &' + 1’ +m’ = 101
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19. Leszdamldlds Megoldasok

egyenletnek (k' = k+1,1" = 141 és m’ = m+1), ahol a sorrend is szdmit. Kénnyen kiszamolhato,
hogy ennek (180) megoldasa van. Tehat a keresett megoldasszam 9900.

=0+ ((k+1)—-1 n+k—1
19.10. ((k+l)—1 >:<k+l—1 )

-1
19.11. < Zp_+1k ), ugyanis k - p pengd cserélt gazdat.

19.12.

1. megoldas. A kocka élei harom csoportba sorolhaték aszerint, hogy milyen irdnydak. Mind-
harom csoportbdl kell szerepelnie legalabb egy élnek. Tehdt a lehetséges eloszlasok: {4,2,1}, {3,3,1}, {3,2,2
Az els6 esetben hat, a masik két esetben haromféleképp valaszthatjuk ki, hogy melyik cso-
porthoz melyik szamot rendeljiik. Az elsé esetben a négy él kivalasztdsanal mar nincs valasztasi
lehetGségiink, a masodik két élt csak négyféleképp vélaszthatjuk, hogy ne zarjanak be kort. Ezek
koziil azonban csak abban a két esetben tudjuk az utat befejezni — mindkét esetben kétféleképp
is —, ha egy lapon levd két élt vilasztottunk. Ez tehdt 6 - 2 - 2 = 24 lehetdség. A masodik es-
etben az els6 irdny harom élét négyféleképp valaszthatjuk, a kévetkez6 irdnyhoz tartozé harom
élt viszont mar nem valaszthatjuk szabadon, csak kétféleképpen. Ismét két szemkozti oldallap
lesz Gsszefliggd, de most csak egyféleképp tudjuk utta kiegésziteni a grafot. Ez 3-4 -2 = 24
lehetdség. A harmadik lehetéséget hasonléan szamolhatjuk ki: az els6 harmas élcsoportot még
négyféleképpen valaszthatjuk, a kovetkezét mar csak kétféleképpen, és a maradoé egy él mindkét
esetben egyértelmii. Ez ismét 24 lehetdség.
Osszesen 72-féleképp lehet a kocka éleit gy kivalasztani, hogy Hamilton-utat alkossanak.

2. megoldas. Okoskodhatunk a kovetkezd, taldn egyszeriibb médon is. A Hamilton-ut elsé
pontjat 8-féleképpen valaszthatjuk ki és innen harom irdnyban indulhatunk. A kévetkez6 ponttdl
még kétféleképp haladhatunk tovabb. Ez eddig 48 lehetoség.

Ha a harmadik csticsbél ugyanazon a lapon fordulunk vissza, akkor a negyedik él mar egyértelmii
és atjutunk a szemkozti lapra, amit kétféleképp jarhatunk be.

Ha a harmadik csticsbdl a harmadik iranyt élen haladunk tovabb, akkor a negyedik élnek nem
valaszthatjuk az els6vel parhuzamosat, csakis a masodikkal parhuzamosat, s innen mar végig
egyértelmi a befejezés.

Osszesen 144 Hamilton-utat taldltunk.

Megjegyzés. A két megoldas két kiillonbo6z6 eredményt adott — vajon hogyan lehetséges ez?

19.3. Az 0Osszeg azt széamolja meg, hogy hanyféleképp tudunk kivalasztani k& darab golyét n
darab fehér és n darab fekete golyébdl. Nyilvan (21?) féleképp. Tehat ennyi az 6sszeg zart alakja.

19.4. Ha az 6sszeg minden tagjaban a masodik tényezében n helyett m-et irunk, akkor az 6sszeg
ugyanolyan meggondolds alapjan ("1™) lesz. Tehét

Z n m _[(n+m

iJ\k—i) \ k )
19.8. Vegyiink hozza egy tovabbi ) pontot az n ponthoz és valasszunk ki négy pontot ebbdl az
n+ 1 pontbdl tetszélegesen. Ha egy (Q, A, B, C) tipusi négyest vélasztottunk, ennek feleltessiik

meg a kovetkez6 hérom szakaszpart: (AB, AC), (AC,BC) és (AB,BC). Ha egy (A,B,C,D)
tipust négyest valasztottunk, ennek feleltessiik meg a kovetkezé harom szakaszpart: (AB,CD),
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(AC,BD) és (AD, BC). Igy minden négyeshez harom-harom szakaszpért rendeltiink, egy sza-
kaszpart sem rendeltiink két négyeshez és minden szakaszpart hozzarendeltiink valamelyik né-
gyeshez.

19.1. Minden par legfeljebb egy kivalasztott harmasban szerepelhet, egy kivalasztott harmasban
hérom elempér szerepel, és Gsszesen 36 elempér van. Tehat legfeljebb 12 harmas valaszthaté ki.
Megmutatjuk, hogy ennyi ki is valaszthaté.
Vesziink egy 3x3-as matrixot, ennek elemei lesznek a kilencelemii halmaz elemei. A harmasokat
a kovetkezéképp valasztjuk ki: vessziik a matrix sorait és oszlopait, valamint azokat a harma-
sokat, amelyeknek szorzata a matrix determinansanak egy-egy kifejtési tagja. Ez pontosan 12
megfelel§ harmas.

19.2. Minden par legfeljebb egy kivalasztott harmasban szerepelhet, egy kivalasztott harmasban
hirom elempar szerepel, tehat [-lel jelolve a kivalasztott részhalmazok szdmat 31 < (g) Tehat
legfeljebb n(n — 1)/6 részhalmazt vélaszthatunk ki.

19.5. A feltétel szerint a hiszelemii halmaz barmely két eleme legfeljebb egy kivalasztott részhal-
mazban szerepelhet egyszerre. Egy kivdlasztott részhalmaz (legalabb) 10 ilyen elempart ,,fed le”,
tehat ha k részhalmazt valasztottunk ki, ezek egyiitt (legaldbb) 10k part fednek le. A hiszelemii
halmaz elemeibél 190 péar képezhetd, tehdt k legfeljebb 19 lehet. (Az is csak akkor, ha minden
halmaz pontosan 6telemti.) Ezzel a)-t is, b)-t is bebizonyitottuk.

c) Ha a 19 o6telemii halmaz koziil semelyik kettének nincs egynél tobb kozos pontja, akkor
minden elempar legfeljebb egyszer szerepel. Ez viszont azt jelenti, hogy a hiszelemli halmaz
mind a 190 elemparja szerepel, mert egy Otelemii halmaz tiz elempart ,fed le”. Vegytink ki
egy tetszoleges x elemet. Nézziik, ez hdny halmazban szerepel. Nem szerepelhet 6t halmazban,
mert akkor hiisz elemparban szerepelne, marpedig csak 19 elempéarban szerepel. Tehat legfeljebb
négy halmazban szerepel. Ez barmely elemrél elmondhatd, tehat barmely elem legfeljebb négy
halmazban szerepel. Vagyis a kivilasztott 6telemii halmazok elemszaméanak Osszege legfeljebb
80 (minden elemet négyszer szamolhatunk). Ez azt jelenti, hogy legfeljebb 16 6telem(i halmaz
valaszthato ki a megadott tulajdonsaggal.

d) A bizonyitds ugyantigy megy, mind a) esetében: Ha k darab részhalmazt valasztotttunk
ki, ezek egyiitt 10k elempért ,fednek le”. Osszesen a 16 elem{i halmaz elemeibdl 120 elempér
készithetd, ezért k < 12.

19.6. Minden otelemii részhalmaz tiz haromelemili részhalmazt fed le. Ha k darab &telemi
részhalmaz fedi le egyrétiien a haromelemi részhalmazokat, akkor 10k = (3). Tehat n(n —
—1)(n — 2) oszthaté 60-nal. Ez n < 17 esetén csak n = 6,10, 12, 16-re teljesiil.

Misrészt vegylink egy tetszoleges = elemet. Ez (";1) darab haromelemii halmazban van benne.
Egy-egy otelemii részhalmaz ezek koziil vagy hatot, vagy egyet sem fed le. Tehét (n — 1)(n — 2)
oszthatd 12-vel. Ez n = 6,10,12, 16 esetén nem teljesiil. Vagyis a feladat allitasandl kicsit tobb
igaz: n legaldbb 17.

19.7. a) Egy [ elemii részhalmaz [(I — 1)/2 elempért fed le. A feltétel szerint egyetlen elempéar
sem szerepel tObbszor, tehat ha k részhalmazt valasztottunk ki, akkor

kil —1)/2 < n(n—1)/2

, azaz a kivalasztott halmazok szdma legfeljebb n(n — 1)/k(k — 1).

b) Minden z elem pontosan n — 1 elempéarban van benne, ezek koziil egy-egy z-et tartalmazé
halmaz [ — 1-et fed le (az z-et nem tartalmazé halmazok pedig egyet sem). Ha minden elempar
pontosan egyszer van lefedve, akkor tehat x pontosan (n — 1)/(I — 1) kivalasztott halmazban
szerepel, igy ez a szdm egész szam. Masrészt a részhalmazok szdma is pontosan n(n—1)/1(l—1),
tehat ez is egész szam.
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19.2. A legnagyobb kéttagn 6sszeg legfeljebb 2n—1, legalabb 3, tehat legfeljebb 2n—3 kiillonbozé
értéke lehet a kéttagu Osszegeknek. De minden kéttagi Osszeg értéke kiilonboz6 (minden tag
kétszeresét is kéttagt Osszegnek tekintjiik), ezért k(k +1)/2 < 2n — 3. Innen k? < 4n.

19.3. Ha a 19.2. feladat megoldasiban nem az Osszegeket, hanem a kiilonbségeket tekintjiik,
ezeknek is mind kiilonbo6zéeknek kell lennitik. Hiszen ha a — b = ¢ —d, akkor a+d = c+b. A
kiilonbségek viszont csak 1 és n — 1 kézotti szamok lehetnek, innen k(k —1)/2 < n — 1. Innen
(k—1/2)? <2n — 1.

19.1. Rogzitsiik az egyik kort és forgassuk rajta a masik kért. 16 helyzete lesz, ebbdl 8 helyzetben
lesz egy adott korcikk f6lott vele azonos szinii. Ez azt jelenti, hogy 6sszesen 8-16 = 128 fedés lesz
a forgatdsok soran. Osszesen 16 helyzet van, tehat dtlagosan 8 fedés lesz. Ez csakis tigy lehet,
ha legaldbb egyszer legalabb 8 fedés lesz.

19.2. Tekintsiik a tarsasidg tagjaibol osszedllithaté osszes ,harmast”. Ezek szama (3"; 1. Most
szamoljuk meg, hany ,rossz” harmas lehet ezek kozott. ,,Rossz” harmasnak azt tekintjiik, ame-
lynek tagjai a harom jaték koziil legfeljebb kettét jatszanak egymas kézott. Minden ilyen har-
masban van legalabb egy valaki, aki a két masikkal ugyanazt a jatékot jatssza, s6t, lehet, hogy
mind a harom jatékos ilyen. Mindenesetre minden ilyen ,rossz” harmashoz hozzarendelhetiink
valakit, aki e hArmas masik két tagjaval ugyanazt jatssza. Szamoljuk meg, egy embert hany ilyen
»rossz” harmashoz rendelhetiink hozzé. Nyilvan 3(7)-hoz, hiszen csak olyan harmasokhoz rendel-
hettiik hozza, amelyeknek tagjaival ugyanazt jatssza. Marmost 6 példaul n emberrel sakkozik,
tehat a sakk miatt csak olyan harmasokhoz rendelhettiik, amelyeknek masik két tagja ebbdl az
n emberbdl valé. Ilyenbél (3) van. Ugyanez igaz a teniszre és a pingpongra is.

Egy embert tehat legfeljebb 3(3) ,rossz” harmashoz rendelhettiik hozza. Osszesen 3n+1 ember
van, tehat osszesen legfeljebb (3n + 1)3(’21) ,rossz” harmas lehet. A ,j6” harmasok szdma tehat
legalabb

(3”; 1) — (3n+1)3 <’;> — Bn+ Dn(Bn—1-3(n—1))/2 = 3n+ Dn.
Ezzel belattuk, hogy nemcsak hogy van egy olyan harmas, amely megfelel a feladat feltételének,
hanem legaldbb (3n + 1)n van.
Megjegyzés. A talalt j6 harmasok szama bizonyos szempontbdl ,nagy”, bizonyos szempontbdl
viszont ,kicsi”. Nagy annyiban, hogy n-nel egyiitt végtelenhez tart. Viszont az 6sszes harmasok
szaméhoz képest kicsi, vagyis az Osszes hdrmasnak csak 2/(3n—1)-ed része, s ez nulldhoz tart, ha
n a végtelenhez tart. Vagyis az 6sszes harmasoknak csak elenyészé részérdl sikeriilt belatnunk,
hogy j6. A kérdés az, hogy vajon igaz-e, hogy az Osszes harmas pozitiv szdzaléka j6 abban az
értelemben, hogy van-e olyan c¢ konstans, amelyre igaz, hogy az 6sszes harmasoknak legaldabb a
c-szerese jo, n-tol fliggetleniil. Errol szol a GR.I1.3.4. feladat.

19.3.

1. megoldas. Megmutatjuk, hogy 17 tagi sorozatra a kivant feltételek nem teljesiilhetnek.
Tegyiik fel ugyanis, hogy volna egy ai,as---,a17 sorozatunk, amelynek barmely hét egymas
utani tagjat osszeadva pozitiv szamot kapunk, barmely 11 egymads utani tagjat dsszeadva negativ
szémot kapunk. Irjuk fel a kovetkezé tablazatot:

ay az -+ aijp, ai
a2 asz -+ apl, a2
ar ag -+ aie, air
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Ebben a tablazatban minden sor 0sszege negativ, amibol az kévetkezik, hogy a tablazat dsszes
elemét Gsszeadva negativ szamot kapunk. Masrészt minden oszlop Osszege pozitiv, amibol az
kovetkezik, hogy a tablazat Osszes elemét Gsszeadva pozitiv szamot kapunk. Ez az ellentmondéas
mutatja, hogy feltevésiink hibas, nem létezik 17 tagi sorozat a megfelel6 tulajdonsaggal.

Ez a bizonyitas igen elegans, 4&m nehéz kiolvasni beldle, hogy hogyan csindljunk 16 tagu,
a feltételeknek eleget tevo sorozatot. Ezért 19.3M2.-ben mutatunk egy goéréngyosebb, am az
ellenpéldéra jobban ravezeté megoldast.

2. megoldas. Eloszor belatjuk, hogy egy megfelel6 sorozatban az elsé négy tag 0sszege negativ,
a kovetkezd hidromé pozitiv, az utdna kovetkezo négyé ismét negativ. Ez utobbi példaul abbdl
kovetkezik, hogy az elsé hét tag Osszege pozitiv, mig az elsé 11 tagé negativ, tehat olyan négy
szamot kellett az els6 héthez adnunk, amelyek 6sszege negativ. Hasonléan kapjuk a mésik harom
allitast.

Az igy kapott 4 — 3 — 4 hosszi blokkot mindaddig eltolhatjuk, amig ,ki nem csiszunk a mésik
oldalon”, vagyis ha a sorozatnak 17 tagja volna, akkor eltolhatjuk eggyel, kett&vel, - - -, hattal.
Ez tobbek kozt azt jelenti, hogy a hetediktdl a tizedikig Gsszeadva a szdmokat negativ Osszeget
kapunk. Masrészt a nyolcadiktél a tizedikig dsszeadva a szamokat pozitiv 6sszeget kapunk, tehat
a hetedik szam biztosan negativ. Ugyanigy megkapjuk azt is, hogy az 6t6dik és a hatodik szdm
is negativ, ami ellentmondas, hiszen az 6t6dik, hatodik és hetedik szdm 6sszegének pozitivnak
kellene lennie.

Ha a gondolatmenetiinket alaposan kielemezziik, megéllapithatjuk, hogy a 16 taga sorozatbol
melyik szamnak milyen el6jelinek kell lennie. Ezutan mar két egyenlotlenséget kell csak felirni,
hogy megkapjuk a megfelel6 szamokat:

(—12,-12,31,-12,-12,-12,31, -12,-12,31,-12,—12,—12,31, —12, —12).

20. Vegyes feladatok

20.1. Nem. Két x; pont tavolsdga tovabbra is 2, két y; kozos szomszédja z, x; és y; kozos
szomszédja i # j esetén x; és x; kozds szomszédja, i = j esetén pedig z; barmely szomszédja.

20.2. Legyen A, B és C a harom fivér, feleségeik legyenek rendre A’, B’ és C'. Az &ltalanositas
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a harom holgy ebben a sorrendben érkezett a betegdgyhoz.
B és C' talalkoztak, tehat B nem tévozhatott C” érkezése el6tt. gy C7 érkezése elétt érkezett is.
Viszont Ha B nem taldlkozott a feleségével, B’-vel, akkor az 6 tavozésa el6tt nem érkezhetett.
Tehat B’ még C' érkezte elbtt tdvozott. Mésrészt C talalkozott A’-vel is, tehdt A’-nek még ott
kellett lennie az 8 érkeztekor, igy A’ egész latogatési ideje magdban foglalja B’ 1atogatési idejét.
Mivel A talalkozott B’-vel, igy A-val is taldlkoznia kellett.

20.3. A tarsasigban Osszesen 1999k darab ,szimpatizalast” szdmolhatunk 6ssze. Masrészt nevez-
ziik a-t és b-t j6 parnak, ha vagy kolcsondsen szimpatizalnak egymaéssal, vagy egyikiik sem szim-
patizal a masikkal. Ha nincs ilyen par, az pontosan azt jelenti, hogy barhogyan is valasztunk két
embert, ezek koziil pontosan az egyik szimpatizal a masikkal. Vagyis csak akkor nem lehetiink
biztosak, hogy van egy jé par, ha a tarsasdgbdl képezhetd parok szama pontosan 1999k. De a
parok szama 1999 - 999, tehat csak k = 999 esetén képzelheto el, hogy nincs jo par.

Mutatnunk kell még példat arra, hogy van olyan 1999 tagi tarsasiag, ahol mindenki pontosan
999 mésikkal szimpatizal, de nincs j6 par. Ultessiik az 1999 tagi tdrsasdgot egy kerek asztal
koré, és jeloljink ki egy koriiljarasi iranyt. Vildgos, hogy itt minden a és b ember koziil az
adott irdnyban pontosan az egyik il a masikhoz koézelebb, hiszen nincs szemkozt 1il6. Tegytik fel,
hogy mindenki a hozza kozelebb {il6kkel szimpatizal, azaz a téle e koriiljarasi irdny szerinti elso,
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masodik, ---,999-ik emberrel szimpatizal. Ebben az esetben a pontosan akkor fog szimpatizalni
b-vel, ha b nem szimpatizal a-val. Vagyis ebben a tarsasagban tényleg nincs j6 par.

20.4. A feladat lényegében az egydimenzids Helly-tétel a 11.4. feladatbeli altalanositasanak az
alkalmazasa. Ha barmely hat intervallum kozott van ketto, amelyik metszi egymast, akkor van
Ot pont, amely az Osszeset lefogja. Ha e koziil az 6t pont koziil mindegyik csak 6t intervallumot
fogna le, akkor nem foghatnd le az Gsszeset. Tehat az egyik legaldbb hat intervallumot fog le.

20.5. Vegyiik sorra a pozitiv egészeket. Az 1l-es el6éllitasara vegyiik az {1,2} szdmpért. A 2-es
eldéllitasahoz vegyiik az {3,5} szampéart. A harmas eléallitdsdhoz vegytik a {4, 7} szdmpart. Az
eljaras tehat az, hogy ha az i-t akarjuk eléallitani, vessziik a legkisebb, még fel nem hasznalt
szamot és a ndla i-vel nagyobbat, e kettd lesz az i-t el6allité szampar. Azt kell csak meggondol-
nunk, hogy igy nem lesz ,,litkozés”, vagyis ugyanazt a szdmot nem kényszeriiliink két szampérba
is bevélasztani. Ehhez annyit kell meggondolnunk, hogy ha az i szam eléallitasahoz hasznalt els6
szam k, akkor minden i-nél kisebb szamhoz egy k-nal kisebb szdmot véalasztottunk els6 szdmnak
és ahhoz egy i-nél kisebb szdmot adtunk, tehdt nem kaphattunk k + i-t. Az eljardsunk tehéat
minden i-hez kivalaszt egy megfelel6 szampart. Masrészt nyilvanvald, hogy minden pozitiv szam
szerepelni fog valamelyik kivalasztott szamparunkban.

Ha az Osszes egész szamot akarjuk felbontani, az eljardsunk csak annyiban fog kiilonbozni,
hogy felvaltva valasztjuk az i elGallitasdhoz sziikséges kisebbik szamot pozitivnak és negativnak,
tehat a paratlanokat pozitiv szamok kiilonbségeként allitjuk el6, a parosakat negativ szamok
kiilonbségeként allitjuk el6. Utébbi esetben a mésodik szdmot nem ¢ hozzdadésaval, hanem ¢
levonasaval kapjuk.

20.6. Vegyiik azt a pillanatot, amikor el6szor fordul eld, hogy egy babu — nevezziik B-nek —
visszaért a helyére és nézziik, mi volt a helyzet az ezt megel6z6 pillanatban. Eddigre B mér
minden mez6n megfordult, tehat minden babunak ki kellett mar mozdulnia a helyérél. Masrészt
még egyetlen babu sincs a helyén, hiszen a kovetkez6 lesz az elsé olyan pillanat, amikor egy babu
visszaért a helyére.

20.7. Van: 6210001000.

20.8. Ha n legalabb hét, akkor megfelel az a szdm, amelynek elsé jegye n — 4, masodik jegye
2, harmadik 1, utdna n — 7 darab 0 kovetkezik, majd egy egyes és az utolsé harom jegye ismét
nulla.

20.9. Kezdetben irjunk minden élre —1-et. Igy azokkal a csticsokkal mér rendben is vagyunk,
amelyekbdl paratlan sok él indul ki. Tegyiik fel, hogy egy x csiicsbdl paros sok él indul ki.
Ekkor van még egy y csiics, amelybdl szintén paros sok él indul, hiszen hurokél nélkiili grafban
a paratlan foku pontok szdma péaros. A poliéder konvex, tehat ha mint grafot tekintjik, akkor
osszefiiggd. Igy van x és y-t Gsszekotd ut. Valasszunk ki egy ilyen utat és ennek élein valtoztassuk
meg az élekre irt szamok eldjelét. Ezzel z-nél és y-nal paratlanra valtozik a —1-esek szama,
a tobbi pontnal valtozatlanul marad. Az eljardst mindaddig folytathatjuk, amig taldlunk két
olyan pontot, amelybdl paros sok —1-es él indul. Ha méar egyet sem taldlunk, akkor nyilvan
kész vagyunk. Azt kell még belatnunk, hogy nem lehetséges, hogy egyetlen olyan pont marad,
amelybol paros sok —1-es él indul. Ez nyilvanval6: ha csak egy csticsbdl indulna paros sok —1-es,
akkor a tobbi 99-bdl paratlan sok —1-es indulna, tehat a —1-es élek olyan grafot alkotnanak,
amelyben paratlan sok paratlan fokd pont volna. Ilyen graf nincs, tehat a bizonyitast befejeztiik.
Megjegyzés. Bizonyitasunk rogton egy aranylag jol kezelheté algoritmust is adott minden
paros pontszamu Osszefliged, egyszerl graf megfelel szinezésére. Természetesen az is elég, hogy
minden 6sszefiiggd komponens pontszdma paros legyen. Es azt is elég kikotni, hogy a grafban
ne legyen hurokél.
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20.12. Vegyiink egy A tanuldt, az 6 két nagyapja legyen N7 és No. Barmelyik masik tanulénak
az egyik nagyapja e két nagyapdé kozil keriil ki. Legyen B egyik nagyapja Ni és C egyik nagyapja
N;. (Ha nincs ilyen B és C, akkor maris kész vagyunk, hiszen A valamelyik nagyapja minden
tanul6 kozos nagyapja.) B-nek és C-nek van kozos nagyapja, legyen ez Nj. Irjuk le a létrejott
helyzetet.

— A két nagyapja Ny és Ny,

— B két nagyapja Ni és Ns,

— C' két nagyapja No és Nj.

Minden tovabbi D tanulénak e harom nagyapé koziil keriil ki a két nagyapja, kiillonben A, B
és C' valamelyikével nem lehetne k6z0s nagyapja.

Ez viszont azt jelenti, hogy a harom nagyapé valamelyikének legaldbb 14 unokdja jar az
osztalyba. Ha ugyanis mindegyiknek kevesebb unokija jarna az osztalyba, akkor az osztalyba
jaro tanuléknak Gsszesen csak 39 nagyapja lehetne, marpedig 20 gyereknek pontosan 40 van.

Kivéve azt a — még a feladatban leirt esetek koziil is — ritkan el6forduld esetet, ha valakinek
csak egy nagyapja van (vagyis sziilei testvérek). Ekkor ez a nagyapa az Osszes tanuld kozos
nagyapja. Ezzel a bizonyitast minden esetben befejeztiik.

Megjegyzés. A 20.12M. megoldas elmondhat6 a kovetkezOképpen is. A nagyapok legyenek a
paros graf egyik osztalydban, a tanuldk a masik osztalyban és két pont kozott akkor fut él, ha a
megfelel6 tanulénak a megfelelé nagyapd tényleg a nagyapja. A tanuléknak megfelelé pontok foka
kettd, és tudjuk, hogy barmely két pontnak van kozos szomszédja. Azt bizonyitottuk be, hogy
ilyen feltételek mellett e pontok kozott vagy van egy, amely minden maésik osztdlybeli ponttal
Ossze van kotve, vagy a masik osztalyban legfeljebb harom pont lehet. Ilyen megfogalmazasban
a feladat nagyon hasonlit a 9.6. feladat allitdséra. Erdemes elgondolkodni, hogy mi kéziik van
egyméashoz. Errol szol a 20.13. feladat.

20.13. Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjai a nagyapdék és két nagyapot kossiink Ossze
annyi éllel, ahdny tanulénak kozds nagyapja. Ebben a grafban nincsen hurokél, mert minden
tanulénak két nagyapja van, és ugyanezért minden tanulét pontosan egy él képvisel.

Azt allitjuk, hogy ebben a grafban nem lehet két fliggetlen él. Ha ugyanis az Ny és Ny nagyapok
kozott futna egy él, és az N3 és N4 nagyapdk kozott is futna egy él, e két él altal jelolt két
tanulénak nem volna kozos nagyapja.

20.15. A véalasz: nem, feltéve, hogy elég sok idejiik van a jatékra. Xénia a kovetkezOképp nyerhet.
Elsé ,lépcséként” az elsé 2999 lépésben letesz egyméstol jo tavol levé sorokba egy-egy X-et,
osszesen 21990 darabot. Ezeknek legaldbb a fele teljesen szabad marad, tehat Olivér semmilyen
irdanyban nem tudja éket elrontani. A kovetkezé 2998 1épésben mindegyik szabadon maradé mellé
— ha tud — letesz egy-egy tijabb X-et. Ha nem tud, akkor akar ki is hagyhatja a megfelel6 1épést.
Olivér most is legfeljebb a felét tudja elrontani az X-paroknak. Ezt az eljarast folytatva végiil
Xénidnak marad egy ezer X-bdl allé6 megfelel6 sorozata.

20.16. Most igen a valasz. Olivérnek ,csak” annyit kell elérnie, hogy minden oszlopban és
minden sorban végtelen sok O-t rakjon. Ehhez elészor megszamozza a sorokat (si,sg,s3---)
és oszlopokat (01,09,03---), majd a kovetkezd sorozatba rendezi a megszamozott sorokat és
oszlopokat :
§101 S$1018202 S§10152098303 S§101520953035404 -+ -

és mindig a sorozatiban sorra jévé sorba vagy oszlopba egy iires helyre letesz egy-egy O-t. Igy
minden sorban és oszlopban végtelen sok O lesz. Egyetlen dologra kell még vigyaznia: hogy
minden sorban és oszlopban felvaltva rakjon jobbra és balra, illetve felfelé és lefelé.

20.17. A 20.18. feladat megoldasiaban (20.18M.) megmutatjuk, hogy kivdlaszthatd végtelen sok
altalanos helyzeti pont a sikon tigy, hogy barmely kettd tavolsdga raciondlis legyen.
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Vialasszunk ki e végtelen sok pont koziil véges sokat, vegyiik a koztiik fellépo tavolsdgokat. Ez
véges sok racionélis szam, tehat van olyan N egész szam,
amellyel megszorozva 6ket mindegyikbol egész szamot kapunk. Ha tehat e véges sok kivalasz-
tott pontot példaul a kor kézéppontjabdl N-szeresére nyujtjuk, olyan pontokat kapunk, amelyek
koziil barmely kett6 tavolsidga egész szam. Mivel eredetileg végtelen sok pontunk volt, tetszoélege-
sen sokat kivalaszthattunk koziiliik.

Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

20.18. Tobbet mutatunk meg: megmutatjuk, hogy megadhatd végtelen sok altalanos helyzetii
pont 4gy, hogy barmely ketté tavolsdga raciondlis legyen. Egységkor helyett kényelmesebb lesz
egység atmér6ji korrel dolgozni, ez nyilvan nem valtoztat a feladat 1ényegén.

Az els6 otlet az, hogy ha példaul az egység atmér6jli koron egy P és egy () pont gy helyezkedik
el, hogy raciondlis tavolsdgra van egy AB atmér6é mindkét végpontjatdl, akkor a PQ tavolsag is
racionalis. Ez kévetkezik Ptolemaiosz tételébol, tehat abbol, hogy az ABP(Q hiurnégyszbghen

AB-PQ+ BP-AQ = AP - BQ.

Itt a PQ szakasz kivételével minden szakaszrél tudjuk, hogy hossza raciondlis, ezért PQ) is
racionélis.

Itt APB/ és AQB/ derékszog, nincs tehat més dolgunk, mint taldlni végtelen sok olyan
egység atfogdju derékszogi haromszoget, amelynek befogdi is racionalisak. Hogy végtelen sok
ilyen derékszogli haromszog van, az pedig kovetkezik abbdl, hogy végtelen sok primitiv pitago-
raszi szamhéarmas van. Ha ugyanis a, b, c egy primitiv pitagoraszi szdmharmas, ahol ¢ az atfogo,
akkor az a/c,b/c,1 egy megfelel6 (egységnyi dtfogdju, raciondlis befogdji) haromszog. Az, hogy
a,b, ¢ primitiv szamhdrmas, pontosan azt jelenti, hogy a/c és b/c nem egyszeriisithetd, tehat
két primitiv pitagoraszi szamharmas nem adhatja ugyanazt az egységnyi atfogdju derékszogii
haromszoget.

Ezzel belattuk, hogy megadhaté végtelen sok pont az egység atmérdjii koron gy, hogy barmely
két pont tavolsdga raciondlis legyen. S akkor nyilvan a felére zsugoritva a kort ismét racionalis
tavolsdgokat kapunk.

Megjegyzés. [6] 285sk. oldalan més szép megoldast is olvashatunk a feladat &llitdséra.

20.19. *

A feladat a kovetkezéképpen bizonyithat6. Legyen megadva valahdny pont gy, hogy barmely
ketto tévolsdga egész és semelyik ketté nincs egy egyenesen. Vélasszunk ki harmat koziiliik,
legyenek ezek A, B, C. Az AB tavolsag egész, legyen AB = k. A haromszdgegyenlGtlenség szerint
barmely tovabbi P adott pontra igaz, hogy |AP — PB| < k. Méasrészt AP, PB egész, tehéat |[AP —
— PB] értéke csak 0,1,2,...,k — 1 lehet. Ez azt jelenti, hogy barmely tovabbi adott pont vagy
AB felezémerdlegesén van, vagy k — 1 darab A, B fékusza hiperboldn.

Ugyanez természetesen elmondhaté B helyett C-vel is: barmely tovabbi adott pont vagy AC
felez6émerélegesén van, vagy k — 1 darab A, C fékuszi hiperbolan.

Tehat minden tovabbi adott pont vagy két egyenes metszéspontja, vagy egy egyenes és egy
hiperbola metszéspontja, vagy két hiperbola metszéspontja. Els0bol csak egy van, egy egyenesnek
és egy hiperbolanak maximum két metszéspontja lehet, két (k6zos fokuszi) hiperbolanak pedig
legfeljebb négy kozos pontja lehet. Mivel csak véges sok hiperbolank van, a metszéspontok szama
is véges.

Ezzel a feladat allitasat is bebizonyitottuk.

20.20. El6szor kiszinezziik az egész racspontokat a kivant moédon. Tekintsiik az y = x és az
y = —x egyenest. E két egyenes a sikot két derékszogl szogtartoméanyra bontja, az egyik tartal-
magzza az r-tengelyt, a masik tartalmazza az y-tengelyt. Ha az z-tengelyt tartalmazé tartomany
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racspontjait pirossal szinezziik, az y-tengelyt tartalmazé tartoméany racspontjait pedig kékkel,
akkor a fiiggéleges egyeneseken csak véges sok piros, a vizszintes egyeneseken csak véges sok kék
pont lesz.

Az eredeti feladat megoldasdhoz rendezziik sorozatba a racionalis szdmokat, e sorozatban
az i-edik raciondlis szamot jeloljik r;-vel. Rendeljiik hozza az (n,m) rdcsponthoz az (ry,7rm)
raciondlis rdcspontot. Ez egy-egyértelmi megfeleltetés a sik (egész) racspontjai és raciondlis rac-
spontjai kozott. A fiiggdleges egyenes e megfeleltetésnél fliggbleges egyenesbe, vizszintes egyenes
vizszintes egyenesbe megy. (Fiiggbleges egyenesen az elsé koordindta allandé, vizszintesen a
masodik.) Igy tovébbra is igaz lesz, hogy fiiggdleges egyenesen csak véges sok piros pont van,
vizszintes egyenesen csak véges sok kék pont van. (Persze az egyszinti pontok mér kordntsem
fognak egy ,szép” tartomanyt kirajzolni.)

20.21. Harom goémb nyilvan nem elég: vegyiik a harom gémb kozéppontja altal meghatarozott
sikot és rajta egy pontot, amelyet a harom gémb nem fed le. Az ebben a pontban a sikra allitott
merdéleges egyenest nem tudjak eltakarni.

Négy gomb viszont elég. Eloszor vegylink fel egy tetraédert, amely belsejében tartalmazza
a fényforrast. Minden lapjat fedjiik le egy-egy gémbbel, vagyis vegyilink négy olyan gémbot,
amelyek mindegyike tartalmazza egy-egy lap koré irt korét, de nem tartalmazza a fényforrast.
Ilyen gomb nyilvan van és ez a négy gémb nyilvan eltakarja a fényforrast. Egy baj van: hogy
egymasba nytulnak. De ha a fényforrasbol barmelyiket kivetitjik, azzal a takaras ténye nem
valtozik, ha j6 messzirdl nézziik. Tehat nagyitsunk ki sorban harom gémbédt dgy, hogy se egymast,
se a negyediket ne messék és kész vagyunk.

20.23. A feladatnak tobbféle megolddsa is van, mi most a legkevesebb ismeretet kévetelOt is-
mertetjuk.

Az 6sszeg ,,gyanisan” emlékeztet egy logikai szitaformulara. Azt kell kitalalnunk, vajon mit je-
lentenek az egyes tagok. Eszrevessziik, hogy i* éppen az olyan szdmok szdma, amelyek felirdsahoz
adott i-féle kiilonb6z6 szamjegyet hasznalunk (nem feltétleniil mind az i-t). A binomidlis egyiit-
thaté pedig azt jeloli, hogy hanyféleképp valaszthatunk ki ¢ jelet n jel koziil. Ezzel maris megvan
a megoldas kulcsa: a jobb oldalon azt szdmoljuk ki, hogy hany k-jegyi szam van az n-es szam-
rendszerben, amelyik mind az n szamjegyet hasznalja. Ha k < n, akkor ilyen szam nincs, tehéat
az Osszeg valoéban nulla. Ha k = n, akkor az Osszeg n!.
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
Al Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.II Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANALL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Figgvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.II1 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Val6szintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszaméandl kerek zardjelben ,M” és ,S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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