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Bevezetés

Az [1] konyv példait forditotta Hraské Andras.



Bevezetés




1. FEJEZET
Egyenlotlenségek

1.1. (NDK, 74). Melyik a nagyobb:

\/4+ﬁ—\/4—ﬁ—\/§ vagy 07

1.2. (Belgium, 79). Rakjuk nagysagrendi sorrendbe az
x = (a+b)(c+d), y=(a+c)(b+d), z=(a+d)(b+c)
szamokat, ha tudjuk, hogy a < b < ¢ < d!

1.3. (Jugoszlavia, 76). Mutassuk meg, hogy ha harom szdm szorzata 1, és Osszegiik nagyobb a
reciprokosszegiiknél, akkor a harom szdm koziil pontosan egy olyan van, amely nagyobb 1-nél!

1.4. (New York, 75). Az a, b tetszOleges, de egyméstdl kiillonb6zé pozitiv szdmok szamtani
kozepét A = “‘Q"b, mértani kozepiiket pedig B = v ab jeloli. Igazoljuk az aldabbi egyenl6tlen-
séglancot:

(a— b

B<sta—n

< Al

1.5. (Jugoszldvia, 76). Mutassuk meg, hogy barmely 1-nél nagyobb szamokbdl 4116 a, b,c szamhér-

masra fenndll az
(logba log,. b logac> S 9

a+b b+c c+a/) a+b+c
egyenlétlenség!

1.6. (Ausztria, 71). Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv szimokbdl &ll6 a, b, ¢ szimhéarmasra
teljesiil az
a’(b+c—a)+b*(c+a—b)+a*(a+b—c)+ < 3abe

egyenlGtlenség
1.7. (USA, 80). Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ € [0;1], akkor

a n b n c
b+c+1 c+a+1 a+b+1

+(1-a)1-b)(1—c) <1l

1.8. (Csehszlovédkia, 59). Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valés szamok kielégitik az
a+b+c>0, ab+ bc + ca > 0, abc > 0
egyenl6tlenségeket, akkor a hdrom valés szam mindegyike pozitiv!
1.9. (Belgium, 76). Igazoljuk, hogy barmely « valés szamra fenndll az
sin(cos o) < cos(sin )

egyenlétlenség!



1 fejezet. Egyenl6tlenségek

1.10. (Balkénidda, 84). Igazoljuk, hogy ha az ai, ag, ..., a, pozitiv szdmok (n > 2) &sszege 1,
akkor
a; n
> .
2—a;  2n-—1

n
1=

1

1.11. (NDK, 67; Anglia, 76). Igazoljuk, hogy ha aq, as, ..., a, mind pozitiv szdmok és n > 2,
akkor

Z L > , ahol s = Z a;!

~s—a; n—1 —

=1 1=1
1.12. (New York, 75). Igaz-e, hogy ha az aj, ag, ..., a, szdmok mind pozitivak és a,4+1 = a1,
akkor

n
Z< a; >" S it
= \Gi+v1/ G

1.13. (Zsiiri, Kanada, 82). Mutassuk meg, hogy ha az a, = pozitiv valés szamokra = # 1 és
a < 1, akkor

1—2z°
< (1+z)
T, <(1+2)
1.14. (Zsfri, Szovjetunid, 82). Bizonyitsuk be, hogy ha az «, x1, xa, ..., T, szdmokra
a<l, és 1>z 220> ... 22, >0,

akkor
(I+a+xo+.. Fa,)* <1TH107 12 207128 + . 4 no 1z

1.15. (Bulgéria, 82). Igazoljuk, hogy ha 2 <n € N és aq,...,a, € [0;2], akkor

n n

ZZ]ai —aj| < n?.

i=1j=1
Mely a1, ..., a, szamok esetén van egyenléség?

1.16. (Jugoszlavia, 72). Mutassuk meg, hogy ha az M szamra és az

aii, a2, ) Aln,

a1, a2, cees a2n,

anl, an2, s Ann
szamhalmazra minden z1, ..., z, € {—1;1} értékrendszer esetén fenndll az

n
Z \ajlxl + ajora + ...+ ajnxn] <M
j=1

egyenlGtlenség, akkor teljesiil az
|a11| + |CL11| + ...+ |ann| <M

egyenlétlenség is!



1 fejezet. Egyenl6tlenségek

1.17. (Zsiri, USA, 82). Igazoljuk, hogy tetszdleges a1, ..., a, valés szdmokhoz megadhato olyan
ke {1;...;n} egész szam, hogy barmely 1 > by > by > ... > b, > 0 szdmokra fennélljon az

n k
Zbiai < Zai
i=1 =1

egyenlétlenség!

1.18. (Bulgéria, 84). Legyenek m, n tetszéleges pozitiv egész szamok, mig 1, ..., Tn, Y1, - - -, Yn
olyan valés szamok a [0; 1] intervallumban, melyekre az x; +y; = 1, ha i = 1,...,n. Bizonyitsuk
be, hogy

-z oocay)"+ 1=y - (T—yp) > 1!

1.19. (Zsiiri, USA, 77). Mutassuk meg, hogy tetsz6leges a < b < ¢ < d pozitiv szdmokra teljestil
az
alvectd® > b*cPdca

egyenlétlenség!
1.20. (NDK, 80). Bizonyitsuk be, hogy ha n és k 1-nél nagyobb egész szdmok, akkor
k

T BE!

=2 =2

Q||—l

1.21. (Zsfri, Franciaorszag, 82). Mutassuk meg, hogy ha ay, ..., a, pozitiv szdmok, akkor
n n
Z CLl Z g,

ahol e a természetes alapi logaritmus alapja.

1.22. (USA, 77). Rogzitsiik a p, g pozitiv szamokat és legyenek a, 3, v, d és € tetsz6leges szamok
az [p; q| intervallumban! Mutassuk meg, hogy

1 1 1 1 1 2
(a+5+’y+5+6)(—+—+—+—+—) §25+6(\/?—\/§) !
a By 0 ¢ q P

Mely «, 8, v, §, € szamokra all fenn az egyenloség?

1.23. (NDK, 70). Igazoljuk, hogy barmely &, b, ¢, d pozitiv szdmokra teljesiil az

i,/abc—i—abd—i—acd—i—bcd - \/ab—i—ac—l—ad—i—bc—i—bd—l—cd
A = 6

egyenl6tlenség! Mely &, b, ¢, d szamokra teljesiil az egyenlGség?
gy g



1 fejezet. Egyenl6tlenségek




2. FEJEZET
Egész rész

2.1. (MS) (Ausztria, 73). Oldjuk meg az

[x] —
21

1—jz+1=

egyenletet!

2.2. (Anglia, 75). Oldjuk meg a

egyenletet a természetes szamok halmazéan!
2.3. (Kanada, 81). Mutassuk meg, hogy az

[x] + [22] + [4x] + [8z] + [16x] 4 [322] = 12345
egyenletnek nincs megoldasa!

2.4. (Svajec, 82). Az n természetes szam minden értékére adjuk meg az 2 — [2?] = 22 egyenlet
[1;n] intervallumba esé megolddsainak szamat!

2.5. (Ausztria, 74). Mutassuk meg, hogy minden n természetes szamra fenndll az

[Vn+vVn+1] = [V4n + 2]

Osszefiiggés!

2.6. (Zsfiri, Belgium, 79). Mely természetes szémok nem &llithaték el [n + /n + 3] alakban,
ahol n természetes szam?

2.7. (Jugoszlavia??, 83). Mutassuk meg, hogy az

3
a1 = 2, (py1 = [ian] neN

Osszefiiggésekkel definialt a,, sorozatban végtelen sok paros és végtelen sok paratlan szam van!

2.8. (Ausztria-Lengyelorszag, 79). Keressiik meg minden n € N szdmhoz k € ZT legnagyobb
olyan értékét, amelyre a [(3 + 1/11)?"!] szdm oszthat6 2¥-nal!

2.9. (Zstiri,??, 79). Mutassuk meg, hogy minden n természetes szam esetén fennall az

1
{n\/i} > m

egyenlGtlenség, de minden € > 0 értékhez van olyan n természetes szdm, amelyre

1+e€



2 fejezet. Egész rész

2.10. (USA?, 75). a) Mutassuk meg, hogy minden nemnegativ x, y szdmra fenndll az
[5z] + [5y] = [3x +y] + [3y + 2]

egyenlétlenség!
b) Igazoljuk, hogy a
(5m)! (5n)!
m!n!(3m +n)! (3n +m)!

kifejezés értéke barmely m,n € N szdm esetén egész!
2.11. (USA?, 81) Mutassuk meg, hogy az

[nx]Z?—i—@—i—...—i—@

egyenl6tlenség barmely = > 0 és n € N szamra teljestil!

2.12. (77, 83) Mutassuk meg, hogy ha az a, b, ¢ szdmok olyanok, hogy minden n természetes
szamra teljesiil az [na| 4 [nb] = [nc| Gsszefiiggés, akkor a és b legaldbb egyike egész!

10



3. FEJEZET
Haromszogek

3.1. (Jugoszlavia, 81) Adott egy hegyesszogli, nem szabédlyos haromszog. Behiizzuk egyik cstic-
sabdl a magassagvonalat, egy mésikbdl a stilyvonalat, a harmadikbdl a szogfelezdjét. Bizonyitsuk
be, hogy e harom egyenes altal hatarolt haromszog nem szabalyos!

3.2. (Belgium, 77) Mutassuk meg, hogy ha az a, b, ¢ pozitiv szdmok olyanok, hogy barmely
pozitiv egész n-re az a”, b, " hosszisagu olddalakbdl szerkeszthetd haromszog, akkor ezek a
héromszogek mind egyenld szariak!

3.3. (Svdjc, 82) Adjuk meg az Gsszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyhez taldlhaté m pozitiv
egész szam, és az AB = 33, AC = 21, BC' = n hosszisigu oldalakkal rendelkezé héromszog
AB, AC oldalain a D ill. az E pont tgy, hogy AD = DE = EC = m/!

3.4. (Zsiiri, Magyarorszag, 79) Egy haromszog koriilirt korének dtmérdje 6,25 egység és minden
oldalanak hossza —a, b és c is — egész szam. Hatarozzuk meg az 6sszes ilyen a, b, ¢ szamharmast!

3.5. (New York, 78) Az ABC, DEF héromszogek koriilirt korének sugara egyenld. Mutassuk
meg, hogy keriiletiik pontosan akkor egyenld, ha

sinA/ +sinB/+sinC/ =sinD/+sinE/+sinF/.

3.6. (Jugoszlavia, 81) Mutassuk meg, hogy ha egy egyenes megfelezi a haromszog teriiletét és
kertiletét is, akkor a haromszog beirt korének kozéppontja illeszkedik erre az egyenesre!

3.7. (Ausztria, 83) Az ABC haromszog AB, AC, BC oldalain tgy vettik fel a C’, B/, A’
pontokat, hogy az AA’, BB', CC’ egyenesek egy ponton mennek at. Az A”, B”, C" pontokat
ugy kaptuk, hogy A-t, B-t ill. C-t kozéppontosan tiikroztiik A’-ra, B’-re ill. C'-re. Igazoljuk,
hogy az egyes haromszogek teriilete kozott az alabbi Gsszefiiggés all fenn:

TA”B”C” = 3TABC + 4TA’B/C/!

3.8. (Ausztria, 71) Igazoljuk, hogy az ABC héromszog S silypontjara

AB? 4+ BC? + CA? = 3(0A* + OB* + 0C?)!

3.9. (New York, 79) Igazoljuk, hogy ha a haromszog stlypontja megegyezik a haromszog hatar-
vonaldnak salypontjaval, akkor a haromszog szabdlyos!

11



3 fejezet. Haromszogek
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4. FEJEZET
Sorozatok

4.1. (Jugoszlavia, 76). Szamoljuk ki az ay + as + ... + agg Osszeg pontos értékét, ahol
1

DA tnvnt L

4.2. (Csehorszag, 72). Mutassuk meg, hogy megadhat6 olyan A és B val6sz szam, hogy az
a1+as+...+a,=A-tgn+B-n
Osszefliiggés minden n természetes szamra teljesiiljon, ahol

ar, = tgk - tg(k —1).

4.3. (New York, 74). Legyen

1-3-5...-(2n—1)
- N.
an 9. 4.6-....2n "€

Adjuk meg a lim,,_, o, a,, hatarértéket!

4.4. (New York, 74). A pozitiv szdmokbdl allé ag, ai, ... sorozatban ag-n kiviill mindegyik
elem az eléz6 fele vagy gyoke. Lehetséges-e, hogy a sorozatnak a (0;1) intervallumban van
hatarértéke ?

4.5. (USA, 80; Jugoszlavia, 81). Legfeljebb hany harom taghdl 4ll6 n6vé szamtani sorozat lehet
egy n elemii szamhalmazban? Adjuk meg a sorozatok maximalis szdméat n fliggvényében, explicit
alakban!

4.6. (Jugoszlavia, 81). Vizsgaljuk azt az egész szamokbdl all6 sorozatot, amelynek els6é négy el-
eme, ebben a sorrendben, 1, 9, 8, 1 és minden tovabbi eleme az el6z6 négy elem 6sszegének utolsd
szamjegye! Lehet-e a sorozatban négy egyméast kévetd elem 1, 2, 3 és 4 ebben a sorrendben ?

4.7. (Ausztria-Lengyelorszag, 80). A természetes szamokbdl all6 a1 < ag < ag < ... sorozatban
a1 =1 és apy1 < 2n minden n pozitiv egész esetén. Mutassuk meg, hogy tetszdleges k pozitiv
egészhez talalhatok olyan p, g pozitiv egészek, amelyekre a, — ag = n.

4.8. (Lengyelorszag, 79). Adottak az A, B pozitiv egész szamok, valamint egy, az [1; AB] inter-
vallumban taldlhat6 szamokbél &ll6 {a,} sorozat. Mutassuk meg, hogy létezik olyan, az [1; B]
intervallumban taldlhaté szamokbol allé {b, } sorozat, hogy barmely pozitiv egészekbél &ll6 m,
n szamparra fennalljon az ‘(‘l—’: < B%—’: egyenlétlenség!

4.9. (Zstri, Franciaorszdg, 82). Mutassuk meg, hogy ha az {a,} és a {b,} sorozat elemei is
természetes szdmok, akkor van olyan p, ¢ szdmpdr, amelyre a, < a4 és b, < b,!

12



4 fejezet. Sorozatok

4.10. (Peking, 64). Mutassuk meg, hogy ha a pozitiv szamokbdl all6 {a,} sorozatban barmely
n pozitiv egészre fenndll az a2 < a, — a,+1 egyenlStlenség, akkor az a, < % egyenlGtlenség is
teljestl minden n-re!

4.11. (777, Finnorszéag, 80). Az ay, ay, ..., a, sorozatot a kovetkez& szabalyok definialjak:

1
ag = =, ak:ak,l—i—gai_l (k=1, 2,...,n).

DN | =

Mutassuk meg, hogy 1 — % <ap <1l

4.12. (Ausztria-Lengyelorszdg, 80). Mutassuk meg, hogy ha az {a,} szdmsorozatban barmely
m, k pozitiv egészre teljesiil az
|am+k — am — ak| <1

egyenlGtlenség, akkor barmely p, ¢ pozitiv egészre

11
<= 4=
P oq

G g

p q

is fennall!

4.13. (Lengyelorszag, 78). Barmely a; € R szambdl az

1 - L ha a, #0
i1 =4 2 (a" an) ’ " ’ ne Nt
- { 0 ,ha a,=0 ( )

rekurziéval egy végtelen sorozat generalhaté. Mutassuk meg, hogy ebben a sorozatban minden
esetben végtelen sok nempozitiv szam talalhaté.

4.14. (Anglia, 80). Adjuk meg az osszes olyan ag € R szdmot, amelyre az a,y; = 2" — 3a,
(n € NT) szabdllyal értelmezett sorozat monoton névé.

4.15. (Ausztria, 72;77, 78). Mutassuk meg, hogy ha az ai, ag, ..., sorozat nullatél kilonbo6zé
szamokbdl all, és van olyan a szdm, amelyre

2 2 2

a1+a2—|—a an+1+a

NTBTA g = n1 0
aiaz Gn

ai, ao €7,

minden n pozitiv egészre, akkor a sorozat elemei mind egész szamok!

4.16. (Csehszlovakia, 68). Mutassuk meg, hogy az
VR - -V

sorozat mindegyik eleme egész szam! Hatdrozzuk meg az Gsszes olyan n egész szamot, amelyre
a, oszthaté 3-mal!

(nez)

4.17. (Csehszlovikia, 78). Mutassuk meg, hogy az

(B+V5)"+ (3—V5)"

1 -2 (n € NT)

sorozat mindegyik eleme természetes szdm és n paritasatol fiiggden 5m? illetve m? (m € N)
alakban irhaté!

14



4 fejezet. Sorozatok

4.18. (Zstiri, Anglia, 82). Az {a,}, sorozatot az ag = 0, a; = 1 kezdeti értékek és az
ap+1 = 2a + (CL — 1)ak_1 (k? S NJr)

rekurzi6é definidlja, ahol az a paraméter pozitiv egész szam. A rogzitett py > 2 primszédmhoz
adjuk meg az a paraméter legkisebb olyan értékét, amelyre teljesiil az alabbi két feltétel:

I.) Ha a p primszamra p < pg, akkor a, oszthat6 p-vel;

I1.) Ha a p primszamra p > pg, akkor a, nem oszthat6 p-vel!

4.19. (Anglia, 78). Igazoljuk, hogy egy és csakis egy olyan egész szamokbdl allé {a,} sorozat
van, amelyre
a1 =1, ag > 1, aiﬂ +1=ananto (n € NT).

4.20. (Csehszlovékia, 70). Minden p primszamra hatarozzuk meg azoknak az {a,, } sorozatoknak
a szamat, amelyek pozitiv egészekbdl allnak és amelyekre minden n pozitiv egészre teljesiil az
alabbi Osszefiiggés:

e T T
a1 a2 G, Ap41

4.21. (Anglia, 83). Mutassuk meg, hogy az a; = as = 1 kezdeti feltételekkel és az
Apto = Qpi1 + Gy (n € N1)

rekurziéval definidlt sorozathoz (Fibonacci sorozat) egyféleképpen vélaszthaték meg az a, b, ¢
pozitiv egész szamok tgy, hogy az b < a, ¢ < a egyenlGtlenségek mellett minden n pozitiv egészre
teljesiiljon az is, hogy a, — nbc™ oszthat6 a-val!

15



4 fejezet. Sorozatok
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5. FEJEZET
Szélsoértékek

5.1. (NDK, 73). Adjuk meg az dsszes olyan pozitiv szamokbdl 4ll6 (xz;y) szdmpart, amelyre az

fliggvény értéke maximaélis, és adjuk is meg f maximélis értékét!

5.2. (Zstiri, Svajc, 79). Hatdrozzuk meg az 22y?2%u szorzat maximalis értékét az
z, Yy, 2, u=>0, 20 +2xy+z+yzu=1

feltételek mellett!

5.3. (NDK, 78; Csehszlovakia, 80). Adottak az a; < az < ... < a, valdés szamok. Hatérozzuk
meg az Osszes olyan x valés szamot, amelyre az

fl@)=lz—a1| + |z —az] + ...+ |z — ay,]
fliggvény értéke minimélis és adjuk is meg a minimumot!

5.4. (Zstiri, NDK, 79). Minden rogzitett n > 2 pozitiv egész esetén adjuk meg az x1xo ... 2,
szorzat minimalis és maximalis értékét az alabbi feltételek mellett:

1
>= (i=1, 2,....n), zi4+zi4+... +22=1
n

5.5. (Zsiiri, Svajc, 79). Adott az n > 2 egész és az a > 0 valds szdm. Hatérozzuk meg az

n—1
Z LiLit1
i=1

Osszeg maximalis értékét az alabbi feltételek mellett:

x>0 (=1, 2,...,n), 1+ T2+ ...+ 2, = a.

5.6. (777, 79). Adottak az a; < az < ... < a, pozitiv szdmok. Ezek mely (b1;b2;...;by)

ie3)
a; —
- b;

)

szorzat?

5.7. (Csehszlovékia, 63). Trjuk fel 2k-t minden k pozitiv egész esetén két egyméshoz relativ prim
szam Osszegeként gy, hogy azok szorzata a lehetd legnagyobb legyen !

17



5 fejezet. Szélsdértékek

5.8. (Csehszlovékia, 83). Hatdrozzuk meg minden n pozitiv egészre és minden a € [0;n] valds

szamra az
n
g sin 2x;
i=1

kifejezés maximumat az
n
Z sin? T, =a
i=1

feltétel mellett!

5.9. (Jugoszlavia, 74). Néhany pozitiv egészrél csak annyit tudunk, hogy 6sszegiik n. Legfeljebb
mekkora lehet a szorzatuk?

5.10. (Anglia, 81). Hatarozzuk meg |12™ — 5"| minimumat, ha m és n pozitiv egészek!
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6. FEJEZET
Fiiggvények kiilonbozo tulajdonsagai

6.1. (NDK, 83). Adott x1, z2 szdmokhoz keressiink olyan f: R — R
flx)=az* +b2> +¢  (a,b,ceR, a+0)
alaku fiiggvényt, amelyre f(0) = f(z1) =1 és f'(x2) = 0.

6.2. (Romaénia, 81). Van-e olyan f : R — R fiiggvény, amelyre barmely x valés szdm esetén
teljesiil az f(2?) — (f(z))” > % Osszefliggés és amelyik minden értéket legfeljebb egy helyen vesz
fel?

6.3. (Magyarorszdg, 79; Zstiri, USA, 79). Igazoljuk, hogy ha az f : R — R fiiggvény barmely
x, y valds szamokra teljesiti az

flx) <z flz+y) < f2)+f(y)
egyenlStlenségeket, akkor f(z) =z (z € R).
6.4. (NDK, 72). Legyen
0, ha z = § + km, keZ

f(x) = { 2+t1g2 a tobbi z-re

Mutassuk meg, hogy a g(z) = f(z)+ f(ax) figgvény pontosan akkor periodikus, ha a racionélis.

6.5. (Kanada, 81). Az f(z), g(x) folytonos fiiggvéynekre teljestil az
flg(z)) =g(f(x)) x€R

osszefiiggés. Mutassuk meg, hogy ha az f(x) = g(x) egyenletnek nincs valés megoldésa, akkor
nem teljesiilhet az el6z6 mellett az

Osszefliggés is.

6.6. (Romadnia, 81).
a) Mutassuk meg, hogy ha az f : [0; +00) — [0; +00) fiiggvény folytonos és

lim f(f(z)) =400, akkor lim f(z) = +oco.

T—rF00 T—>+00
b) Igaz-e, hogy ha az f : (0;4+00) — (0;+00) fiiggvény folytonos és
lim f(f(z)) = +o0,  akkor lim  f(z) = 4+00?

Tr—>+00 r—>+00

6.7. (Romaénia, 79). Igazoljuk, hogy nem létezik olyan f: R — R folytonos fiiggvény, amelyre
f(x) pontosan akkor raciondlis, ha f(z + 1) irraciondlis.
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6 fejezet. Fiiggvények kiilonbo6zé tulajdonsagai

6.8. (New York, 79). Van-e olyan nem konstans f : R — R fiiggvény, amelyre minden valds z,
y szampar esetén teljesiil az

(f@@) = f)* < e =yl
egyenlGtlenség?
6.9. (New York, 76). Az f : [0;1] — [0; 1] fuggvény folytonos, a (0;1) intervallumban differen-

cidlhat6 és f(0) = 0, f(1) = 1. Mutassuk meg, hogy a (0,1) intervallumban van olyan egymastél
kiillonboz8 a és b szam, amelyekre f'(a)f’(b) = 1!

6.10. (Ausztralia, 82). Adjuk meg a (0; 1] intervallumban taldlhaté Gsszes olyan d szdmot, ame-
lyre igaz az aldbbi allitas: ha f(z) a [0; 1] intervallumon folytonos fiigguény, melyre f(0) = f(1),
akkor van olyan x¢ € [0;1 — d]| szdm, melyre f(xo) = f(zo + d).

6.11. (Roménia, 78). Az f : R — R fiiggvényt a kévetkezSképpen értelmezzik: f(x) = 0, ha
x irraciondlis és f(g) = q%,, ha p € Z, ¢ € NT és (p,q) = 1. Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény

differencialhaté a vk alakd pontokban, ahol k pozitiv egész szam, de nem négyzetszam!

6.12. (Zsliri, Lengyelorszdg, 76). Legyen I = (0;1]. Tetszbleges a € (0;1) val6s szdmhoz
képezhetiink egy f : I — I fliggvényt az alabbi definicioval:

_J x+(1—-a), haO<z<a,
f(x)_{x—a, haa<z<1

Mutassuk meg, hogy barmely J C I intervallumhoz taldlhaté olyan n pozitiv egész szam, amelyre
az f™(J) N J metszet nem tres.

6.13. (Zstiri, Svajc, 77). Az f : R — R szigortian monoton nové fiiggvénybél képezziik a

ety - f@
99 =50 fa—g)

fliggvényt. Igazoljuk, hogy ha az

zeR, y>0

271 < g(z;y) <2

egyenlétlenség teljestil minden y > 0-ra, ha x = 0 és minden y € (0; |x|]-re, ha = # 0, akkor az
1471 < g(a;y) < 14

egyenl6tlenség is teljesiil minden x € R-re, ha y > 0!
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7. FEJEZET
Fiiggvényegyenletek

7.1. (New York, 78). Az f : R — R fiiggvényre teljesiil az

f(z) + fy)
Tty

f(zy) , z,y € R, r+y#0

azonossag. Lehet-e f-nek 0-tdl kiillonboz6 értéke?

7.2. (Bulgéria, 68). Adjuk meg az dsszes olyan f: R — R fliggvényt, amelyre

zf(y) +yf(x) =@ +y)f(@)fly), =xyeR

7.3. (Zstiri, NDK, 82). M-mel jeloljiikk azoknak az f : Z — R fiiggvényeknek a halmazat,
amelyekre f(0) # 0 és

fn)f(m)=f(n+m)+ f(n—m), n,m € Z.

Adjuk meg az Gsszes olyan f € M fiiggvényt, amelyekre

a) f(1) = 3; b) f(1) = 3.
7.4. (Ausztria-Lengyelorszdg, 79). Adjuk meg az sszes olyan f : ZT — R fiiggvényt, amelyre

fn+m)+ f(n—m) = f(3n), n,m € 7", n>m.

7.5. (New York, 76). Az f, g : R — R konstanstol kiilonboz6 fiiggvényekre teljesiil az aldbbi
kettOs azonossag:

flx+y)= f(@)g(y) +g(x)f(y)
flz+y)= g@)g(y) — f(x)f(y)

z,y € R. Adjuk meg f(0) és g(0) Osszes lehetséges értékét!

7.6. (MMC?, Luxemburg, 80). Adjuk meg az &sszes olyan f : Q — Q fiiggvényt, amelyre
f(1)=2¢és
flay)=f@)fy) - fe+y)+1  zyeQ

7.7. (Jugoszlavia, 83). Az f : Z — R fluggvényt az aldbbi Osszefiiggés definidlja:

(=10  han > 100,
T =9 F(f(n+11)) . han <100

minden n € Z-re. Mutassuk meg, hogy ha n < 100, akkor f(n) = 91.
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7 fejezet. Fiiggvényegyenletek

7.8. (Roménia, 79). Az f, g, h : Nt — N7 fiiggvényekre teljesiil az aldbbi harom feltétel:
a) a h fuggvény minden értéket legfeljebb egy helyen vesz fel;
b) a g fuggvény minden pozitiv egész értéket felvesz.
¢) f(n)=g(n) —h(n)+1  n e NT.Igazoljuk, hogy f(N)=1 neNT.

7.9. (Roménia, 78). Mutassuk meg, hogy van olyan f: Nt — N7 fiiggvény, amelyre

f(f(n))=n®>  neNT.

7.10. (Roménia, 78). Olyan nem konstans f(n,m) fiiggvényeket vizsgdlunk, amelyek értelmezési
tartomanya az egész szamok péarjaibdl all6 halmaz és amelyek mindeniitt egész értéket vesznek
fel. Megkoveteljiik még az alabbi tulajdonsigot is:

F(n:m) Ei(f(n—1,m)+f(n+1,m)+f(n,m—1)+f(n,m+1)) n,m € Z.

Mutassuk meg, hogy

a) léteznek ilyen tulajdonsagu fiiggvények;

b) minden k egész szamra barmely ilyen fiiggvény k-ndl nagyobb és k-nal kisebb értéket is
felvesz.

7.11. (Ausztria-Lengyelorszag, 78). Az egész szamok parjainak S részhalmazan értelmezett f :
: S — S fliiggvényt S-univerzalisnak nevezziik, ha létezik inverze és barmaly (m;n) € S esetén

f(nim) € {(n — Lim), (n + 1;m), (n;m — 1), (nym + 1)}

Mutassuk meg, hogy ha létezik S-univerzalis f fiiggvény, akkor olyan S-univerzélis f fiiggvény
is van, amelyre

f(f(nsm)) = (nym) (n;m) € S.

7.12. (S) (USA, 82). Adjuk meg az Gsszes olyan, 0-tdl kiilonbo6z6 elemekbél all6 m < n szam-
part, amelyre m + n # 0 és amelyre

fm(:c,y)fn(ﬂc,y) Efern(CC,y) .T,yER, 'Ty(x_’_y) 7&07

ahol ) ) 1) )
fk(x,y):x +y +k_ 1‘—1—9) '

7.13. (Zstiri, Lengyelorszag, 77). Az f(x,y) fiiggvény az raciondlis szamok parjaibol allé hal-
mazon értelmezett és csak pozitiv értékeket vesz fel. Igazoljuk, hogy ha f teljesiti az

flzy,z) = f(z,2)f(y,2),
flzzy) = f(z,2)f(2,9),
flzl—2) =1

x, y, z € Q azonossiagokat, akkor teljesiilnek ra az

f((L‘,.’L‘)El, f((L‘,—.’IJ)El, f(.’IJ,y)f(y,fL‘)El xvyeQ

Osszefiiggések is!
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7 fejezet. Fiiggvényegyenletek

7.14. (Zsiri, Jugoszlavia, 79). Igazoljuk, hogy ha valamely f : R — R fiiggvény kielégiti az
alabbi fiiggvényegyenletek egyikét, akkor a masik is teljesiil ra!

fla+y)=f@)+ fly) z,y,€R;

flay+z+y) = flzy) + flo) + fly)  zy,€eR

7.15. (Ausztria, 75). Adjuk meg az Gsszes olyan f : (1;4+00) — R fiiggvényt, amelyre

flry) =xf(y) +yf(z), zy>1

7.16. (Romaénia, 82). a) Mutassuk meg, hogy ha az f : R — R folytonos fiiggvény kielégiti az

f(f(f@)=2 =zeR (1)

fiiggvényegyenletet, akkor f(x) =z, x € R.
b) Adjunk meg ettél kiillonb6z6 olyan nem folytonos fliggvényt, amelyre teljestil az (1) azonossag!

7.17. (Zsiri, Franciaorszag, 79). Adjuk meg az 6sszes olyan f : R — R monoton fiiggvényt,
amelyre teljesiil az

f@) + f(x) =22 z€R
azonossag!

7.18. (New York, 77). Adjuk meg az osszes olyan f : R — R differencidlhaté fiiggvényt,

amelyre teljesiil az
TEY fly) — f@)
2 Yy—T

F( v,y eR, z#y
Osszefiiggés!

7.19. (Belgium, 77). Adjuk meg az Gsszes olyan f : R — R végtelen sokszor differencialhaté
fliggvényt, amelyre teljesiil az

fle+y)=f@)+fly)+22y  zyeR
azonossag!

7.20. (Anglia, 69). Mutassuk meg, hogy ha a nem azonosan nulla f : R — R fiiggvényre
teljesiil az

f@)fly)=fle+y) wzyeR

azonossag, és az x = 0 pontban differencidlhaté, akkor minden z € R pontban differencidlhaté!
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7 fejezet. Fiiggvényegyenletek
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8. FEJEZET
Polinomok gyokei

8.1. (MS) (77, 80). Mutassuk meg, hogy az
2 1
T +pw—ﬁ, pER,p#0,

polinom z1, zo gydkeire fennall az z§ + 3 > 2 + /2 egyenlétlenség!

8.2. (77, 61). Keressiik meg az osszes olyan p,q valés szampart, amelyre az z* + pz? + ¢ poli-
nomnak négy olyan valés gyoke van, amelyek szamtani sorozatot alkotnak!

8.3. (Anglia, 67). Mutassuk meg, hogy ha az x? + pz + 1 polinom gydkei a és 3, az 2% + gz + 1
polinom gyokei v és §, akkor

(@ =7)(B=(a+08)(B+0)=q¢"—p

8.4. (NDK, 70). Mutassuk meg, hogy az a, 8 paraméterek barmely nullatél kiilonb6z6 értékeire
az
3 2
ar” —az”+ fx+ B

polinom x1, 2, x3 gyokeire teljesiil az

1
($1+$2+$3) <—+_+—> = -1
I T2 T3

Osszefiiggés!
8.5. (Ausztria, 83). Hatdrozzuk meg az a val6és paraméterosszes olyan értékét, amelyre az
23— 6z +az+a
polinom x1, 2, x3 gyokeire teljesiil az
(21— 3)° + (22— 3)° + (23— 3)* =0
Osszefiiggés!
8.6. (Zsiiri, Kanada, 82). Mutassuk meg, hogy ha az a, b, ¢ egész paraméterekre a
P(z) = 2® 4+ ax® +bx +c
polinom egyik gyoke a masik kettd szorzata, akkor 2P(—1) oszthato a
P(1)+ P(—1) — 2(1 + P(0))
szammal!
8.7. (USA?, 77). Igazoljuk, hogy ha a és b az 2* 4+ 23 — 1 polinom gyokei koziil ketts, akkor ab

gyoke az 25 4+ 2% + 2% — 22 — 1 polinomnak!
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8 fejezet. Polinomok gyokei

8.8. (77, 81). Az a, b, ¢ egész szamokrdl tudjuk, hogy a > 0 és az ax? + bz + ¢ polinomnak két
kiillénboz6 gyoke van a (0;1) intervallumban. Mutassuk meg, hogy a > 5. Adjunk meg legaldbb
egy b, ¢ part a = 5 esetén!

8.9. (Csehszlovdkia, 67). Az 2* — ax® — bz + ¢ polinom négy gyoke koziil harom épp a, b és c.
Adjuk meg az 6sszes ilyen a, b, ¢ szdmhéarmast!

8.10. (Csehszlovédkia, 54). Igazoljuk, hogy az a, b komplex szamokra pontosan akkor teljesiil
az a® = 2b # 0 osszefiiggés, ha az 22 + ax + b egyenlet gyokei a komplex szdmsikon egy olyan
egyenlo szari derékszogli haromszog csicsai, amelynek derékszogii csticsa a koordindtarendszer
origdja!

8.11. (77, 83). A
P(z) =a2"+ az" ' ta gz +1

polinom ayq,...,a,—1 egylitthatéi nemnegativ valés szdmok és a polinomnak n kiilonb6z6 valds
gyoke van. Mutassuk meg, hogy
P(2) > 3".

8.12. (77, 84). Az
=az” —azr"  +ex" 2. 4 epox® —nlbr + b

polinomnak pontosan n pozitivgycke van. Mutassuk meg, hogy ezek a gyokok mind egyenlok
egyméssal!

8.13. (77, 83). Lehet-¢ az

=0 —x—1, 2?4 axr+b (a,b € Q)

polinomoknak ko6zos komplex gyoke?
8.14. (Singapur, 78). Az n-edfokt P(x) polinomra és az a < b valés szamokra teljesiilnek a
P(a) <0, —P'(a)<0, P"(a)<0,...,(~1)"P™(a) <0,
P(b) >0, P'(b)>0, P'()>0,...,P™ () >0,
egyenlétlenségek. Mutassuk meg, hogy a P polinom valds gyokei az (a; b) intervallumban vannak!
8.15. (NDK, 70). Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv egész n-re az

2 "

xT
fn(ac):1+ac+§+...+H

polinomnak legfeljebb egy valds gyoke van!

8.16. (NDK, 69; NDK, 71). Mutassuk meg, hogy ha a P(z) valés egyiitthatés n-edfoka poli-
nomnak nincs valés gyoke, akkor a barmely értékére a

Qz) = P(z) + oP'(z) + ...+ a"P™ ()

polinomnak sincs valds gyoke.
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8 fejezet. Polinomok gyokei

8.17. (Lengyelorszag, 79). Mutassuk meg, hogy n > 1 esetén barmely olyan n-edfokd P(x)

polinom, amelynek n kiilonbo6z6 gyoke x1, xo, ..., x, teljesiti a
! + ! +...+ L _ 0
P'(z1)  Plxe) ~ Plw,)
Osszefiiggést !

8.18. (New York, 75). Legyen P(z) olyan valds egyiitthatés polinom, amelynek minden gyoke
tiszta képzetes szam. Mutassuk meg, hogy a P’(z) polinomnak is, egy kivételével, minden gyoke
tisztan képzetes!

8.19. (77, 78). Mutassuk meg, hogy a komplex egyiitthatés, nem azonosan nulla P, @ poli-
nomoknak pontosan akkor ugyanazok a gyokei (ugyanakkora multiplicitdssal), ha az f(z) =
= |P(z)| — |Q(=)| fiiggvénynek minden olyan pontban ugyanaz az eléjele, ahol értéke nem nulla!
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9. FEJEZET
Polinomok oszthatésaga és egyenlosége

9.1. (MS) (New York, 73; Belgium, 81). Mutassuk meg, hogy barmely n pozitiv egész szdm
esetén a (z + 1)1 4+ 272 polinom oszthaté az 22 + x + 1 polinommal!

9.2. (7?7, 62). Mutassuk meg, hogy barmely n € N, a € R szdmok esetén, melyekre n # 1 és
sina # 0, a
P(z) = z"sina — zsinna + sin(n — 1)«

polinom oszthato6 a
Q(z) =2* —2rcosa+ 1

polinommal!

9.3. (77, 66). Hatdrozzuk meg az Osszes olyen 4-nél kisebb foki R(x) polinomot, amelyhez
talalhaté olyan P(x) polinom, melyre minden ¢ valés szamra fennall az

7sin3' t + 8sin'3t — 5sin® t cos* t — 10sin” t + 5sin’t — 2 =
= P(sint) (sin4 t — (1 +sint)(cos®t — 2)) + R(sint)
Osszefiiggés!

9.4. (USA, 77). Keressiik meg az 6sszes olyan m,n € N szdmpart, amelyre az 1 + 2™ + 22" +
+ ...+ 2™ polinom oszthat6 az 1 4+ x + 2> + ... + 2™ polinommal!

9.5. (USA, 76). Mutassuk meg, hogy ha a P(z), Q(x), R(z), S(z) polinomokra teljesiil az
p(z°) + 2Q(2°) + 2’R(2%) = (s + 23 + 2* + 2 + 1)S(2)
osszefiiggés, akkor P(x) oszthaté az (r — 1) polinommal!

9.6. (New York, 75). Adjuk meg az Gsszes olyan P(z) polinomot, amely kielégiti a P(0) = 0
feltételt és az 1
P@)=5 (Px+1)+Px-1), z€R

algebrai Osszefiiggést!
9.7. (NDK, 77). Adjuk meg az Gsszes olyan P(z) polinomot, amelyre

Pz —1) = (x — 2)P(x) x € R.

9.8. (New York, 76). Adjuk meg az Gsszes olyan P(x) polinomot, amelyre

(x—=1)P(x+1)— (z+2)P(x) = x €R.
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9 fejezet. Polinomok oszthatdésaga és egyenldsége

9.9. (77, 80). Adjuk meg az Osszes olyan nem azonosan nulla P(x) polinomot, amelyre

Pz = (P(z))? zeR

9.10. (77, 79). Adjuk meg az Gsszes olyan nem azonosan nulla P(x) polinomot, amelyre

P(z? —2z) = (P(z—2))* zeR.

9.11. (Zsiiri,??, 79). Adjuk meg az Gsszes olyan nem azonosan nulla, valds egyiitthatés P(x)
polinomot, amelyre
P(z)P(22%) = P(22° + x) x €R.

9.12. (77, 78). Mutassuk meg, hogy barmely P(x) # z polinomra és tetszéleges n € N szamra
a

Qu(z) =P (P(...P(x)...) —

polinom oszthat6é a @Q1(z) = P(x) — = polinommal!

9.13. (77, 78). Mutassuk meg, hogy ha a P(x), Q(x), R(x) harmadfoku, val6s egyttthatds
polinomokra minden x valés szdm esetén teljesill a P(x) < Q(z) < R(x) egyenlStlenség és
valamely xo helyen az P(z¢) = R(x) egyenléség all fenn, akkor valamely k € [—1;1] szdmmal

Qz) =kP(x) + (1 - k)Q(z) z eR.
Igaz-e az analég Gsszefliggés negyedfoku polinomokra?

9.14. (Zstiri,??, 79). Adott a P(x) = az? + bx + ¢ polinom, amelyben a # 0. Mutassuk meg,
hogy semelyik n € N szdm esetén sem lehet -nél t6bb olyan n-edfok Q(z) polinomot megadni,
amelyre teljeiil az alabbi azonossag:

9.15. (77, 79). Mutassuk meg, hogy a P(z) polinom pontosan akkor paros fiiggvénye a z € C
valtozénak, ha van olyan Q(z) polinom, amelyre

P(z) = Q(2)Q(—=2) z e C.

9.16. (Zstiri,??, 79). Mutassuk meg, hogy ha a P(x) valés egyiitthatés polinom minden z € R
helyen nemnegativ értéket vesz fel, akkor felirhaté

P(z) = Qi(z) + Q3(x) + ... + Qn(2)

alakban, ahol Q1(z), Q2(x), ..., Qn(x) megfeleld valés egyiitthatés polinomok.
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9 fejezet. Polinomok oszthatésaga és egyenldsége

9.17. (77, 76, Zstiri, Svajc, 76). Mutassuk meg, hogy ha a P(x) valds egyiitthatés polinom
pozitiv z-re pozitiv értéket vesz fel, akkor vannak olyan nemnegativ valds egyiitthatés Q(x),
R(z) polinomok, amelyekkel

P(x) =

9.18. (Zstiri, NDK, 83). Jelolje A,, a
P(z)=ap+ a1z + ... +apz"
alakid polinomok halmazat, ahol
0<apo=an<a1=an-1=<... <ap/o = Ant1)/2-

Mutassuk meg, hogy ha P(x) € A, és Q(x) € A,,, akkor a P(z)Q(x) polinom az A, hal-
mazban van.

9.19. (Zstiri,??, 77). Mely n természetes szamhoz taldlhaték olyan nem azonosan nulla, n-
valtozds, egész egyltthatos P, () polinomok, amelyekre

(x14+ o4 ...+ 20) P21, 20, ... 20) = Qa2 23, ... 22) T1,T9,...,Tn € R?

9.20. (Zstiri,?7, 81). Legyenek P(z), Q(z) legalabb els6foku polinomok és vezessiik be az aldabbi
jelolést!

Po={zeCPE) =c)  Qu={:€CIQ()=c}.
Mutassuk meg, hogy ha Py = Qg és P = @1, akkor P(z) = Q(x) x €R.

9.21. (77, 78). Mutassuk meg, hogy ha az m-nél kisebb foki P(z,y), Q(x,y), R(z,y) poli-
nomokra
o P(z,y) + " Qx,y) = (x +y)""R(z,y)  z,y€R

akkor
P(z,y) = Q(z,y) = R(x,y) = 0.
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9 fejezet. Polinomok oszthatdésaga és egyenldsége
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10. FEJEZET
Polinomok kiilonbo6zo6 tulajdonsagai

10.1. (MS) (77, 62). A p, q egész paraméterek mely értékeire vesz fel a
a) P(z) = 2 + px + ¢ polinom minden x € Z helyen paros (paratlan) értéket ?
b) P(x) = 23 + pz + ¢ polinom minden = € Z helyen hdrommal oszthat6 értéket ?

10.2. (NDK, 83). Mutassuk meg, hogy a

1 1 13 82 32
9 7 5_ 043, 2%,

P) =635 ~ 1% 307 T 63 35

polinom minden egész helyen egész értéket vesz fel!

10.3. (Csehszlovdkia, 62). Adjuk meg az sszes olyan x egész szdmot, amelyre a 222 — z — 36
polinom értéke primszam négyzetével egyenld.

10.4. (??,75). Adottak a p, ¢ € R paraméterek. Hatdrozzuk meg a P(x) = 22 + px + ¢ polinom
értékkészletét a [—1;1] intervallumon. Adjuk meg az Osszes olyan z efész szamot, amelyre a
222 — 1 — 36 polinom értéke primszam négyzetével egyenld.

10.5. (Peking, 63). A P(X) egész egyiitthatés polinomnak négy kiillonb6z6 egész helyen is 2 az
értéke. Mutassuk meg, hogy nincs olyan egész hely, ahol 1, 3, 5, 7 vagy 9 lenne az értéke.

10.6. (Anglia, 80). Keressiink legaldbb egy olyan M halmazt, amely 7 egymadst kovetd ter-
mészetes szambol all és amelyhez talalhat6 az alabbi hdarom tulajdonsiggal rendelkez6 6t6dfoki
P(x) polinom:

a) P(x) egyutthatdi egészek;

b) az M halmaz 6t kiilonb6z6 elemére (k € M)— koztiik az M legnagyobb és legkisebb elemére
— is teljesiil a P(k) = k Osszefiiggés;

c) az egyik k € M elemre P(k) = 0.

10.7. (NDK, 74). a) Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan P(x) polinom, amelyre minden
x € R szamra teljesiil az alabbi két Osszefiiggés:

1.) P'(z) > P"(x) 2.) P(x) > P"(z).

b) Igaz marad-e az a) rész allitasa, ha az 1.) feltételt kicseréljiik az alabbi feltételre:

1%) P(z) > P'(x)?

10.8. (77, 82). Adottak a Py(x), Pi(x), ..., Py(z) valds egyiitthatés polinomok és az aq, ...,
an valés szamok. Mutassuk meg, hogy ha az

F@) = Pola) + . anlPila)
k=1

fliggvény egy valds értéket sem vesz fel egynél tobb helyen, akkor minden valds értéket felvesz.

10.9. (Zsiri,?7?, 83). Az {a,} sorozatot (Fibonacci sorozat) az a; = ag = 1 értékek és az ap42 =
= apyt1 + an (n € N) rekurzids szabddly definidlja. Mutassuk meg, hogy ha a 990-ad foku P(z)
polinomra a k = 992, 993, ..., 1982 értékeknél P(k) = ay, akkor P(1983) = aj9s3 — 1.
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10 fejezet. Polinomok kiilonb6z6 tulajdonsagai

10.10. (Anglia, 78). Mutassuk meg, hogy
a) minden n természetes szamhoz taldlhaté olyan n-edfoku egés zegytuitthatés P, (z) polinom,

amelyre
2cosnt = P,(2cost) teR,

b) barmely a € Q esetén a zcos am szdm vagy megegyzezik a 0, 1, :l:% szamok egyikével,
vagy irraciondlis.

10.11. (Finnorszdg, 80). Adott a koordinatasikon egy gorbe, amely egy
P(z) = 2* 4+ pad + q2® + rz + s, (p,q,7, s €R)

alaku polinomfiiggvény grafikonja. A sik valamely egyenesét ,,vizszintes”-nek nevezziik, ha parhuzamos
az z-tengellyel és négy kiilonb6z6 pontban — balrdl jobbra: A, B, C'; D — metszi a gorbét. Ha
emellett az AB, AC, AD szakaszok hossza iegy haromszog oldalhosszai is lehetnek, akkor az
egyenes ,triangularis”-nak is nevezziik. Mutassuk meg, hogy csak két eset lehetséges: vagy min-

den horizontéalis egyenes triangularis, vagy egyik sem.

10.12. (7?7, 77). Mutassuk meg, hogy ha a Q(x) polinom nem az azonosan nulla polinom, akkor
barmely n € N szdmra a P(x) = (z — 1)"Q(x) polinomnak legaldbb (n + 1) nullatél kiillonbo6zé
egylitthatéja van.

10.13. (Csehorszag, 74). Jelolje M a
P(z) = ax® + bz + cx + d (a,b,c,d € R)

alaki olyan polinomok halmazat, amelyekre |P(x)| < 1, ha x € [—1;1]. Mutassuk meg, hogy
van egy olyan k korlat, amelyre |a| < k minden P(x) € M polinomra. Adjuk meg a legkisebb
ilyen k korlatot!

10.14. (Zstri, Finnorszag, 83). Mutassuk meg, hogy barmely p, ¢ pozitiv egészekhez talalhatéd
olyan P(z) egész egyiitthatés polinom, amelyre valamely % hosszusdga I C R intervallumban

teljesiil a [P(z) — £| < q% egyenlStlenség.

10.15. (NDK, 80). Adjuk meg harmadfokd valés egyttthatés polinomok Gsszes olyan P(x),
Q(x) parjat, amely teljesiti az aldbbi négy feltételt:

a) az x = 1, 2, 3, 4 mindkét polinom a 0 vagy az 1 értéket veszi fel;

b) ha P(1) =0 vagy P(2) =1, akkor Q(1) = Q(3) = 1;

c) ha P(2) =0 vagy P(4) =1, akkor Q(2) = Q(4) = 0;

d) ha P(3) =1 vagy P(4) =1, akkor Q(1) =

10.16. (77, 75). Az n-ed foku P(x) polinomra k =0, 1, 2, ..., n esetén teljesil a P(k) = k/(k+
+ 1) osszefiiggés. Adjuk meg P(n + 1) értékét!

10.17. (Zstri, 81). Az n-ed fokt P(x) polinomra k =0, 1, 2, ..., n esetén teljesiil a P(k) =
= 1/(”;:1) osszefiiggés. Adjuk meg P(n + 1) értékét!

10.18. (Zstiri,?7, 77). Adottak az xp < x1 < 29 < ... < x, egész szamok. Mutassuk meg, hogy
az " + a12" ! 4 aga™ 2 + ... + a, polinomnak az xg, =1, T2, ...x, helyeken felvett értékei
kozott van olyan, amelynek az abszolut értéke legaldabb 2%1

10.19. (Zsiiri,??, 79). A P(x) polinom foka legfeljebb 2n. Tudjuk, hogy a [—n;n] intervallum-
ban taldlhaté barmely k egész szamra fenndll a |P(k)| < 1 egyenl6tlenség. Mutassuk meg, hogy
ugyanezen intervallumban taldlhaté barmely x valds szamra teljesiil a |P(z)| < 22" egyenlétlen-
ség!
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Segitség, itmutatas

1. Egyenl6tlenségek

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

2. Egész rész

3. Haromszogek

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és atmutatasokat.

4. Sorozatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

5. Szélsoértékek

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

6. Figgvények kiilonb6z6 tulajdonsagai

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és atmutatasokat.

7. Figgvényegyenletek
7.12. Az m =2, n=3és az m =2, n=>5 parra is teljesil a feltétel.

8. Polinomok gyokei

9. Polinomok oszthatésaga és egyenlOsége

23



Segitség, utmutatas 10. Polinomok kiilonbozd tulajdonsdgai

10. Polinomok kiilonbo6z6 tulajdonsagai
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Megoldasok

1. Egyenl6tlenségek

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

2. Egész rész

3. Haromszogek

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

4. Sorozatok

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

5. Szélsoértékek

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

6. Figgvények kiilonb6z6 tulajdonsagai

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.

7. Figgvényegyenletek

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

8. Polinomok gyokei

9. Polinomok oszthatésaga és egyenlosége
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Megoldasok 10. Polinomok kiilonbozo tulajdonsdgar

10. Polinomok kiilonbo6z6 tulajdonsagai
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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Alkalmazott roviditések
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Irodalomjegyzék

[1] N.N. Szergejeva (szerk.): Nemzetkizi Matematikai Olimpidk. Bibliotecska Matematicseszko-
vo kruzska, viipuszk 17 sorozat. Moszkva, 1987, Nauka.
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