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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
Al Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.II Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANALL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Figgvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.II1 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Val6szintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszaméandl kerek zardjelben ,M” és ,S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...



Alkalmazott roviditések




Algebra

1. Komplex szamok

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

2. Lianearis algebra

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

3. Vegyes feladatok

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.



Algebra 3. Vegyes feladatok




Analizis

1. Topolégiai alapfogalmak

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.



Analizis 1. Topoldgiai alapfogalmak




Fiiggvények

1. Harmadfokt fiiggvények

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

2. Az érinto

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

3. Fiiggvényvizsgalat

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

4. Szélsoérték

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

5. Egyenlotlenségek

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

6. Alapveto integralok

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

7. Gorbék

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

8. Furcsa fiiggvények

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

9. Vegyes feladatok

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.



Fiiggvények 9. Vegyes feladatok
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Geometria

1. Geometriai szerkeszthetoség
1.1. b) megoldésat az altalanos esetben részletezziik, 1. a ?? d) részének a megoldasat.

1.2. a) Ez a szamtest nem kiilonbozik a Q(v/2) szdmtesttél.

b) és c¢) megoldasa kovetkezik d) megolddsabol.

d) Azt allitjuk, hogy T(v/t) az a+ b/t alaki szdmokbdl 4ll, ahol a és b eleme T-nek. Kénnyen
lathato, hogy az ilyen szdmok zartak az Osszeadésra és kivondsra és egyszerti szamolassal iga-
zolhatd, hogy a szorzésra is zartak. Azt allitjuk, hogy az osztasra is zartak, ha nem nulléval kell
osztani. Ehhez elég belatni, hogy a nullatél kiilénb6z6 a + by/t szam reciproka is ilyen alakd. Ez
a ,,gyoktelenitésbdl" kovetkezik:

a—l—%)\/i = Z;,bzég - a2iltb2 - a2,btb2 \/Ea

és itt a nevezd nem nulla. Ez kovetkezik abbél, hogy egyrészt a kikotésiink szerint a+bv/t nem
nulla, masrészt a — by/t sem nulla, mert kiilonben v/t maga is eleme volna T-nek, amit szintén
kizartunk.

1.3. b) Megfelel példaul uv = /2 + /3. u nyilvin eleme a keresett szdmtestnek, tehat vele
bévitve nem kaphatunk a keresettnél bévebbet. Masrészt u % = /3 — /2. Ezt 6sszeadva u-val
és osztva kettével megkapjuk v/3-at, és hasonléan kivondssal kapjuk v/2-t is. Tehat az u-val
bévitett szamtest nem is sziikebb a keresettnél. Hasonléan beldthatd, hogy ha ab nem nulla,
akkor megfelel az u = av2 + by/3 szam is.

c) Az otleteknél szerepld 4llitas kijon a 7?7 d) részébdl. De kijon ,, gyoktelenitéssel" is. L. a 77
feladatot.

1.12. Mindenképp el kell jutni ennél a feladatnal odéig, hogy ha a és b egész (racionélis), ¢
nem egy egész (raciondlis) szam négyzete, akkor (a + by/c)" (n pozitiv egész) A, + B,+/c alaku,
ahol A,, és B,, egész (raciondlis) szamok, (a — by/c)" pedig A,, — By\/c alakt. Lasd a 77 ésa 77
feladatokat is.

2. didaktikai javaslat. A feladat szorosan kapcsolédik a mésodrendii rekurzidk és a Pell-
egyenletek elméletéhez is, de ennek targyaldsiara célszerii maskor visszatérni, itt mas a cél, és
ahhoz is sokat kell még dolgozni.

1.15. a) Elég bebizonyitanunk a kovetkez6t: ha /2 nem eleme a T testnek, akkor T masodfoku
bévitésének sem eleme.

b) T maésodfoki bévitésének elemei a + by/t alakiiak valamely T-beli a,b,t szdmokra. (Itt
t > 0 és v/t nem eleme T-nek.) Azt kell tehat belatni, hogy ezekre a szdmokra nem teljesiilhet
(a +bvt)3 = 2. A kébre emelést elvégezve az

(3a2 + th*)by/t = 2 — a® — 3ab’t

egyenléséghez jutunk. Mivel v/t nem eleme T-nek, de egyiitthatéja is, a jobb oldalon all6
kifejezés is T-beli, ezért ez az egyenléség csak gy allhat fent, ha (3a® + tb%)b = 0. Mivel ¢ >
> 0, ez csak 1igy lehetséges, ha b = 0. Ez viszont azt jelentené, hogy a = /2 T-ben van, amit
kizartunk.
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Geometria 1. Geometriai szerkeszthetdség

1.18. A megoldéds most is ugyanigy miikodik mindharom esetben.
altaldban is miikodik, tetszéleges u + /v alakd szdmra, ahol u és v racionalis szdmok. Az
egyetlen kikotés, hogy v ne legyen egy raciondlis szam négyzete.

2. didaktikai javaslat. A megoldas persze miikodne példaul a 24 /3 szamra is, itt azonban egy
masfajta problémaba litkozink. Ezért ezeket a feladatokat kés6bb vessziik sorra. Természetesen
ha a didkok maguktdl el6hozakodnak vele, akkor fel lehet adni mar itt is a feladatot, de érdemes
meggondolni, hogy nem célszerti-e elhalasztani a megbeszélését.

1.19. Ez a feladat nemcsak annak a tudatositdsara jo, hogy a gyokok és egylitthaték kozotti
Osszefiiggésnél hasznaljuk, hogy a polinomnak annyi gytke van, ahanyadfokt, hanem arra is,
hogy ha egy harmadfoki polinomnak van két gyoke, akkor kénnyen tudjuk bizonyitani, hogy
van egy harmadik gyoke is.

érdemes megemliteni azt is, hogy ez a harmadik gyok megegyezhet valamelyik el6zovel is, de a
gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggést ez ,nem zavarja'. (A feladatban persze mindhdrom
gyok kiilo6b6z6.)

1.20. A feladatot megoldhatjuk ugy is, hogy behelyettesitjiik a megadott megoldast és A 77
megolddsdhoz hasonléan megmutatjuk, hogy 3 + 1/6 is megoldés, majd kiemeljiik az (z — 3)% —
— 6 = 22 — 62 + 3 polinomot és a maradé = + 12 polinom gydke —12.

Egyszeriibbnek latszik a gytkok és egyiitthatok modszere, amit mar A 77 feladat megoldasdnal
is hasznaltunk. Ha mér a két gyokot ismerjiik, akkor azok Osszegét, 6-ot levonva a gyokok
Osszegébol, —6-bdl gyorsabban is megkapjuk, hogy a harmadik megoldas a —12. Itt azonban
felmeriil a kérdés, hogy honnan lehetiink biztosak a harmadik megoldas létezésében. Valdjaban
ez a megoldas sem egyszerlibb, hiszen mint az emlitett feladatnal lattuk, ennek a bizonyitasa
taldn legegyszeriibben megint csak a két gyoktényezo kiemelésével torténik.

De eljarhatunk ugy is, hogy megprébaljuk raciondlis gyokkereséssel megkeresni a masodik
gyokot, ez csak 36 osztdi koziil keriilhet ki. Ardnylag hamar megtalalhaté tehat a —12 megoldés
és ekkor gyokok és egyiitthatok osszegével kapjuk a harmadik megoldésként 3 4-v/6-ot. (Amihez
ismét tudnunk kell, hogy VAN harmadik megoldaés.)

Ha ezt az utat kovetjik, akkor viszont a végén ,visszakérdezhetiink", hogy biztosak lehettiink-e
az elején, hogy lesz raciondlis gyoke az egyenletiinknek ?

1.21. A A ?? feladat megolddsahoz hasonléan most is egy F + Fv/7 = 0 alaki egyenletet
kapunk, ahol E és F egész, tehat mindketté nulla. Ebb&l most is kévetkezik, hogy az egyenletnek
megoldéasa a 2 — /7 szam is. Innen t6bbféleképpen is tovabbmehetiink.

1. A gyoktényezék kiemelhetOségét hasznalva azt kapjuk, hogy a harmadfokd polinombdl
kiemelhet6 az (r — 2 — V/7)(z — 2 +V7) = (z — 2)2 = 7 = 22 — 42 — 3 polinom. Minthogy
ennek a polinomnak az egytitthatoi egészek és féegytitthatdja, igy a kiemelés utan is egy egész
egyiitthatods, elséfokd polinom marad. Ennek a gytke raciondlis. Azt kapjuk, hogy az egyenlet
harmadik gyoke racionalis.

2. A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggést alkalmazva azt kapjuk, hogy a harom gyok
Osszege %, ami raciondlis. Mésrészt a mar ismert két gyok Osszege 4, igy a harmadik gyok
is biztosan racionalis. (Ismét hasznaltuk a ?? feladat megolddsandl mondottakat a harmadik
megoldés 1étezésérdl.)

1.21. Egzt a feladatot azért érdemes elére venni, mert a didkok ,,az eddigi tapasztalatok alapjan"
kénnyen azt fogjak tippelni, hogy a harmadik megoldas egész lesz.

1.22. érdemes a gyoktényezok kiemelését is végigkovetni.

12



2. Tomegkozéppont Geometria

1.24. Ez a feladat a 77 feladattal egyiitt 1ényegében altalanosan sszefoglalja mindazt, amit ez
az alfejezet tartalmaz.

2. Tomegkozéppont

2.9. Forditsuk meg a kérdést! Adott az ABC haromszog és legyenek da, dp, do tetszéleges
valés szamok, amelyek kozott van zérustol kiilonbozé. Igaz-e, hogy a (77) Osszefliggést kielégité
(A>, B8 ") stlyozasokhoz tartozé tomegkozéppontok egy egyenesen vannak?

A vélasz igenl6, itt nem indokoljuk. Azonban abban a specialis esetben, amikor d4 = dp = d¢,
akkor mégsem valddi egyenest, hanem a sik ,,iddlis egyenesét” kapjuk. Ez a pontok tekintetében
éppen az o + B+ v = 0 esetnek felel meg, ekkor ugyanis az A*BPC7 rendszer stlypontja nem
valédi pont, hanem az egyméssal parhuzamos AA,, BBy, CC1 egyenesek kozos idedlis pontja.

2.16. A feladat megoldhat6 az AFC, BFC haromszogek AC, BC oldalaira felirt koszinusz-
tételekkel is, felhasznalva, hogy cos AFC'/ 4+ cos BFC/ = 0.

2.17. Macho Bonis

Ha csak azt akarjuk igazolni, hogy a kiils6 szogfelezOknek a veliikk szemkozti oldalegyenes-
sel valé metszéspontjaik egy egyenesen vannak, akkor hivatkozhatunk arra, hogy harom kor
paronkénti kiils6 hasonlésigi pontjai egy egyenesen vannak. Valéban, az AC oldalhoz hozzairt
kornek és az AB oldalhoz hozzéirt kérnek a kiils6 hasonlésagi pontja a kozos érintéjik —a BC
oldalegyenes — és a centrélisuk — az A-nal fekvo szog kiilso szogfelezdje — metszéspontja.

2.17. A b) feladatrész elején emlitett altalanos Gsszefiiggés a Desargues nevezetes tételébdl is
kovetkezik. Az ABC, A1 B1C haromszogek ugyanis pontra nézve — a P pontra nézve — perspek-
tivek, igy egyenesre nézve is azok, és ez épp a bizonyitandé allitast jelenti.

2.19. Erdemes elolvasni a fenti Komal A. 568. feladat Brianchon tételt hasznélé frappéns
megoldasat a Komal honlapjan:

http://www.komal.hu/verseny /feladat.cgi 7a=feladat&f=A568&1=hu

3. Inverzid

3.42. Zavarbaejto kérdések didkoknak: tegyiik fel, hogy az adott korok egymas kiilsejében
helyezkednek el, igaz-e ebben az esetben, hogy a négy kor kozéppontja altal meghatarozott
négyszog

1. érintonégyszog?

2. beirt kore a PjoPo3 P34 Py négyszog korulirt kore?

Az 1. kérdésre igen a valasz, a sugarak alapjan lathato, hogy a szemkoztes oldalak hosszanak
Osszege egyenld, de a 2. kérdés csak specidlis elrendezéseknél igaz.

4. Komplex szamok a geometriaban

a??
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Geometria 5. Projektiv geometria

4.16. Ha az egyik négyszogoldal egy pontta zsugorodik akkor egy haromszogre vonatkozé ered-
ményt kapunk. Két haromszogoldalra emelt négyzet kdzéppontjat 6sszekotd szakasz merdleges és
egyenl6 a harmadik oldalra emelt négyzet kézéppontjat a szemkozti cstiicesal 6sszekotd szakasszal.
Ebbél az is kovetkezik, hogy a négyzetek kdzéppontjait a szemkozti csticcesal 6sszekotd szakaszok
egy pontban metszik egymast, hiszen ezek éppen a négyzet- kozéppontok altal meghatarozott
haromszog magassagvonalai lesznek.

5. Projektiv geometria

Ebben a fejezetben nincs informécié tandroknak.

6. A gomb geometriaja

Ebben a fejezetben nincs informéacié tandroknak.

7. A hiperbolikus sik Poincaré-modellje

Ebben a fejezetben nincs informécié tandroknak.

8. Specialis gorbék

Ebben a fejezetben nincs informécié tandroknak.

9. Vegyes feladatok

Ebben a fejezetben nincs informéacié tandroknak.
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Kombinatorika

1. Statisztika

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

2. A Pascal haromszog

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

3. Paros grafok

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

4. Kombinatorikus geometria

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

5. Binomidalis eloszlas

Ebben a fejezetben nincs informécié tanaroknak.

15



