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1. FEJEZET
Varosok Viadala, 1980-1989

1.1. 1980 Senior

1.1. (M) Egy kor kertiletén piros és kék pontok vannak. Kijelolhetiink egy 1j piros pontot,
mikozben két szomszédja szint valt. Ki is vehetiink egy meglév6 piros pontot, szomszédai ekkor
is atszinezOdnek. Igazoljuk, hogy ha kezdetben két piros pont volt, akkor nem juthatunk a fenti
lépésekkel olyan helyzetbe, hogy két kék legyen.

1.2. 1981 Senior

1.1. (M) Két testet felilletszomszédosnak neveziink, ha nincs kozos belsé pontjuk és van egy-
egy lapjuk, melyek kozos része egy sokszog. Lehetséges-e, hogy 8 tetraéder koziil barmely ketto
feliiletszomszédos ?

1.2. (M) A végtelen sikon két jatékos a kovetkezOt jatssza. Van k + 1 babu: k darab bardny
és egy farkas. Az X jatékos a farkassal 1ép, az Y a baranyok koéziil valamelyikkel. Minden
1épés iranya tetszblegesen valaszthatd,de hossza legfeljebb egy méter lehet. A jatékosok felvaltva
lépnek. Igaz-e, hogy k minden értékéhez létezik olyan kezdd elrendezés, melybdl indulva a farkas
sohasem kaphat el baranyt, ha X kezd.

1.3. (M) Igazoljuk, hogy minden pozitiv val6s szam felirhat6 9 olyan szdm 6sszegeként, melyeknek
(tizes szamrendszerbeli alakjaban) csak kétfajta jegy lehet, 0 és 7.

1.3. 1983-1984 Senior, 0sz

1.1. (M)

1.2. (M)

1.3. (M) Az ABC haromszog kortilirt korének kozéppontja O, a haromszogon beliil helyezkedik
el. O-bdl merdlegeseket bocsatunk az oldalakra, ezek meghosszabbitva a koréirt kort a K, M, P
pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy

OK + OM + OP = 01

ahol I a hdromszog beirt kérének kézéppontja.

1.4. 1983-84 Senior, 2. forduld, tavasz
1.1. (M)

1.2. (M)



1 fejezet. Varosok Viadala, 1980—1989 1.4. 1983-8} Senior, 2. forduld, tavasz

1.3. (M) Egy mindkét irdnyban végtelen hosszi folyosé egyik oldaldn végtelen sok szoba
helyezkedik el. A szobdk egymdést kovetd egész szamokkal vannak megszdmozva, és minden
szobdban van egy zongora. A szobdkban véges sok zongorista él. (Egy szobaban akar tobb is.)
Minden nap két szomszédos szobaban laké zongorista (pl. a k-adik és a k + 1-edik) megelégeli a
masik gyakorldsat, és a k — 1-edik illetve k + 2-edik szobédba koltéznek at. Igazoljuk, hogy véges
szamu nap elteltével abbahagyjak a koltozkodest.



2. FEJEZET
Varosok Viadala, 1990-1999

2.1. 1997 Junior, 1. fordulo 0sz

2.1. Egy nem miik6dé mozgoblépcsén egy illeté gyorsabban megy lefele, mint felfele. Mi a gy-
orsabb, egy felfele mozgo 1épcson le- és felmennie, vagy egy lefele mozgo 1épcson fel és lemennie?
(Feltételezziik, hogy minden emlitett sebesség allandd, a mozgdlépesd ugyanolyan gyorsan mozog
lefele és felfele, tovabba emberiink mindkét irdnyba haladva gyorsabb, mint a mozg6lépcso.)

3 pont

2.2. Igazoljuk, hogy végtelen sok egész megoldasa van a kévetkezd egyenletnek:
2 +y? — 2% =1997.
N. Vasziljev 3 pont

2.3. Az ABCD négyzet BC oldalanak pontja K. A KAD/Z szogfelezje a C'D oldalt M-ben
metszi. Igazoljuk, hogy AK = DM + BK.
4 pont

2.4. Legkevesebb hany egyenest kell megadnunk, ha el szeretnénk érni, hogy egy sakktabla
minden mez8jén legyen egy belsd pont, melyen 4thalad egy egyenes. Abraval szemléltesd, hogy
ennyi egyenes elég és bizonyitsd, hogy kevesebb viszont nem elég. A sakktdbla mérete legyen:
(a) 3x3; (b) 4 x 4.

M. Vyalyi 244 pont

2.2. 1997 Senior, 1. fordul6 6sz

2.1. Legkevesebb hany egyenest kell megadnunk, ha el szeretnénk érni, hogy egy sakktdbla
minden mez8jén legyen egy belsé pont, melyen athalad egy egyenes. Abraval szemléltesd, hogy
ennyi egyenes elég és bizonyitsd, hogy kevesebb viszont nem elég. A sakktdbla mérete legyen:
(a) 3x3; (b)dx4.

M. Vyalyi 243 pont

2.2. Adott egy haromszog a és b oldala. Mekkoranak véalasszuk a harmadik oldalt, hogy azon a
beirt és hozzairt korok érintési pontjai éppen harmadolépontok legyenek ?
3 pont

2.3. Igazoljuk, hogy végtelen sok egész megoldasa van a kévetkezd egyenletnek:
xy(x —y) +yz(y — 2) + zz(z — ) = 6.
N. Vasziljev 4 pont

2.4. Legfeljebb hany huszar helyezheto el egy 5 x 5-6s sakktablan tgy, hogy semely ketté nem
iti egymast ? Igazoljuk, hogy a maximum egyetlen elrendezéssel érheté el.
A. Kanel 4 pont



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.8. 1997 Junior, 2. fordulé dsz

2.3. 1997 Junior, 2. fordul6 6sz

2.1. Mutassuk meg, hogy az aldbbi sorozatnak tagja a 0 és allapitsuk meg, hdnyadik.
1

Tn+1

x1 =19, x9=97, Tpyo =1z, — (n=1,.2,..).

A. Berzins 3 pont

2.2. Az ABC haromszog BC oldalanak felezOpontja M. Szerkessziink BC-vel parhuzamos olyan
egyenest, amelynek az AB és AC oldalak kozé es§ szakasza M-b6l derékszogben latszik.
3 pont

2.3. Egy 1 x n-es tdbla minden mezdjén van egy korong. Els6 1épésben megfogunk egy korongot
és valamely szomszédos mez6 korongjanak tetejére helyezziik, igy keletkezett egy korongtorony.
A tovabbiakban minden alkalommal egy korongtornyot helyeziink &t, éppen annyi mezoével el-
mozditva, ahdny korongot tartalmazott a torony. Ha az &thelyezésnél nem iires mezore tessziik
a tornyot, akkor mindig a mar ott 1év6 korong (vagy korongok koziil a legfelsé) tetejére rakjuk.
Igazoljuk, hogy n — 1 1épésben a korongok 0sszegytijthetok egyetlen korongtoronnya.

A. Sapovalov 5 pont

2.4. Két kor metszi egymést az A és B pontokban. Egy koézos érint6jiik az elsot C-ben, a
maéasodikat D-ben érinti, CBD/ > CAD/ . A CB egyenes a masodik kért még FE-ben is metszi.
Igazoljuk, hogy CAFE/ szogfelezdje AD.

P. Kozevnyikov 5 pont

2.5. Egy kocka lapjait fehérre és feketére festettiik. Van egy sakktablank, amelynek mez6i éppen
akkorak, mint a kocka egy lapja. A kockét a sakktdbla egy mez8jére helyezziik, majd végiggor-
getjik a tablan gy, hogy minden mezére pontosan egyszer keriiljon. Lehetséges-e, hogy minden
alkalommal a kockan levé als6 mezo szine megegyezzen a sakktdbla éppen alatta levé mezdjének
szinével 7

A. Sapovalov 8 pont

2.6. Egy szabalyos haromszogre oldalaival parhuzamos egyeneseket rajzolunk, amelyek az oldalakat

10 egyenl6 részre, a haromszoget pedig 100 egybevagd kis haromszogre osztjak. Megrajzoljuk

még a haromszog oldalegyeneseit is. Két szomszédos parhuzamos kozotti részt savnak nevezziik.

Legfeljebb hany kis haromszog jelolhet6 ki gy, hogy semely két kivalasztott se essen egy savba?
R. Zenodarov 9 pont

2.4. 1997 Senior, 2. fordul6 6sz

2.1. Az ABC haromszog AB és AC oldalainak felezOpontjai rendre M és N. Az AB és AC
oldalakon van P és @ gy, hogy AC B/ szogfelezbje egyben M C P/ szogtelezdje, tovabba ABC /
szogfelezéje egyben N BQZ szogfelezéje. Amennyiben AP = AQ), biztosan allithatjuk-e, hogy
ABC egyenl6 szaru?

V. Senderov 4 pont

2.2. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz?

(a) Ha egy sokszog két egybevagd sokszogre vaghato szét egy torottvonallal, akkor szétvaghatd
egy egyenessel is.

(b) Ha egy konvex sokszog két egybevagd sokszogre vaghatd szét egy torottvonallal, akkor
szétvaghatd egy egyenessel is.



2.5. 1998 Junior, 1. forduld, tavasz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

(c) Ha egy konvex sokszog két egybevagd sokszogre vaghato szét egy tordttvonallal ugy, hogy
a két rész forgatasok és eltolasok segitségével fedésbe hozhatd, akkor szétvaghato egy egyenessel
is.

S. Markelov 1+2+4 pont

2.3. Osszeszorozzuk az sszes kiilonb6z6 olyan szamot, melyet az aldbbi kifejezésbél kaphatunk,
az eléjelek lehetséges kivalasztasaival: +v/14+/24...41/100. Bizonyitsuk be, hogy az eredmény
(a) egész; (b) négyzetszam.

A. Kanel 3 pont

2.4. (a) Szabalyos hatszog alaku, egybevagd szalvétak fekszenek egy asztalon. Atfedések is lehet-
nek. A szalvétak egyik oldala parhuzamos egy adott egyenessel. Szeretnénk beverni néhany szoget
ugy, hogy minden szalvétat pontosan egyszer szogeljlink at. Sikeriilni fog ez minden esetben?
(b) Oldjuk meg a feladatot, ha a szalvétak szabdlyos 6tszog alakuak.
A Kanel 4 pont

2.5. Ivan egy titkos kédot fejlesztett ki, minden betiit egy legfeljebb 10 betiis sz6val helyettesit.
A kédoléas akkor jo, ha minden kédolt széd egyféleképpen dekddolhatd, fejthetd vissza. Szergej
egy szamitégép segitségével ellendrizte, hogy minden legfeljebb 10 000 betiis sz6 egyféleképpen
dekddolhat6. Kovetkezik-e ebbél, hogy Ivan kdédja j6? (Ivan és Szergej oroszok, a cirill abe-t
hasznaljak, melyben 33 betii van. Tetsz6leges betiisorozatot szénak tekintiink.)

D. Pjontovszkij, S. Salumov 8 pont

2.6. Egy szabalyos haromszogre oldalaival parhuzamos egyeneseket rajzolunk, amelyek az oldalakat
n egyenld részre, a haromszoget pedig n? egybevagd kis haromszogre osztjik. Megrajzoljuk még a
haromszog oldalegyeneseit is. Két szomszédos parhuzamos kozotti részt nevezziik savnak. Legfel-
jebb hany kis haromszog jelolheto ki gy, hogy semely két kivilasztott se essen egy savba, ha
(a) n=10; (b) n =97

R. Zenodarov 747 pont

2.5. 1998 Junior, 1. forduld, tavasz

2.1. Orzse, Erzsi és Rezs6 szavakat irtak a fiizetiikbe, Orzse irta a legtobbet, Erzsi a legkeveseb-
bet. A szavakért pontokat kaptak. Ha egy szét csak egy valaki irt, azért két pontot kapott.
Ha egy szét ketten is leirtak, azért mindketten egy-egy pontot kaptak. A mindhdarmuk &altal
leirt szavakért nem jart pont. Lehetséges-e, hogy Erzsinek lett a legtobb pontja és Orzsének a
legkevesebb ?

A. Sapovalov 3 pont

2.2. Egy kirdly bejarja a 8 x 8 -as sakktablat, minden mezére pontosan egyszer 1ép és végil a
kiindulasi mezére jut vissza. Igazoljuk, hogy péaros sok &tlos 1épést tesz utja soran.
V. Proizvolov 3 pont

2.3. Egy O csticst szog egy-egy szaran talalhatdak az AB és C'D szakaszok, az A pont O és B
kozott, a C pont O és D kozdtt van. Az AD és BC' szakaszok felezOpontjain dthalad6 egyenes
OM AB
AB-t M-ben, CD-t N-b tszi. Bi itsuk be, h —_— =
en, en metszi. Bizonyitsuk be, hogy 5w = =
V. Senderov 3 pont

2.4. Minden haromjegyti szamnal tekintsiik szamjegyeinek szorzatat. Mennyi ezeknek a szorza-
toknak az Gsszege?
G. Galperin 4 pont



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.6. 1998 Senior, 1. forduls, tavasz

2.5. Pinokki6 azzal henceg, hogy egy egyenl6 szart haromszoget felvagott harom héromszo-
gre Ugy, hogy koziililk barmely kettd Osszeilleszthetd egy egyenld szard haromszoggé. Szerinted
Pinokkié 16dit 7

A. Sapovalov 5 pont

2.6. 1998 Senior, 1. forduld, tavasz

2.1. Pinokki6 azzal kérkedik, hogy néhany hasonld, nem derékszogii haromszoget Osszeillesztve
egy téglalapot készitett. (A haromszogek kozott lehetnek egybevdgdk is.) Vajon Pinokki6 csak
16dit ?

A. Fedorov 3 pont

2.2. Minden négyjegyl szamnal tekintsiik szamjegyeinek szorzatit. Mennyi ezeknek a szorza-
toknak az Gsszege?
G. Galperin 3 pont

2.3. Egy 8 x 8-as sakktabla minden mezdjét valamilyen szinnel kifestettiik gy, hogy minden
mezonek legalabb két oldalszomszédja vele azonos szini. Legfeljebb hany szint hasznalhattunk
fel ?

A. Sapovalov 3 pont

2.4. Legyenek A, B, C és D olyan pozitiv egészek, hogy az (a) egyenletrendszernek m, a (b)
egyenletrendszernek n megoldasa van. Hatarozzuk meg m és n értékét, ha m > n > 1.

(@) 2*+y =4,  |z|+ |yl = B;

) P+ +2=0C |zl +lyl+]e] = D.
G. Galperin 4 pont

2.5. Egy szog szarait érinti az O kozéppontt kor. Az egyik szogszarra tilkrozzik O-t, igy
kapjuk az A pontot. A korhéz A-bdl hiuzott érinték a szég maésik szarat B és C pontokban
metszik. Igazoljuk, hogy az ABC haromszog koréirt korének kozéppontja az eredetileg adott
sz0g szogfelezbjén van.

I. Sharygin 5 pont

2.7. 1998 Junior, 2. forduld, tavasz

2.1. Megadhaté-e 10 pozitiv egész gy, hogy egyikiik sem oszthaté valamely maéasik szammal,
de mindegyik szamnak a négyzete oszthatd a tobbi szammal?

2.2. Az ABCD paralelogramma &atléinak metszéspontja O. Az AB oldalegyenes M pontjara
MAD/ = AMO/ . Bizonyitsuk be, hogy MD = MC.
M. Smurov 3 pont

2.3. Hat dobdkockat kifartunk egy-egy szemkoztes lapjuk kézéppontjan at, majd egy rudat
dugtunk a lyukakon &t. Minden kocka szabadon forgathaté a ridon. Igazoljuk, hogy a kockakat
beforgathatjuk tgy, hogy egy asztalra helyezve a legfels6 lapok szamai altal alkotott hatjegyti
szam oszthat6 legyen héttel. (A kockdk 1-t6l 6-ig szdmozottak, a szemkoztes lapokon a szamok
Osszege 7.)

G. Galperin 4 pont



2.8. 1998 Senior, 2. forduls, tavasz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.4. Az igazmondodk és hazuddsak falujaba érkezett egy vandor. A falu lakéi egy nagy korbe
felalltak és mindenki megmondta, hogy a jobb oldali szomszédja igazmondd-e. Ezek utdn a
vandor meg tudta allapitani, hogy a falu lakossdganak hanyadrésze hazudds. A falu lakossaganak
hanyadrésze hazudods?

B. Frenkin 4 pont

2.5. Egy négyzetet 25 egybevagd kis négyzetre osztottunk. Néhany kis négyzetnek meghtizzuk
valamely 4tlojat dgy, hogy semely két &tlonak ne legyen kozos pontja. (Még végpontja se!)
Legfeljebb hany kis atlot hizhatunk be?

1. Rubanov 7 pont

2.6. 10 ember il egy kerek asztal koriil, mindegyikiik elétt néhany di6, 6sszesen 100 di6. Egy
jelre mindenki néhany diét a jobb oldali szomszédjanak ad. Ha péaros sok diéja volt, akkor a didk
felét, egyébként egy diot és a maradék felét adjak mindig at. Ez ismétlodik tobbszor. Bizonyitsuk
be, hogy véges sok 1épés utdn mindenkinek 10 didja lesz.

A. Sapovalov 8 pont

2.8. 1998 Senior, 2. forduld, tavasz

2.1. Legyenek a, b, ¢ valés szamok. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenlGtlenséget :

a? b3 e >a—|—b—|—c'

a2—|—ab-|-62+bQ+bc+02+02—|—ca—i—a2_ 3

S. Tokarev 4 pont

2.2. Egy egységoldala négyzetet téglalapokra vagtunk. Minden téglalapnak tekintjiik a révidebb
oldalat, ha téglalapunk egy kis négyzet volt, annak az oldalat. Bizonyitsuk be, hogy ezek Osszege
legaldbb 1.

4 pont

2.3. (a) A tabléra felirtédk az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128 szdmokat. Barmely két szam letorolheto,
ilyenkor viszont felirjuk a kiilonbségiik abszolut értékét. Ezt hétszer ismételve egyetlen szam
marad a tabldn. Lehet ez a 977 (b) A téblara felirtak az 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,
1024 szamokat. Barmely két szam letorolheto, ilyenkor viszont felirjuk a kiilonbségiik abszoltt
értékét. Ezt tizszer ismételve egyetlen szam marad a tablan. Mi lehet ez a szam?

A. Sapovalov 243 pont

2.4. Az ABCD konvex négyszog belsé pontja M, AM = MBés CM = M D, tovibba AM B/ =
= CMD/ = 120° . Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan N pont, amelyre BNC és DN A szaba-
lyosak.

I. Sharygin 5 pont

2.5. Egy 8 x8-as sakktabla "labirintust" képez, néhany szomszédos mez6 kézé falakat helyeziink.
Ha egy bastya be tudja jarni az egész tablat falakon valé athaladas nélkil, akkor a labirintus jo,
egyébként rossz. JO, vagy rossz labirintusbol van-e tobb?

A. Sapovalov 6 pont

2.6. (a) Két biivész kartyatritkkot mutat be. A kozonség egy onként jelentkezd tagjat megkérik,
keverje meg az 52 lapos kartyapaklit. Ezek utan egyikiik taldlomra kihiz 5 lapot, megnézi
6ket. Ezek utdn egymds mellé helyezi a lapokat, egyiket (nem feltétleniil az elsét) az asztal
lapja felé forditva, a tobbi négyet felfele. A masodik bilivész ezek utdn kitalalja, melyik lap van



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.9. 1998 Junior, 1. fordulé dsz

lefele forditva. Bizonyitsuk be, hogy a bilivészeknek lehet biztos mddszere ehhez a triikkhoz.
(b) Biztosan bemutathaté a mutatvany akkor is, ha az els6 négy kartyat latjuk, és az 6todik a
kitalaland6?

G. Galperin 6+6 pont

2.9. 1998 Junior, 1. fordul6 6sz

2.1. Egy 20x20x20-as kockat 8000 egységkockabdl épitettiink fel. Minden kis kockdban van egy
szam. Tudjuk, hogy barmely 20 kockdban, amelyek a nagy kocka valamelyik élével parhuzamos
oszlopot alkotnak, a szamok Osszege 1. Az egyik kis kockdban a 10 van. Harom olyan 1 x 20 X
x 20-as téglatest alaku kockaszelet van, mely tartalmazza ezt a kis kockat és élei a nagy kocka
éleivel parhuzamosak. Hatarozzuk meg azon kis kockakban levé szamok Gsszegét, amelyek nem
tartoznak az emlitett harom kockaszeletbe.

A. Belov, 3 pont

2.2. Egy négyzetszam egyes helyiértéken levo jegye a 9, tizes helyiértéken levo jegye a 0. Bi-
zonyitsuk be, hogy a szédzas helyiértéken levo jegy péaros.
3 pont

2.3. Az ABC héaromszog AB, BC és C' A oldalain vannak rendre a C’, A’, B’ pontok. Tudjuk,
hogy AC'B'/ = BA'C/, CB'A'/ = A/C'B/ és BA'C'/ = C'"B'AZ. Igazoljuk, hogy C’, A’,
B’ éppen az oldalfelezépontok.

V. Proizvolov, 4 pont

2.4. A televizi6 véalasztasi vitamiisordban 12 ember vesz részt. A vita egyik pontjan valaki
megjegyezte: "Eddig egy hamis allitas volt." Erre egy masik felszélalt: "Eddig két hamis allitas
volt." Egy tjabb illets kozbeszolt: "Eddig harom hamis &llitds volt." Es ez igy ment tovébb, a
tizenkettedik ember azt mondta: "Eddig tizenkét hamis allitas volt." A vitavezetd ekkor lezarta
a beszélgetést. Mint késébb kideriilt, a 12 ember koziil legalabb az egyik helyesen &llapitotta
meg az elétte elhangzé hamis allitdsok szamat. Osszesen hany hamis 4llitas hangzott el?

A. Sapovalov, 4 pont

2.5. Adott két pozitiv egész: m és n. Nevezziink egy sakkfigurat (n, m)-krokodilnak, ez n mezot
1ép vizszintesen, vagy fiiggdlegesen, majd m mezét erre merdleges iranyban. Bizonyitsuk be, hogy
egy végtelen sakktabla kiszinezheto fehérre és feketére gy, hogy a figura minden lépése soran
az indulémezo6tol kiilénb6z6 szinli mezére 1ép.

A. Gerko, 5 pont

2.10. 1998 Senior, 1. fordulo6 6sz

2.1. Van 19 mérosilyunk, sorban 1 grammostél a 19 grammosig. 9 acélbél, kilenc bronzbdl és
egy aranybol késziilt. Az acél sulyok 6sszesen 90 grammal nehezebbek a bronzoknal. Milyen
nehéz az arany mérosuly ?

V. Proizvolov, 3 pont

2.2. A sikon adott n darab egységsugara korlap, mindegyik hatara athalad egy P ponton, mely
az Osszes korlap &ltal letakart S sikidom belsejében van. Mekkora S keriilete?
P. Kozevnyikov, 3 pont

10



2.11. 1998 Junior, 2. fordulo sz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.3. Egy 8 x 8-as sakktdblan 17 mezot kijeloltek. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté koziiliik
ketto tgy, hogy egy huszar legaldbb hirom 1épésben juthasson el egyikrol a mésikra.
R. Zenodarov, 4 pont

2.4. Mekkora a (0,1) intervallumbdl vélasztott xi, g, ..., x99 szdmok szorzatdnak legnagyobb
lehetséges értéke, ha
T1Xg Ty — (1 — .%'1)(1 — 1‘2) cee (1 — .%'20).

A. Csernatyev, 4 pont

2.5. Legyen egy orszag 1Q-ja a lakossig 1Q atlaga. Tegyiik fel, hogy a kovetkezékben az orszagok
népessége nem valtozik és az egyének 1Q-ja is dlland6é marad.

(a.1) Néhany ember attelepiil az A orszdghdl a B orszigba. Bizonyitsuk be, hogy ez altal
emelkedhet mindkét orszag 1Q-ja.

(a.2) Ezek utdn néhany ember a B orszagbdl édttelepiil az A orszigba. Koztiik lehetnek vis-
szatelepiilék is. El6éfordulhat, hogy ismét emelkedik mindkét orszag 1Q-ja?

(b) Néhany ember attelepiil A-bo6l B-be, valamint néhdnyan attelepiilnek B-bél C-be. Ez altal
mindharom orszag [Q-ja emelkedett. Késébb néhanyan attelepiilnek C-bol B-be, illetve néhanyan
B-bél A-ba. El6fordulhat, hogy ismét emelkedik mindharom orszag 1Q-ja?

A. Kanel, B. Begun, 14342 pont

2.11. 1998 Junior, 2. fordul6 6sz

2.1. Legyenek a és b pozitiv egészek, amelyekre [a,a + 5] = [b,b + 5]. Igazoljuk, hogy a = b.
A. Sapovalov, 3 pont

2.2. Jancsi és Juliska is kapott egy 8 x 8-as négyzetet, ezeken 64 kis egységnégyzet van. Mind-
ketten ugyanannyi egységnégyzetet kékre festettek. Igazoljuk, hogy mindkét négyzet szétvaghatd
2 x 1-es domindkra ugy, hogy Jancsi is és Juliska is készithessen domindibdl olyan négyzetet,
amelyek szinezése megegyezo.

A. Sapovalov, 4 pont

2.3. Adott két ugyanakkora kér. Huzzunk a kbzéppontjaikat 6sszekoto egyenessel egy parhuzamos
AB szakaszt gy, hogy az A és B kozott messe a koroket. A-bél érintOket hizunk a hozzé
kozelebbi korhoz, ugyanigy B-bol érintdket hizunk a hozzd kozelebbi korhoz. Kideriilt, hogy
a négy érintd alkotta négyszog tartalmazza mindkét kort. Igazoljuk, hogy az érinték alkotta
négyszogbe kor irhato.

P. Kozevnyikov, 5 pont

2.4. Meghtztuk egy szabalyos 25 oldali sokszog minden atléjat. Igazoljuk, hogy nincs olyan
belsé pont, amelyen 9 atl6 is dthalad.
A. Sapovalov, 6 pont

2.5. Van 20 gyongyliink, 10 féle szinben, minden szinbdl éppen kett6 van. Beletettiik a gyongyoket
10 dobozba kettesével 1gy, hogy kivalaszthaté minden dobozbdl egy-egy gyongy, hogy mind a
tiz szin el6forduljon a kivalasztottak kozott. Igazoljuk, hogy az ilyen kivalasztdsok szama 1-nél
nagyobb kettéhatvany.

A. Grisin, 7 pont

11



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.12. 1998 Senior, 2. fordulé dsz

2.12. 1998 Senior, 2. fordul6 6sz

2.1. (a) Legyenek a és b pozitiv egészek, amelyekre [a,a + 5] = [b,b+ 5]. Igazoljuk, hogy a = b.
(b) Legyenek a,b és ¢ pozitiv egészek. Lehetséges, hogy [a,b] = [a + ¢, b+ ]?
A. Sapovalov, 2+3 pont

2.2. Adott két ugyanakkora kér. Hazunk a kézéppontjaikat 6sszekoto egyenessel egy parhuzamos
AB szakaszt gy, hogy az A és B kozott messe a koroket. A-bél érintOket hizunk a hozzé
kozelebbi korhoz, ugyanigy B-bdl érintéket hizunk a hozza kozelebbi korhoz. Kideriilt, hogy
a négy érinté alkotta négyszog tartalmazza mindkét kort. Igazoljuk, hogy az érinték alkotta
négyszogbe kor irhato.

P. Kozevnyikov, 4 pont

2.3. Egy 3 x 3-as tdblazat mezo6iben all 9 szam:

a; ag ag
by by b3
cl1 C2 Cs.

Tudjuk, hogy minden sorban és oszlopban ugyanannyi a szamok Osszege, azaz
a1+as+az3=by+by+b3s=c1+coa+c3=a1+b+cg =as+by+co=asg+ bs+cs.

Igazoljuk, hogy
arbicy + agbaco + azbzcz = ajasas + bibabs + cicacs.

V. Proizvolov, 5 pont

2.4. A 12 tagn zsliri szdméra egy kerek asztalt készitettek elé 12 székkel, mindenkinek egy
névtabla jelzi a helyét. Els6ként Szérakozott Professzor érkezik meg a zsiiritagok koziil és
véletleniil sajat helye helyett a tdéle jobbra levé szomszédos székre iil. Mostantdl egyesével
érkeznek a zsliritagok, mindenki leiil a sajat helyére, vagy ha az foglalt, akkor a sajatjatél jobbra
levBk koziil az elsé szabad székre. A kialakuld tilésrend a zsiiritagok érkezési sorrendjétdl fiigg.
Hény kiiléonb6z6 elrendezés lehetséges?

A. Sapovalov, 6 pont

2.5. Egy téglatest egy csiicsbdl induld éleinek hosszat Osszeadjuk és ezt nevezzilk a téglatest
méretének. Lehetséges-e, hogy egy téglatest tartalmaz egy onmagénal nagyobb méretii téglat-
estet?

A. Sen, 7 pont

2.6. Tekintsiik a kovetkez6 fliggvényt:

22 +ar+b
@)= 24+cr+d

Tudjuk, hogy 2% + ax + b és 2% + cx + d nem lehet egyszerre 0. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd
két allitas ekvivalens:

(i) Van olyan intervallum, melynek nincs kézos eleme f(x) értékkészletével.

(ii) f(z) kifejezhet6 az aldbbi forméban:

f(@) = fi(f2( foo1(ful(2))-.)),

1
ahol minden f; fiiggvény kjz + bj, vagy —, vagy a2 alakq.
x
A. Kanel, 8 pont

19



2.13. 1999 Junior, 1. fordulo, tavasz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.13. 1999 Junior, 1. fordulé, tavasz

2.1. Apa és fia korcsolyaztak egy kor alaku jégpalyan. Idonként az apa leelézte a fiat. A fia
megfordult és elkezdett a masik iranyba korézni. Ekkor a taldlkozasok 6tszor olyan gyakoriak
lettek. Hatarozzuk meg a korcsolyazok sebességének aranyat.

Tairova, 3 pont

2.2. ABC egy derékszogi haromszog. Az AB atfogéra kifele rajzoljuk az ABDFE négyzetet. Az
ACBZ/ szogfelez6je DE-t F-ben metszi. Hatdrozzuk meg DF és EF ardnyat, ha AC = 1 és
BC =3.

A. Blinkov, 4 pont

2.3. Egy tablara felirtdk az aq, as, ..., a, pozitiv egészeket. Egy masik tablara felirtuk a bg, by, ..., b;
szamokat; legyen b; az elsé tablan levé j-nél nagyobb szdmok szdma. A mésodik tablara 0-t
mar nem irunk, amikor odadig érkeziink, megallunk. Egy harmadik tablara irjuk a cg,cq, co, ...
szamokat, melyeket ugyanilyen médon kapunk a mésodik tadbla szdmaibél. Igazoljuk, hogy az
els6 és a harmadik tablan ugyanazok a szamok szerepelnek.

H. Lebesgue, A. Kanel, 4 pont

2.4. Egy fekete egységoldalt szabdalyos haromszog van a sikon. Hogyan helyezhetd el 9 egysé-
goldala szabalyos haromszog gy, hogy ezek ne fedjék egymast és mindegyik letakarja a fekete
haromszog valamely belsé pontjat?

5 pont

2.5. Egy négyzetet 100 téglalapra vagtunk, 9-9 vigas tortént mindkét oldalaval parhuzamosan.
Tudjuk, hogy a 100 téglalap kozott pontosan 9 négyzet van. Bizonyitsuk be, hogy a 9 négyzet
kozott van két egybevago.

V. Proizvolov, 5 pont

2.14. 1999 Senior, 1. forduld, tavasz

2.1. Egy sorban all egymés mellett 1999 szam. Az els6 és az utolsé kivételével minden szam a
mellette levo két szam Osszege. Az els6 szam az 1. Mi az utolsé szam?
V. Senderov, 3 pont

2.2. Legyen ABC egy derékszogii haromszog. Az AB atfogéra kifele rajzoljuk az ABDFE né-

DF
gyzetet. A haromszog C-bdl induld szogfelezéje DE-t F-ben metszi. Hatarozzuk meg Vola

értékét, ha AC =1 és BC = 3.
A. Blinkov, 3 pont

2.3. Egy tablara felirtak a aq, a9, ..., a,, pozitiv egészeket. Egy masik tablara felirtuk a bg, b1, ..., b;
szamokat; legyen b; az elsé tablan levé j-nél nagyobb szdmok szdma. A mésodik tablara 0-t
mar nem irunk, amikor odadig érkeziink, megallunk. Egy harmadik tablara irjuk a cg,cq, co, ...
szamokat, melyeket ugyanilyen médon kapunk a mésodik tédbla szdmaibél. Igazoljuk, hogy az
els6 és a harmadik tablan ugyanazok a szdmok szerepelnek.

H. Lebesgue, A. Kanel, 3 pont

2.4. Egy fekete egységoldali négyzet van a sikon. Hogyan helyezhetd el 7 egységoldalt négyzet
ugy, hogy ezek ne fedjék egymast és mindegyik letakarja a fekete négyzet valamely bels6 pontjat?
5 pont

12



2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.15. 1999 Junior, 2. fordulo, tavasz

2.5. Egy 9 x 9-es tabldzat mezGit egyesével felvaltva foglalja el két jatékos, X és Y. X kezd.
Az elfoglalt mezdkbe beirjdk sajat betijiiket. Miutan az egész tablazat betelt megszamoljak
azon sorokat és oszlopokat, amelyekben toébb X van, mint Y, legyen ezek szdma A. Legyen X
nyereménye B = A — (18 — A). Hatdrozzuk meg azt a B értéket, amelyre X elérheti, hogy
nyereménye legalabb B legyen, Y pedig elérheti, hogy ez legfljebb B legyen.

A. Kanel, 5 pont

2.15. 1999 Junior, 2. forduld, tavasz

2.1. Egy bankszamlan 500 forint van. Kétféle miiveletet végezhetiink: kivesziink a szamlardl
300 forintot, vagy betesziink 198 forintot. Ezeket a miiveleteket akarhanyszor elvégezhetjiik,
de a szdmlan eredetileg levé pénzen kiviil nem rendelkeziink massal. Legfeljebb mennyi pénzt
tudunk felvenni a szamlaroél és hogyan?

AK. Tolpygo, 3 pont

2.2. Az ABCD paralelogramma atléinak metszéspontja O. Igazoljuk, ha a BC egyenes érinti
az ABO haromszog koré irt kort, akkor a C'D egyenes érinti a BC'O haromszog koré irt kort.
A. Zaszlavszkij, 4 pont

2.3. Két ember a kivetkezé jatékot jatsza. A kezdd felirja a 0-t, vagy az egyet, majd minden
lépésében e két szamjegy valamelyikét irja a mar meglevé szam jobb végére, amig a szam 1999
jegyl lesz. A kezdd minden lépése utan -kivéve a legels6t- a masodik jatékos felcserél a leirt
szamok koziil kettot. Elérheti-e a masodik jatékos, hogy az eredményben a jegyek szimmetrikusak
legyenek a kdzépsore?

I. Izmesztjev, 4 pont

2.4. Egy korlapot n atmérdje 2n egybevagd korcikkre oszt, ezek koziil n piros, n pedig kék.
A kékeket megszamoztuk valamely korcikktél kezdve az ora jarasaval ellenkezd irdnyba indulva
1-t6] n-ig. Ugyanigy a pirosakat is megszamoztuk, de az 6ra jarasaval megegyez6 irdnyban.
Igazoljuk, hogy van olyan félkor, amelynek cikkjein levé szamok éppen 1, 2, ..., n.

V. Proizvolov, 6 pont

2.5. Az ABC haromszog beirt koére az AB és AC oldalakat rendre a P, Q pontokban érinti.
Az AC és BC oldalak felez6pontjai rendre R és S. A PQ és RS egyenesek metszéspontja T
Bizonyitsuk be, hogy BT felezi az ABC/ szdget.

M. Evdokimov, 6 pont

2.6. Egy bastya mozog a sakktablan, egyszerre egyet 1éphet fiiggdlegesen, vagy vizszintesen. 64
lépés utdn minden mezon athaladt és éppen visszaérkezett a kiindulasi mezore. Bizonyitsuk be,
hogy utja soran nem léphetett ugyanannyit vizszintesen, mint fliggélegesen.

A. Sapovalov, R. Sadikov, 9 pont

2.16. 1999 Senior, 2. forduld, tavasz

2.1. Egy konvex poliéder uszik a tengerben. Eléfordulhat-e, hogy térfogatdnak 90%-a a viz alatt
van, de felszinének t6bb, mint fele a viz felett?
A. Sapovalov, 4 pont

14



2.17. 1999 Junior, 1. fordulo dsz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.2. Az ABCD htrnégyszog koré irt kor kézéppontja O. Legyen az ABO és C' DO haromszogek
koré irt koreinek masodik metszéspontja F'. Bizonyitsuk be, hogy az AF' D koré irt kor atmegy
AC és BD metszéspontjan.

A. Zaszlavszkij, 4 pont

2.3. Hatdrozzuk meg mindazon egész (z,y) szamparokat, amelyekre 22 + y? osztéja o3 + y-nak
is és x + y3-nek is.
A. Zlobin, 5 pont

2.4. Egy korlapot n atmérdje 2n egybevagd korcikkre oszt, ezek koziil n piros, n pedig kék.
A kékeket megszamoztuk valamely korcikktél kezdve az Ora jarasaval ellenkezd irdnyba indulva
1-t6]l n-ig. Ugyanigy a pirosakat is megszamoztuk, de az 6ra jarasaval megegyez6 irdnyban.
Igazoljuk, hogy van olyan félkor, amelynek cikkjein lev$ szamok éppen 1, 2, ..., n.

V. Proizvolov, 5 pont

2.5. Minden nemnegativ egész i esetén legyen M (i) = 0, ha az i szdm kettes szdmrendszerbeli
alakjaban paros sok 1-es van, kiilonben legyen M (i) = 1. (Az M (i) sorozat elsé néhany értéke
0,1,1,0,1,0,0,1,...)

(a) Tekintstink egy véges sorozatot:

Bizonyitsuk be, hogy a sorozat legalabb 320 eleme azonos a jobb oldali szomszédjaval, azaz
M(@i)=M(i+1).
(b) Tekintsiink egy véges sorozatot:

M(0), M (1), M(2),......, M(1000000).

Bizonyitsuk be, hogy ebben a sorozatban legalabb 450000 M (i) esetén lesz M (i) = M (i + 7).
A. Kanel, 2+5 pont

2.6. Egy bastya mozog a sakktablan, egyszerre egyet 1éphet fliggélegesen, vagy vizszintesen. 64
lépés utan minden mezoén athaladt és éppen visszaérkezett a kiindulasi mezore. Bizonyitsuk be,
hogy tutja soran nem léphetett ugyanannyit vizszintesen, mint fiiggdlegesen.

A. Sapovalov, R. Sadikov, 8 pont

2.17. 1999 Junior, 1. fordul6 6sz

2.1. Egy derékszogli hdromszog alakd papirlapot 6sszehajtottunk egy egyenes mentén igy, hogy
a derékszogll cstcs éppen egy masik csics f6lé keriilt. Igy egy négyszoget kaptunk.

(a) A kapott négyszog &tl6i milyen ardnyban osztjak egymast?

(b) Az 6sszehajtott papirunkat elvagjuk a négyszog hosszabb atlojanak mentén. Hatdrozzuk
meg a keletkezett papirdarabok koziil a legkisebbnek a teriiletét, ha az eredeti hdiromszog teriilete
1.

A. Sapovalov, 2+2 pont

2.2. Legyen d = a'9% + 01999 4 1999 ahol a, b és c egészek, a +b+c = 0.
(a) Lehet-e d =27
(b) Lehet-e d prim?
V. Senderov, 242 pont
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2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.18. 1999 Senior, 1. fordulé dsz

2.3. Adott a sikon n egyenes, mindegyiket 1999 egyenes metszi. Hatarozzuk meg n lehetséges
értékeit.
R. Zenodarov, 4 pont

2.4. Egy hagyomanyos éran 24 éra alatt a percmutaté 24-szer fordul kérbe, az éramutatéd pedig
kétszer. Egy italiai 6rasmester 6rdjan a percmutato ugyanugy 24-szer fordul kérbe, de az éramu-
tatd csak egyszer 24 éra alatt. A percmutatd hosszabb, mint az éramutatéd és a 0 6ra az éralap
legfels6 pontjanal kezdédik. Hany olyan dllapota van a mutatoknak az italiai érasmester 6rajan,
amit egy hagyomanyos éra is mutathat?

4 pont

2.5. Egy 6 x 6-o0s sakktablat 1 x 2-es domindkkal fediink. Minden egyes dominén behizunk egy
atlét. Eléfordulhat-e, hogy az atlok kozt nincs kettd, melyek végpontja kdzos?
A. Sapovalov, 4 pont

2.18. 1999 Senior, 1. fordulé 6sz

2.1. Egy haromszog beirt korének kozéppontjat osszekotottiik a cstcsokkal, igy harom kisebb
hiromszog keletkezett. Ezek egyike hasonlé az eredeti haromszoghoéz. Mekkordk a szogei?
A. Sapovalov, 4 pont

2.2. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok paratlan pozitiv egész n szam létezik, amelyre 2" + n
Osszetett szam.
V. Senderov, 4 pont

2.3. Adott a térben n sik, mindegyik 1999 madsik sikot metsz. Hatarozzuk meg n lehetséges
értékeit.
R. Zenodarov, 4 pont

2.4. Az 1,2,...,100 szamokat 50 parba rendezziik, a parokat megszamozzuk 1-t6l 50-ig. Lehetséges-
e, hogy minden k esetén, 1 < k < 50, a k-adik part alkotd két szam kiilonbsége oszthatd k-val?
V. Proizvolov, 4 pont

2.5. Egy 8 x 8-as sakktablat 1 x 2-es dominodkkal fediink. Minden egyes dominén behtizunk egy
atlét. Eléfordulhat-e, hogy az atlok kozt nincs kettd, melyek végpontja kozos?
A. Sapovalov, 4 pont

2.19. 1999 Junior, 2. fordul6 6sz

2.1. Egymads mellé irtunk n szomszédos pozitiv egészt valamilyen sorrendben gy, hogy barme-
ly egymas mellett elhelyezked6 hirom szam kozil a bal szélsé osztja a masik ketté Osszegét.
Hatéarozzuk meg n lehetséges legnagyobb értékét, ha a sorozat utols6é szama paratlan.

A. Sapovalov, 3 pont

2.2. Legyen ABC hegyesszogli haromszog, A’ és C' tetsz6leges pontok rendre BC-n és AB-n,
B’ pedig AC felezépontja.

(a) Bizonyitsuk be, hogy az A’ B'C’ haromszog legfeljebb fele akkora teriilet(l, mint az ABC
haromszog.

(b) Bizonyitsuk be, hogy az A’B’C’ haromszog teriilete akkor és csak akkor negyede az ABC

haromszog teriiletének, ha A’ és C’ legalabb egyike oldalfelezé pont.
E. Cserepanov, 242 pont
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2.20. 1999 Senior, 2. forduld dsz 2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999

2.3. Az 1,2,3,...,100 szamokat két csoportra osztottuk gy, hogy minkett6ben ugyanannyi a
szamok Osszege. Bizonyitsuk be, hogy elvehetiink mindkét csoportbél két-két szamot igy, hogy
tovabbra is ugyanannyi legyen az Osszegiik.

A. Sapovalov, 5 pont

2.4. (a) Egy 8 x 8-as sakktabla fels§ sordnak minden mez6jén 4ll egy fekete figura, az alsé sor
minden mez6jén pedig egy fehér figura. Egy lépésben egy figurat mozdithatunk figgélegesen,
vagy vizszintesen egy tres szomszédos mezore. Legkevesebb hany 1épéssel érhet6 el, hogy minden
fekete figura az alsé sorban, minden fehér figura a felsé sorban legyen?

(b) Oldjuk meg a feladatot, ha a tabla 7 x 7-es.

A. Sapovalov, 3+4 pont

2.5. Kitarté Kazmér és Faradhatatlan Frigyes egy sorozatot gyartanak. Elindulnak egy poz-
itiv egészbdl. Ezutan felviltva készitik a sorozat kévetkezd elemét minig az utolsobol képezve:
Kazmér valamely szamjegyét hozzdadja, Frigyes valamely jegyét kivonja. Bizonyitsuk be, hogy
lesz olyan szam, amely legalabb 100-szor el6fordul a sorozatban.

A. Sapovalov, 8 pont

2.6. Egy téglalap alakt lap belsejébdl téglalap alaka lyukakat vagtunk ki, ezek oldalai az eredeti
oldalaival parhuzamosak. Adjuk meg azt a legkisebb szdmot, ahany téglalapra minden esetben
szétvaghatd a lyukas papirunk.

A. Sapovalov, 9 pont

2.20. 1999 Senior, 2. fordul6 6sz

2.1. Az 1,2,..., n szdmokat szeretnénk egy kor mentén elhelyezni valamilyen sorrendben gy,
hogy barmely két egymés mellé keriil6 szam Gsszege oszthatd legyen az éra jardsaval megegyezo
irdnyban koévetkez6 szammal. Milyen n esetén lehetséges ez?

A. Sapovalov, 3 pont

2.2. Egy téglalap alaku papiron van

(a) néhény kijelolt pont egy egyenes mentén.

(b) hérom kijelolt pont, nem feltétlentil egy egyenesen.

A papirt tobbszor Gsszehajthatjuk egy-egy olyan egyenes mentén, amin nincs kijelolt pont.
Ezek utan egy tiivel atszurjuk az Osszehajtogatott papirt. Bizonyitsuk be, hogy elérheté a
kovetkez6: a papir széthajtogatdsa utan azt latjuk, minden kijelolt pontot atszirtunk, és méshol
viszont nem keletkezett lyuk.

A. Sapovalov, 2+3 pont

2.3. Kitarté Kazmér és Faradhatatlan Frigyes egy sorozatot gyartanak. Elindulnak egy poz-
itiv egészbdl. Ezutan felvaltva készitik a sorozat kovetkezd elemét minig az utolsébdl képezve:
Kéazmér valamely szamjegyét hozzaadja, Frigyes valamely jegyét kivonja. Bizonyitsuk be, hogy
lesz olyan szam, amely legalabb 100-szor eléfordul a sorozatban.

A. Sapovalov, 6 pont

2.4. Az ABC haromszog AC és C'B oldalain a hozzairt korok érintési pontjai legyenek rendre
K és L. Bizonyitsuk be hogy az AB és K L szakaszok felezépontjain dthaladé egyenesre teljesiil:
(a) felezi az ABC haromszog kertiletét.
(b) parhuzamos az ACBZ szogfelezéjével.
L. Emelianov, 3 pont
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2 fejezet. Varosok Viadala, 1990-1999 2.20. 1999 Senior, 2. fordulé dsz

2.5. (a) Az 1,2,3,...,100 szamokat két csoportra osztottuk gy, hogy minkettében ugyanannyi a
szamok Osszege. Bizonyitsuk be, hogy elvehetiink mindkét csoportbél két-két szamot tgy, hogy
tovabbra is ugyanannyi legyen az Osszegiik.

(b) Az 1,2,3,...,n szamokat két csoportra osztottuk tgy, hogy minkettdben ugyanannyi a
szamok Osszege. Igaz-e, hogy n > 4 esetén elvehetiink mindkét csoportbdl két-két szamot gy,
hogy tovabbra is ugyanannyi legyen az Osszegiik ?

A. Sapovalov, 4+4 pont

2.6. Egy nagy sakktablan 2n mezo6t kijeloltiink gy, hogy egy béastya be tudja jarni az Osszes
kijel6lt mezét anélkiil, hogy a tobbi mezd f6lott elhaladna. Bizonyitsuk be, hogy a kijel6lt mezck
altal alkotott alakzat felvaghato n téglalapra.

A. Sapovalov, 8 pont

2.7. Bizonyitsuk be, hogy barmely konvex 10n oldald poliédernek legalabb n oldalan ugyanannyi
csucs van.
A. Kanel, 8 pont
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3. FEJEZET
Varosok Viadala, 2000-2009

3.1. 2000 Junior, 1. fordul6 tavasz

3.1. Lehet-e két szomszédos pozitiv egész szorzata egyenld két szomszédos péros pozitiv szdm
szorzataval ?
V. Poizvolov, 3 pont

3.2. Az ABCD négyszog teriilete 1, BC és AD parhuzamosak, ardnyuk 1:2. Legyen az AC 4tl6
felez6pontja K, a DK és AB egyenesek metszéspontja L. Hatarozzuk meg a BCK L négyszog
teriiletét.

MG. Sonkin, 4 pont

3.3. Egy n-szog alapu hasib cstcsait harom szinnel szinezziik Ugy, hogy minden csics esetén
az onnan kiindulé harom él végpontjai harom kiilonb6z6 szintiek legyenek.

(a) Igazoljuk, hogy ha n 3-mal oszthatd, akkor létezik ilyen szinezés.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha létezik megfelel6 szinezés, akkor n oszthaté 3-mal.

A. Sapovalov, 243 pont

3.4. Egy kocka csiicsaihoz irhatunk-e olyan pozitiv egészeket, hogy minden él két végén levo
szam kozil egyik osztdja legyen a masiknak, de mas szampar esetén ez a tulajdonsag ne tel-
jesiiljon ?

A. Sapovalov, 5 pont

3.2. 2000 Senior, 1. fordulé tavasz

3.1. Az ABCD konvex négyszog atloinak metszéspontja p. APAB és PC'D haromszogek teriiletének
Osszege egyenlé a PAD és PCD haromszogek teriiletének 6sszegével. Bizonyitsuk be, hogy P
az AC, vagy BD &atl6 felezGpontja.

3 pont

3.2. Vegylink egy kockat és két szemkoztes oldalat jeloljiikk meg egy-egy pottyel, masik két
szemkoztes oldalat jeloljiik meg két-két pottyel, a maradék két szemkoztes oldalt jeloljiik meg
héarom-harom pottyel. Nyole ilyen kockabdl épitiink egy 2 x 2-es kockat. Az igy kapott nagy
kocka oldalain levé pottyck szama lehet-e hat szomszédos szam?

A. Sapovalov, 4 pont

3.3. Legyenek n és k pozitiv egészek. Bizonyitsuk be az aldbbi egyenl6tlenséget:
2k . 1)k
hyob g ppkc Z (D7
+27+ .. +nt < W~ (n—1)F
L. Emeljanov, 4 pont

3.4. (a) Létezik-e valés szamoknak olyan végtelen sorozata, amelyben barmely 10 szomszédos
elem 6sszege pozitiv, de minden n esetén az elsé 10n 4 1 szomszédos elem Gsszege negativ?

(b) Létezik-e ugyanilyen sorozat, amelynek tagjai egészek ?

AK. Tolpygo, 3+3 pont
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3 fejezet. Varosok Viadala, 2000—-2009 3.8. 2000 Junior, 2. forduld tavasz

3.3. 2000 Junior, 2. fordul6 tavasz

3.1. Hatarozzuk meg az aldbbi egyenlet valés megoldésait:
4+ + @+ D @ -D+@+D)%@ -1+ +(@-1*" =0
RM. Kuznec, 3 pont

3.2. Egy négyszog két parhuzamos oldaldnak hossza egy-egy egész szam. Bizonyitsuk be, hogy
a négyszog egybevigd haromszogekre darabolhaté.
A. Sapovalov, 3 pont

3.3. Adott egy kor és a belsejében egy rogzitett A pont. Hatarozzuk meg azon C' pontok mértani
helyét, amelyekre 1étezik ABC D téglalap tgy, hogy B és D a koron vannak.
M. Panov, 6 pont

3.4. Adok és Veszek elosztanak egymas kézott 100 pénzérmét. Minden 1épésben Adok kivalaszt

néhany érmét, majd Veszek eldonti, hogy ezeket melyik6jiik kapja. Ezt a lépést ismételgetik

mindaddig, amig elfogy mind a 100, vagy valamelyikdjitkk mar 9-szer kapott. Ez utobbi esetben a

megmaradt érmék mind a masikhoz keriilnek. Legfeljebb hany pénzérmét tud Adok megszerezni?
A. Sapovalov, 7 pont

3.5. Legfeljebb hagy huszar helyezhet6 el egy 5 x 5-0s sakktablan gy, hogy mindegyik pontosan
kettot tamadjon?
M. Gorelov, 7 pont

3.6. Egy kormérkozéses sakkbajnoksagon barmely két versenyz6 pontosan egyszer jatszik egymas
ellen. A gy6zelemért 1, a dontetlenért 0,5, a vereségért 0 pont jar. A bajnoksag végén visszatek-
intve minden mérkozés "meglepetés", amelynek nyertese 0sszesen kevesebb pontot szerzett, mint
ellenfele. Bizonyitsuk be, hogy a "meglepetés" partik szima biztosan kevesebb, mint a bajnoksag
Osszes mérkézései szamanak haromnegyede.

S. Tokarev, 10 pont

3.4. 2000 Senior, 2. fordul6 tavasz

3.1. Legyenek m és n relativ prim pozitiv egészek. Legfeljebb mekkora lehet m + 2000n és
n + 2000m legnagyobb kozos osztdja?
S. Zlobin, 3 pont

3.2. Az O kozéppontu kér AC' és BD hurjainak metszéspontja K. Az AKB és CK D harom-
szogek koré irt korok kozéppontjai rendre M és N. Bizonyitsuk be, hogy OM = KN.
A. Zaszlavszkij, 5 pont

3.3. Peter egyszemélyes jatékot jatszik egy pakli kartyaval. Némelyik lap felfele, a tobbi lefele
néz. Péter akkor veszit, ha minden lap lefele néz. Amig van a pakliban felfele nézé lap addig a
kovetkezot teszi: kivesz a paklibol néhany egymas utan kovetkezo lapot, amelyek koziil az elsé és
az utolsé felfele néz (ez a két lap lehet azonos is), majd a pakliba ezt az egész részt megforditva
visszateszi az eredeti helyére. Bizonyitsuk be, hogy Péter mindig veszt.

A. Sapovalov, 5 pont
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3.5. 2000 Junior, 1. forduld, dsz 3 fejezet. Varosok Viadala, 20002009

3.4. Egy konvex poliéder minden cstcsanak koordinatai egész szamok, egyik éle sem parhuzamos
valamely koordinatatengellyel. Tekintjik az x = m egyenletil egyeneseket, ahol m egész. Az ilyen
egyeneseknek a poliéderrel vett metszeteit Osszeadjuk. Ugyanigy az y = n egyeneseknél, ahol n
egész. Bizonyitsuk be, hogy ez a két Gsszeg egyenlé.

G. Galperin, 5 pont

3.5. Mi a legnagyobb N szam, amelyre létezik N szomszédos pozitiv egész tgy, hogy a k-adik
egész jegyeinek Osszege oszthatd k-val minden 1 < k < N esetén?
S. Tokarev, 7 pont

3.6. Egy kormérkozéses sakkbajnoksiagon barmely két versenyzo pontosan egyszer jatszik egymas
ellen. A gy6zelemért 1, a dontetlenért 0,5, a vereségért 0 pont jar. A bajnoksig végén visszatek-
intve minden mérkézés "meglepetés", amelynek nyertese 6sszesen kevesebb pontot szerzett, mint
ellenfele.

(a) Bizonyitsuk be, hogy a "meglepetés" partik szdma biztosan kevesebb, mint a bajnoksig
Osszes mérkézései szamanak haromnegyede.

(b) Bizonyitsuk be, hogy haromnegyednél nem irhattunk volna kisebb szdmot.

S. Tokarev, 646 pont

3.5. 2000 Junior, 1. fordulé, 6sz

3.1. Egy 4 X 4-es tablazat minden mez6jében van egy szam. Tetszoleges mez6 oldalszomszédos
mezdin levo szamok 6sszege 1. Hatdrozzuk meg a tablazatban levo 16 szam Osszegét.
R. Zenodarov, 3 pont

3.2. Az ABCD paralelogramma CD oldalanak felez6pontja M, B mer6leges vetiilete az AM
egyenesen H. Bizonyitsuk be, hogy BC'H egyenlészari haromszog.
M. Volcskevics, 3 pont

3.3. a) 100 kiilénb6z6 szamot irtak fel egy tabldra. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthat6 koziiluk
8 szam gy, hogy atlaguk a tablan talalhaté szamok koziil valasztott barmely 9 szam atlagatol
kiilénbozik.

b) 100 szdmot irtak fel egy tablara. Barmely 8 szdimhoz taldlunk a tdblan 9 szamot gy, hogy
a 8 szdm atlaga és a 9 szdm atlaga egyenld. Bizonyitsuk be, hogy a tablan levd Osszes szdm
egyenlo.

A. Sapovalov, 2+4 pont

3.4. 32 latszélag egyforma érme kozil 30 valédi, 2 hamis. A valédi érmék stlya azonos. A hamis
érmék silya egymassal megegyez6, de a valoditol kiilonboz6. Hogyan oszthatéak az érmék két
egyenlo silyd csoportba egy kétkart mérleggel legfeljebb 4 méréssel 7

A. Sapovalov, 5 pont

3.6. 2000 Senior, 1. forduléd, 6sz

3.1. Az ABC héaromszog koréirt korének AM és AN hurjai BC-t rendre K és L pontokban
metszik. Bizonyitsuk be, hogy ha K LM N hiarnégyszog, akkor ABC' egyenldszari haromszog.
V. Zhgun, 3 pont

3.2. Az a,b,c,d pozitiv egészekre ad — bc > 1. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, ¢,d szdmok koziil
legaldbb egy nem oszthaté (ad — be)-vel.
A. Spivak, 3 pont
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3 fejezet. Varosok Viadala, 2000—-2009 3.7. 2000 Junior, 2. forduld, sz

3.3. Egy 06tszog alapi, nem feltétleniil egyenes hasab minden oldallapja bezar valamely szom-
szédos lapjaval f nagysagu szoget. Mekkora lehet f7?
A Sapovalov, 4 pont

3.4. 2N latszdlag egyforma érme koziil 2N — 2 valédi, 2 hamis. A valédi érmék silya azonos.
A hamis érmék sulya egymdssal megegyezO, de a val6ditol kiilonbo6z6. Hogyan oszthatdak az
érmék két egyenl6 sulyt csoportba egy kétkari mérleggel legfeljebb 4 méréssel, ha (a) N = 16;
(b) N =117

A. Sapovalov, 3+2 pont

3.7. 2000 Junior, 2. forduld, 6sz

3.1. Egy n x n-es tablazat mezéibe kiilonb6z6 szamokat irtunk. Minden sorban aldhiuztuk a
legkisebb szamot és ezek mind kiilonb6z6 oszlopokba keriiltek. Bekarikédztuk minden oszlopban
a legkisebb szamot és a bekarikdzott szamok mind kiilénb6z6 sorokba keriiltek. Bizonyitsuk be,
hogy az aldhtzott szdmok éppen a bekarikazottak.

V. Klepcyn, 3 pont

3.2. Az ABC héromszéghen AB = AC. Az A cstcson keresztiil parhuzamost hiztunk BC-
vel. Az ABC haromszogon kiviil rajzoltunk egy kort, amely érinti ezt az egyenest, BC és AB
egyeneseket, tovabba az ABC haromszog beirt korét. Ennek a kérnek a sugara 1. Hatarozzuk
meg az ABC' haromszog beirt korének sugarat.

RK. Gordin, 3 pont

3.3. Az a,b,c,d pozitiv egészek legkisebb kozos tébbese a + b + ¢ + d. Bizonyitsuk be, hogy a 3
és 5 kozil legaldbb az egyik osztja abed-t.
V. Senderov, 4 pont

3.4. Hanyféleképpen jelolhetd ki egy 8 x 8-as sakktablan 31 mez6 tgy, hogy nincs két oldal-
szomszédos kijelolt mez6?
R. Zenodarov, 4 pont

3.5. Egy kétkara mérleg bal serpenyOjébe helyeztiink 1111 grammot. Ezek utan egyesével
tesziink mérosilyokat a serpeny6k valamelyikébe; eldszor egy 1 grammost, majd mindig az
el6zonek a kétszeresét. Néhany sily elhelyezése utan egyensilyba keriil a mérleg. A bal, vagy a
jobb serpenyobe keriilt a 16 grammos stly ?

AV. Kalinin, 6 pont

3.6. A Viérosok Viadala idei tavaszi masodik forduléjaban a senior kategéridban 6 feladatot
tliztek ki. Valamelyik orszagban minden feladatot éppen 1000 didk oldotta meg, de kozilik
senki sem oldotta meg mind a 6 feladatot. Legaldb hany indulé volt ebben az orszagban a
Varosok Viadala idei tavaszi masodik fordul6jaban a senior kategéridban?

R. Zenodarov, 7 pont

3.7. Egy didknak van 100 kartyaja, rajtuk a szdmok 1-tél 100-ig, tovabba nagyon sok kartyaja +
illetve = jelekkel. A szamkartyak legfeljebb egyszeri hasznalataval legfeljebb hany igaz egyenl6ség
rakhaté ki a kartyakkal?

R. Zenodarov, 8 pont
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3.8. 2000 Senior, 2. forduld, 8sz 3 fejezet. Varosok Viadala, 20002009

3.8. 2000 Senior, 2. fordulé, 6sz

3.1. Az a,b,c,d pozitiv egészek legkisebb kdzos tobbese a + b+ ¢ + d. Bizonyitsuk be, hogy a 3
és b koziil legalabb az egyik osztja abed-t.
V. Senderov, 3 pont

3.2. Hatéarozzuk meg a legnagyobb n szamot, amelyre 1étezik olyan szabalyos n-szog, melynek
minden csiicsa egy kocka feliiletén helyezkedik el, de nem mind egy lapon.
A. Sapovalov, 4 pont

3.3. Az ABC haromszogben AB = ¢, BC = a, CA = b, a < b < c. Kijeloljiikk a B’ és A’
pontokat rendre a B és A kezddponti BC és AC félegyeneseken gy, hogy BB’ = AA" = c.
Kijeloljiik a C” és B” pontokat rendre a C' és B kezd6ponti C A és B A félegyeneseken ugy, hogy
CC” = BB” = a. Mekkora az A'B’ és C”B” szakaszok ardnya?

R. Zenodarov, 4 pont

3.4. Legyenek aq,ao,...,a, nem 0 egészek, amelyekre

1
ai + =z
et —1—

.. 1
az+ - T
an+3

teljesiil mindazon x értékekre, amelyekre a bal oldal értelmezhetd.
(a) Bizonyitsuk be, hogy n paros.
(b) Mi a legkisebb n, amelyhez léteznek ilyen aq,as, ..., a, szdmok?
M. Skopenkov, 3+4 pont

3.5. Egy m X n-es tablizat minden mez6je fehér vagy fekete. Minden mezére a soraban és
oszlopaban &ll6 vele azonos szinii mezok szama kisebb, mint a téle kiilonb6z6 szinli mezék szama.
Bizonyitsuk be, hogy minden sorban és oszlopban a fehér és fekete mezdk szama egyenld.

A. Sapovalov, 6 pont

3.6. (a) Néhany 1 cm oldali fekete négyzetet gombostiiztiink rd egy fehér sikra egy tiivel,
amelynek vastagsidga 0,1 cm. A négyzetek egyiitt egyetlen fekete sokszoget alkotnak. Lehet-e
ennek a sokszognek a keriilete 1 km? (A tii nem érintheti egyetlen négyzetnek sem a keriiletét.)

(b) Oldjuk meg az el6zé feladatot, ha a tii vastagsdga 0. (Egyetlen pontnak képzeljiik.)

(¢) Néhany 1 cm oldalu fekete négyzetet helyeztiink egy fehér sikra. A négyzetek egyiitt fekete
sokszoget alkotnak, de ebben lehet lyuk, vagy allhat tobb részbdl is. A fekete rész keriiletének
és teriiletének ardnya lehet-e tobb, mint 1000007

magyar feladat, 5 pont

3.9. 2000 Junior, 0sz

3.1. Egy 4 x 4-es tablazat minden mez6jében van egy szam. Tetszdleges mez6 oldalszomszédos
mezoin levo szdmok Osszege 1. Hatarozzuk meg a tédbldzatban levd 16 szam Osszegét.
R. Zenodarov, 3 pont

3.2. Az ABCD paralelogramma C'D oldalanak felez6pontja M, B meroleges vetiilete az AM
egyenesen H. Bizonyitsuk be, hogy BC H egyenloszart haromszog,.
M. Volcskevics, 3 pont
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3 fejezet. Varosok Viadala, 2000—-2009 3.10. 2001 Junior, 1. fordulo, tavasz

3.3. a) 100 kilonboz6 szamot irtak fel egy tablara. Bizonyitsuk be, hogy kivalaszthaté koztiliik
8 szam gy, hogy atlaguk a tablan talalhaté szamok koziil valasztott barmely 9 szdm atlagatol
kiilonbo6zik.

b) 100 szdmot irtak fel egy tablara. Barmely 8 szdmhoz taldlunk a tdblan 9 szamot gy, hogy
a 8 szam atlaga és a 9 szam atlaga egyenld. Bizonyitsuk be, hogy a tablan levo Gsszes szdm
egyenlo.

A. Sapovalov, 2+4 pont

3.4. 32 latszolag egyforma érme kozil 30 valédi, 2 hamis. A valédi érmék siilya azonos. A hamis
érmék stlya egymassal megegyez6, de a valoditol kiillonbozé. Hogyan oszthatéak az érmék két
egyenl6 silyu csoportba egy kétkari mérleggel legfeljebb 4 méréssel ?

A. Sapovalov, 5 pont

3.10. 2001 Junior, 1. fordulé, tavasz

3.1. A pozitiv egész n szam helyettesitheté a x b-vel, ahol a,b pozitiv egészek, a + b = n.
Megkaphatjuk-e néhany ilyen helyettesitést kdvetéen a 22-bdl indulva a 2001-et?
V. Klepcyn, 3 pont

3.2. Az ABC haromszog AB, BC és C'A oldalainak felez6pontjai rendre F,F és D. Ha a
DE,EF és FD szakaszok valamelyike hosszabb, mint AD, BE és C'F valamelyike, akkor bi-
zonyitsuk be, hogy ABC tompaszdgii hdromszog.

A. Sapovalov, 4 pont

3.3. Egy boltban 20 kg sajt volt eladasra és a vevék sorban élltak sajtért. Az elsé tiz vevo
mindegyikének vasdrlasa utdn a kovetkezot kidltotta az eladd: "Ha minden tovabbi ember az
eddig vasarolt sajtok atlagat kéri, akkor még éppen 10 embert tudok kiszolgdlni." Lehet, hogy
minden alkalommal igazat mondott? Ha igen, akkor mennyi sajt maradt, miutan az els6 tiz vevo
mar vasarolt?

IG. Rybnikov, 4 pont

3.4. Az asztalon van 5 egybevagd haromszog alaki papirlap. Mindegyiket eltolhatjuk énmagéval
parhuzamosan tetszoleges irdnyba, de nem forgathatjuk.

(a) Igaz-e, hogy barmelyik letakarhat6 a tobbi négy segitségével ?

(b) Bizonyitsuk be, hogy barmelyik lefedheté a tobbi négy segitségével, ha a hiromszogek
szabélyosak.

A. Sapovalov, 3 pont

3.5. Egy 15 x 15-0s tablara 15 figurat helyeztiink dgy, hogy nincs ketté egy sorban vagy egy
oszlopban. Minden figurat elmozditunk: két mezot vizszintesen és egy mezo6t fiiggélegesen, vagy
két mez6t fuggdlegesen és egy mezot vizszintesen. Bizonyitsuk be, hogy ez utan biztosan lesz
olyan sor, vagy oszlop, amelyben két figura lesz.

S. Berlov, 5 pont

3.11. 2001 Senior, 1. forduld, tavasz

3.1. Egy busz 12 6ra 20-kor indul 100 km-es tutjara. A buszba helyezett szamitégép 13, 14, 15,
16, 17 és 18 oérakor a kévetkezét jelzi: A busz egy éra mulva érkezik el céljahoz, feltéve, hogy
az Ut hatra levd részében a busz atlagsebessége ugyanakkora lesz, mint az eddigi atlagsebesség.
Lehetséges, hogy a szamitégép nem téved? Ebben az esetben hany km-t tesz meg a busz 18
oraig?

2



3.12. 2001 Junior, 2. forduld, tavasz 3 fejezet. Varosok Viadala, 20002009

IG. Rybnikov, 3 pont

3.2. Egy n jegyi szam kobe m jegyi. Lehet-e, hogy n + m = 20017
G. Galperin, 4 pont

3.3. Az ABC haromszog AB és BC oldalain van rendre X és Y. Az AY és CX szakaszok
metszéspontja Z, AY =Y C, AB = ZC'. Bizonyitsuk be, hogy BXZY htrnégyszog.
R. Zenodarov, 4 pont

3.4. Egy 3 x 100-as tablara két jatékos felvaltva helyez el 2 x 1-es domindkat. Az elsd jatékos
mindig 1 x 2-es téglalapokra teszi, a masodik mindig 2 x l-esekre. Az veszit, aki mar nem tud
tenni. Melyik jatékos tud biztosan gy6zni? Mi a nyero stratégia?

V. Truskov, 5 pont

3.5. Egy szabdlyos tetraéder éleinek hossza 1 centiméter. Felszinén 9 pontot jeloltiink ki. Bi-
zonyitsuk be, hogy taldlhatd ezen pontok kozott kettd, amelyek térbeli tavolsaga legfeljebb 5
milliméter.

V. Proizvolov, 5 pont

3.12. 2001 Junior, 2. fordulé, tavasz

3.1. Egy véllalatnal az alkalmazottak 10%-a kapja a bérek 90%-at. A vallalat tobb dgazattal
rendelkezik. Lehetséges-e, hogy minden dgazaton beliil az alkalmazottak tetszélegesen valasztott
10%-a legfeljebb az dgazatra juté bérek 11%-4t kapja?

M. Vyalyi, 3 pont

3.2. Harom kupac kavicsunk van, ezekben 51, 49 és 5 kavics. Tetszbleges két kupacot egyesi-
thetiink. Ha egy kupacban paros sok kavics van, akkor két ugyanakkora kupacra bonthatjuk.
Elérheté-e ilyen 1épésekkel, hogy 105 darab kupacunk legyen, mindegyikben 1 kavics?

V. Klepcyn, 5 pont

3.3. A KM N/ szbgtartomanyban adott az A pont. KM és M N egy-egy pontja rendre B és
C,CBM/ = ABK/ é BCM/ = ACN /. Bizonyitsuk be, hogy a BCM haromszog koré irt
kor koézéppontja az AM egyenesen van.

A. Zaszlavszkij, b pont

3.4. Egy konvex sokszoget haromszogekre bontottunk egymast nem metszé atloival. A sokszog
minden csticsdhoz odairjuk, hogy hany haromszognek lett csicsa. Az atlokat ezutan letorlik, de
a szamokat latjuk. Ez alapjan megéllapithato-e, mely atlok szerepeltek a felbontasban?

S. Zajcev, b pont

3.5. Egy sakktablan van egy fekete és egy fehér figura. Egy lépésban valamelyik figura atlép
a sajat mezojével oldalszomszédos mez6k kozil az egyik iiresre. A 1épéseknek olyan sorozatat
szeretnénk, hogy kozben a két figuranak a sakktablan val6 Osszes lehetséges elhelyezkedése 1étre-
jojjon.

(a) Lehetséges ez, ha a figurdknak felvéltva kell 1épni?

(b) Lehetséges ez, ha a figurdknak nem kell felvéltva 1épni?

A. Sapovalov, 3+4 pont

3.6. Az ABC haromszog magassagvonalai AD, BE és CF. Az AEF, BFD és CDFE harom-
szogek magassagpontjai rendre K, M és N. Bizonyitsuk be, hogy KMN és DEF egybevigd
haromszogek.

A. Akopjan, 7 pont
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3 fejezet. Varosok Viadala, 2000—-2009 8.13. 2001 Senior, 2. forduld, tavasz

3.7. Aladéar valaszt egy 9-nél nagyobb, 100-nél kisebb egész szamot. Balambér szeretné ezt
kitalalni, szamokat tippelhet. Ha Balambér eltaldlja Aladar szamat, vagy az egyik jegyét eltaldlja
a masik jegyétol pedig csak egy szdmban tér el tippje, akkor Aladar azt mondja "forrd", egyébként
"hideg"-et mond. Példaul ha Aladar a 65-6t valasztotta, akkor forrét pontosan a kévetkezé tippek
esetén mond: 65, 64, 66, 55, 75.

(a) Bizonyitsuk be, hogy Balambérnak nem lehet olyan stratégidja, amellyel legfeljebb 18 tipp
utan biztosan kitaldlhatna Aladar szamat.

(b) Keressiink olyan stratégiat, amivel legfeljebb 24 tippel mindig kitaldlhaté Aladar szdma.

(¢) Van olyan stratégia, amelyhez legfeljebb 22 tipp kell?

24343 pont

3.13. 2001 Senior, 2. forduld, tavasz

3.1. Keressiink olyan 2001 foki P(x) polinomot, amelyre minden valés = szamra P(x) + P(1 —
—xz)=1.
3 pont

3.2. Egy legalabb 5 f6s osztalyban minden tantdrgybdl vagy "elégtelen', vagy "megfelelt" minGsitést
kap a didk. A didkok koziil valasztott legalabb 5 f6s csoportot véve, a csoportbeli elégtelenek
legalabb 80%-at a csoport legfeljebb 20%-a kapta. Bizonyitsuk be, hogy az osztélybeli elégtelenek
legalabb 75%-4t egyetlen didk kapta.

M. Vyalyi, 5 pont

3.3. Az ABC haromszog magassagvonalai AD, BE és CF. Az AEF, BFD és CDE héarom-
szogek magassagpontjai rendre K, M és N. Bizonyitsuk be, hogy KMN és DEF egybevigd
héromszogek.

A. Akopjan, 7 pont

3.4. Legyenek A és B két darab n x m-es tablazat, melyeknek minden mezéjében 0 vagy 1 all.
Mindkét tablazatban ugyanannyi 1l-es taldlhatd. Mindkét tablazat minden sordban a szamok
nem csokkennek balrél jobbra és ugyanez igaz az oszlopokra fentrdl lefele. Minden 1 < k <
< m esetén, a fels§ k sorban 4ll6 szdmok Gsszege nem kisebb az A tabldzatban, mint a B-ben.
Bizonyitsuk be, hogy minden 1 < I < n esetén, a bal széls6 [ oszlopban all6 szadmok Osszege
legalabb annyi a B tablazatban, mint az A-ban.

A. Kanel, 5 pont

3.5. Egy kormérkozéses sakkbajnoksagon barmely két versenyz6 pontosan egyszer jatszott egymas-
sal. Gy6zelemért 1, dontetlenért 0,5, vereségért 0 pont jar. Minden versenyzo kiszamolja az altala
legy6zott versenyzok pontjainak Osszegét és az 6t legy6z6 versenyzok pontjainak Osszegét.

(a) Lehetséges-e, hogy minden versenyzé esetén az els6 szam nagyobb, mint a méasodik ?

(b) Lehetséges-e, hogy minden versenyz6 esetén az elsd szam kisebb, mint a masodik ?

AK. Tolpygo, 4+4 pont

3.6. Bizonyitsuk be, hogy megadhaté 2001 olyan poliéder, amelyekre teljestil:
- semely haromnak nincs kozos pontja,
- barmely kettének van kozos hatarpontja, viszont nincs kézos belsé pontja.
A. Kanel, 8 pont

3.7. Egy kor mentén van néhany doboz, benniik valahany kavics, akér 0 is lehet. Egy 1épésben a
kovetkezot tehetjiik: az egyik dobozbdl kivessziik az 6sszes kavicsot és az éra jarasaval megegyezo
iranyba indulva egyesével beletesssziik oket a dobozokba.
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3.14. 2001 Junior, 1. forduld, 8sz 3 fejezet. Varosok Viadala, 20002009

(a) Tegyiik fel, hogy az els6 1épés utdn mindig azt a dobozt kell kiiiritentink, amelyikbe a
legutols6 1épés utolsé kavicsa keriilt. Bizonyitsuk be, hogy néhany lépés utan az eredeti helyzetet
kapjuk vissza.

(b) Ha minden lépésben tetsz6legesen valaszthatunk dobozt, elérheté-e barmely kiinduldsi
helyzetbdl az Gsszes lehetséges elosztas valamilyen megfeleld 1épéssorozattal ?

V. Gurovic, 4 pont

3.14. 2001 Junior, 1. fordul6, 6sz

3.1. Az ABCD négyszogben AD és BC parhuzamos, az AB szakasz egy pontja K. Parhuzamost
hizunk A-n keresztiil K C-vel és B-n keresztiil K D-vel. Bizonyitsuk be, hogy ez a két vonal C'D-n
metszi egymaést.

V. Bugajenko, 4 pont

3.2. Klotild 6sszeszorozta az elsé n pozitiv egész szamot, Kazmér pedig Gsszeszorozta az elsd
m paros pozitiv egész szamot. Klotild és Kazmér igy ugyanazt kapta eredményiil. Bizonyitsuk
be, hogy valamelyikiik hib4dsan szdmolt.

V. Senderov 4 pont

3.3. Kolja megtudta, hogy négy azonosnak tiiné pénzérméje kozil ketté hamis. Az is kideriilt,
hogy a valédi érmék silya azonos, a hamisaké is egymassal megegyezd, viszont a hamisak kon-
nyebbek. Egy kétkart mérleggel, két méréssel megbizonyosodhat réla Kolja, hogy valéoban két
érméje hamis?

N. Konstantinov 4 pont

3.4. Egy kelet-nyugati hajozasi itvonalon 10 vitorlas szeli a vizet. Koziilikk 5 indul keletrdl, 5
indul nyugatrél. Minden hajé mindig ugyanazzal a sebességgel halad. Ha két hajé talalkozik,
akkor mindkett6 megfordul és az ellenkez6 iranyban folytatja utjat. Hany ilyen fordulé lesz mire
az Osszes hajoé kikotébe ér?

A. Nyikolajev 4 pont

3.5. A sikon adott legalabb négy pont. Ha a pontok barmelyikét letoroljiik, a megmaradd pon-
thalmaz tengelyesen szimmetrikus. Kévetkezik-e ebbdl, hogy a kiindulasi ponthalmaz is tenge-
lyesen szimmetrikus?

A. Sapovalov 4 pont

3.15. 2001 Senior, 1. forduld, 6sz

3.1. Egy 6tszog valamely csticsabdl merdlegest bocsatunk a szemkozti oldalra, igy kapjuk az
Otsz0g magassagat. Ha egy csticsot a szemkozti oldal felezOpontjaval kotjiik Ossze a mediant
kapjuk. Bizonyitsuk be, hogy amennyiben egy 6tszog mind az 6t magassiga és mind az 6t
medidnja ugyanolyan hosszi, akkor az 6tszog szabalyos.

R. Zenodarov, 4 pont

3.2. Megadhaté 1000 szomszédos egész, amelyek k6zott nincs primszéam, példaul: 1001142,
1001143, ..., 1001!41001. Megadhaté 1000 szomszédos egész ugy, hogy koztiik pontosan 5 prim
legyen?

V. Galperin, 4 pont
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3 fejezet. Varosok Viadala, 2000—-2009 3.16. 2001 Junior, 2. forduld, dsz

3.3. Egy kelet-nyugati hajozasi ttvonalon 10 vitorlds szeli a vizet. Koziiliik 5 indul keletrdl, 5

indul nyugatrél. Minden hajé mindig ugyanazzal a sebességgel halad, és eddig még nem talalko-

zott szembe egymassal semely két hajé. Ha két hajo talalkozik, akkor mindketté megfordul és

az ellenkezo iranyban folytatja utjat. Hany ilyen forduld lesz, mire az 6sszes hajo kikotébe ér?
A. Nyikolajev 4 pont

3.4. Egy torta teteje négyzet alaku és ezt olyan csokolddé hidromszoglapok diszitik, amelyeknek
paronként nincs kézos pontja. Minden esetben felvighat6 a torta konvex darabokra tgy, hogy
minden darabon pontosan egy csokihdromszog legyen?

A. Kanel-Belov, 4 pont

3.5. Egy 8 x 8-as sakktablan harom szines bastya all. Barmely bastya elmozdithaté a sordban
és oszlopaban egy iires mezoére, ha kézben nem ugrik 4t maéasik bastyat. Kezdetben a bal alsé
sarokban &ll a fehér bastya, a kozvetleniil f6lotte és a jobb oldalan all6 mezén all rendre a fekete
és a voros bastya. Célunk, hogy néhany 1épés mulva a fehér bastya a jobb felsé sarokban legyen,
a kozvetlentil bal oldalan all6 és alatta levé mezére keriiljon rendre a fekete és a voros bastya.
Eljuthatunk-e a célhoz, ha kdzben végig minden bastyat tamadja valamelyik masik?

A. Sapovalov, 4 pont

3.16. 2001 Junior, 2. fordul6, 6sz

3.1. Megadhaté-e 100 pozitiv egész a1 < as < ... < ajgg Ugy, hogy minden 1 < k£ < 100 esetén
ap—1 és ai legnagyobb kozos osztdja nagyobb legyen, mint ay és ap41 legnagyobb koézos osztdja?
A. Sapovalov 4 pont

3.2. Egy kort 2n ivre oszt 2n pontja, n > 2. Az ivek hossza héarom féle lehet, szomszédos ivek
hossza kiiléonb6z6. A 2n pontot felvaltva pirosra és kékre szineztiik. Bizonyitsuk be, hogy az igy
kialakult kék és piros n-szogek keriilete és teriilete is ugyanakkora.

V. Proizvolov 5 pont

3.3. Egy (n — 2) x n -es tédbla minden sordban az 1, 2, ..., n szdmok allnak, n > 2. Minden

oszlopon beliil a szdmok kiilonbozéek. Bizonyitsuk be, hogy ez a tablazat kiegészitheto egy n x n

-es tablazattd dgy, hogy minden sorban és minden oszlopban az 1,2, ..., n szamok szerepeljenek.
S. Mikhajlov 5 pont

3.4. Egy szabalyos (2n+1) szoget egymast nem metszd atléival hdromszogekre bontunk, n > 1.
Bizonyitsuk be, hogy a keletkezett haromszogek koziil legaldbb harom egyenld széara.
R. Zenodarov 5 pont

3.5. Sandor egy 8 x 8-as sakktabla valamely mez6jére helyez egy bastyat. Ezek utdn egyesével
helyez fel tovabbi bastyakat. Minden éppen elhelyezett béastya a kordbbiak koziil paratlan sokat
tamad kozvetlenil. Legfeljebb hany bastyat tehet a tablara Sandor?

A. Sapovalov 6 pont

3.6. Néhany szam 4all egymas utdn sorban. Roébert kivalaszt két olyan szomszédos szamot,
melyek koziil a bal oldali a nagyobb, kicseréli Oket és mindkett6t megszorozza kettovel. Bi-
zonyitsuk be, hogy Rébert véges sok ilyen miiveletet végezhet egymaés utén.

A. Sapovalov 8 pont

3.7. Tudjuk, hogy 2333 egy 101 jegy(i szam, melynek elsé jegye 1. Hany olyan 2* alakt szam
van, amelynek az elsO jegye 4, ha 1 < k < 3327
G. Galperin 8 pont
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3.17. 2001 Senior, 2. forduld, sz 3 fejezet. Varosok Viadala, 20002009

3.17. 2001 Senior, 2. forduld, 6sz

3.1. Adott a sikon két haromszog, az egyik csticsai pirosak, a masiké kékek. Az O pont mind-
két haromszog belsejében van gy, hogy az O pont tavolsiga a legtéavolabbi piros ponttdl is
kisebb, mint a legkozelebbi kék ponttél. Lehetséges-e, hogy a piros és kék pontok mind egy
korén legyenek ?

P. Kozelnyikov, 4 pont

3.2. Megadhaté-e 100 pozitiv egész a; < ag < ... < ajgp ugy, hogy minden 1 < k£ < 100
esetén ap_1 és ag legkisebb kozos tobbszorose nagyobb legyen, mint ay és ax41 legkisebb kozos
tObbszordse 7

A. Sapovalov 4 pont

3.3. Egy 8 x 8-as tablazat mez6iben allnak az 1, 2, 3, ..., 64. Szomszédos szamok oldalszomszé-
dos mez8kon helyezkednek el. Az egy atléban elhelyezkedd szamok Osszegének mi a lehetséges
legkisebb értéke?

A. Sapovalov, 6 pont

3.4. Legyen F) egy tetszoleges konvex négyszog. k > 2 esetén gy kapjuk Fi-t Fj_1-bdl,
hogy szétvagjuk egy atloja mentén, majd az egyik részt megforditjuk és tjra Gsszeragasztjuk
a darabokat. Legfeljebb hany paronként nem hasonl6 négyszog lehet az {Fy} sorozatban?

1. Tokareva, 6 pont

3.5. Legyenek a és d pozitiv egészek. Tetszbleges pozitiv egész n esetén a + nd néhany egymas
utani jegye éppen n. Bizonyitsuk be, hogy d 10-nek valamely hatvanya.
A. Sapovalov, 7 pont

3.6. Egy sorban egymas mellett &ll 23 doboz. Minden 1 < k£ < 23 esetén van olyan doboz,
amelyben éppen k goly6 van. Egy 1épésben megduplazhatjuk egy dobozban a benne levé golydk
szamat ugy, hogy egy olyan dobozbdl vessziik ki a golydkat, amelyben tobb van. Barmely kezdo
helyzetbdl indulva elérhetd, hogy a k-dik dobozban éppen k golyd legyen?

R. Zenodarov, 7 pont

3.7. Egy haromszog csticsainak koordinatai: (z1,y1), (x2,¥2), (x3,y3). Barmely h és k egészekre,
nem lehet mindkett 0, a hdromszognek nincs kézos pontja az (x1 + h,y1 + k), (z2 + h,y2 + k),
(x3 + h,ys + k) cstcst haromszoggel.

(a) Lehet-e a haromszog tertilete i—nél nagyobb?

(b) Legfeljebb mekkora lehet a haromszog tertilete?
E. Cserepanov, 346 pont

3.18. 2002 Junior, 1. forduld, tavasz

3.1. Adott két pozitiv egész a < b. Egyértelmiien meghatarozhaté-e a és b, ha tudjuk, hogy egy
49 x 5l-es és egy 99 x 101-es tabla is lefedhetdé a x b méretii téglalapokkal ?
S. Doricsenké 4 pont

3.2. Van-e olyan haromszog, amely felvaghat6 4 konvex sokszogre: egy-egy 3, 4, 5, és 6 szogre?
A. Zaszlavszkij 5 pont

3.3. Legyenek x és y pozitiv egészek. Tudjuk, hogy z? + xy + y? oszthatd 10-zel. Bizonyitsuk
be, hogy oszthatd 100-zal is.
V. Proizvolov 5 pont
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3 fejezet. Varosok Viadala, 2000—-2009 8.19. 2002 Senior, 1. forduld, tavasz

3.4. Az ABC D négyszog minden oldala érint egy kort. Az érintési pontok az AB, BC,CD, DA
oldalakon rendre K, L, M és N. Legyen S a KM és LN szakaszok metszéspontja. Bizonyitsuk
be, hogy ha SK BL hturnégyszog, akkor SN DM is htirnégyszog.

A. Akopjan 5 pont

3.5. (a) Adott 128 érme, stulyuk kétféle lehet, mindketts fajtdbdl 64 van. Hogyan valaszthato
ki két kiilonboz6 sulyt érme egy kétkara mérleggel, ha legfeljebb 7-szer mérhetiink ? (b) Adott 8
érme, sulyuk kétféle lehet, mindkettd fajtabdl 4 van. Hogyan valaszthato ki két kiillonbo6z6 sulyu
érme egy kétkari mérleggel, ha legfeljebb 2-szer mérhetiink?

A. Sapovalov 3+3 pont

3.19. 2002 Senior, 1. forduld, tavasz

3.1. Legyenek z és y pozitiv egészek. Tudjuk, hogy z? + zy + y? oszthatd 10-zel. Bizonyitsuk
be, hogy oszthatd 100-zal is.
V. Proizvolov 4 pont

3.2. Az ABC és A'B’C' haromszogek egybevagdak, de ellentétes kortiljarastak. Bizonyitsuk be,
hogy az AA’, BB’ és CC’ szakaszok felez6pontjai egy egyenesen vannak.
V. Bugajenko, 5 pont

3.3. Van 6 kiilonb6z6 silyt sajtunk. Barmely ketto koziil tudjuk, melyik a kénnyebb. Ismert,
hogy valamely harom sajt 6sszesen ugyanolyan sulyt, mint a masik harom. Hogyan valaszthato
ki ez a két harmas csoport, ha egy kétkart mérleggel kétszer mérhetiink ?

A. Sapovalov, 5 pont

3.4. Hanyféleképpen irhatjuk az 1, 2, ..., 100 szamokat egy 2 x 50-es tablazatba ugy, hogy
barmely két szomszédos szam oldalszomszédos mezdkre keriiljon ?
A. Sapovalov, 5 pont

3.5. Egy szabalyos haromszog alapi egyenes hasabot szeretnénk egymast nem fedd, kiillonb6z6
méretii szabalyos haromszogekkel becsomagolni. A hasib élei mentén a haromszogeket megha-
jthatjuk.

L. Emelianov, 6 pont

3.20. 2002 Junior, 2. fordulé, tavasz

3.1. Legyenek a, b, c egy haromszog oldalai. Bizonyitsuk be, hogy
a® 4+ b® + 3abe > 2.

V. Senderov, 4 pont

3.2. Egy 23 x 23-as tablan a kévetkez6 jatékot jatszuk. A kezdd jatékosnak két fehér figuraja
van, amelyek kezdetben a bal alsé és jobb fels§ sarokban vannak. A méasodik jatékosnak két
fekete figurdja van, amelyek kezdetben a jobb als6 és bal fels6 sarokban vannak. A jatékosok
felvaltva 1épnek. Minden 1épésben a soron koévetkez6 jatékos a sajat figurai koziil valamelyiket
az éppen elfoglalt mezdjének valamely iires oldalszomszédjira tolhatja. A kezdd jatékos nyer,
ha két figuraja oldalszomszédos mezdkre keriil. Megakadalyozhatja-e a masodik jatékos, hogy az
els6 gy6zzon ?
E. Zinin, P. Kozelnyikov, 4 pont

20



3.21. 2002 Senior, 2. forduld, tavasz 3 fejezet. Varosok Viadala, 20002009

3.3. Az ABCD konvex négyszog BC és C'D oldalainak felez6pontjai rendre F és F. Az AE, AF
és E'F szakaszok ABC D-t négy haromszogre vagjak, ezek teriileteinek mérdszamai szomszédos
pozitiv egészek. Hatdrozzuk meg, legfeljebb mekkora lehet a BAD haromszog teriilete.

S. Sesztakov, 6 pont

3.4. Egymas mellett sorakozik n lampa, néhany vilagit. Percenként a vilagité lampéak elalszanak
és azok az eddig nem égo lampak, amelyeknek pontosan egy szomszédjuk égett, kigyulladnak.
Mely n esetén létezik olyan helyzet, ahonnan indulva mindig égni fog legalabb egy lampa?

A. Gorbacsov, 7 pont

3.5. Egy hegyesszogli haromszoget egy egyenes két részre vag, ezek nem feltétleniill hdrom-
szogek. Az egyik darabot djra szétvagjuk egy egyenes mentén és igy tovabb. Néhdy vagas utan
észrevettiik, hogy minden darabunk haromszog. Lehet-e mindegyik tompaszogii ?

G. Galperin, 7 pont

3.6. Porzitiv egészek szigorian monoton névekedd sorozataban a 2002-dik elemtdl kezdve minden
elem osztdja az elétte levo elemek Osszegének. Bizonyitsuk be, hogy valahonnan kezdve minden
elem éppen az 6t megel6z6 elemek Gsszege.

A. Sapovalov, 7 pont

3.7. Néhany dominét lancban elhelyeztiink a szokasos szabalyok szerint. Minden lépésben a
lanc egy olyan részletét megfordithatjuk, amelynek elso és utolsé szama azonos. Bizonyitsuk be,
hogy ha két lanc ugyanazokbdl a dominékbdl all és a végeiken ugyanazok a szdmok vannak,
akkor a fent leirt 1épések sorozataval egyik a masikkd alakithaté.

A. Sapovalov, 8 pont

3.21. 2002 Senior, 2. forduld, tavasz

3.1. Az ABC haromszogben tga, tgf és tgy egészek. Hatdrozzuk meg, mekkora az értékiik ?
A. Zaszlavszkij, 4 pont

3.2. Az y = 23 fiiggvény grafikonjan van az A pont, az y = 2% + |z| + 1 fiiggvény grafikonjin

van a B pont. Lehet-e AB < —7
100

A. Spivak, A. Hacsaturjan, 4 pont

3.3. Pozitiv egészek szigoriian monoton noéveked6 sorozatdban a 2002-dik elemtél kezdve minden
elem osztdja az elétte levo elemek Osszegének. Bizonyitsuk be, hogy valahonnan kezdve minden
elem éppen az 6t megel6z6 elemek Gsszege.

A. Sapovalov, 5 pont

3.4. Egy el6adas nézbi egyetlen sorban iilnek, minden szék foglalt, de senki sem a sajat helyén
il. Egy rendez6 megkérhet két egymés mellett 1il6 embert, hogy cseréljenek helyet, ha egyikojik
sem 1l a sajat helyén. Minden kiindulési helyzetbdl elérhet6 ilyen cserékkel, hogy a nézok a sajat
helyiikre kertiljenek?

A. Sapovalov, 5 pont

3.5. A hegyesszogli ABC haromszog magassidgai AA’, BB’ és CC'. Legyenek O4, Op és O¢
rendre az AB'C’, BA'C’, és C A’ B’ haromszogek beirt koreinek kozéppontjai. Az ABC hérom-
sz0g beirt kore az AB, BC és C'A oldalakat rendre a T, T4 és T pontokban érinti. Bizonyitsuk
be, hogy a TAOcTpOATcOp hatszog szabélyos.

L. Emeljanov, 6 pont
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3.6. Egy pakli kartya 52 lapjat elrendeztiik egy 13 x 4-es tabldzatban. Bizonyitsuk be, hogy
azonos figurak azonos sorban vannak, ha a tdblazat barmely két oldalszomszédos mez6jében allo
kartyak vagy szinben, vagy figuraban megegyeznek.

A. Sapovalov, 7 pont

3.7. Vannak-e olyan a és b irraciondlis szamok, a > 1, b > 1, amelyekre [a] = [b"| nem
teljestilhet pozitiv egész m és n szamok esetén?
V. Senderov, A. Spivak, 8 pont
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Segitség, itmutatas

1. Varosok Viadala, 1980-1989

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

2. Varosok Viadala, 1990-1999

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

3. Varosok Viadala, 2000—-2009

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és atmutatasokat.
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Megoldasok

1. Varosok Viadala, 1980-1989

1.1. Tételezziik fel, hogy valahogy eljutottunk két kékhez a feladat altal emlitett 1épésekkel.
Nevezziik U-nak ahanyszor egy piros és egy kék pont koziil vettiink el, vagy kozéjiik tettitk be
egy piros pontot. Nevezziik P-nek ahanyszor két piros pont koziil vettiink el, vagy kozéjiik tettiik
be egy piros pontot, és ugyanigy legyen K, ahanyszor két kék koziil vettiink el, vagy kozéjik
tettiink egy pirosat. Nézziik most meg, hogy valtozik a kék pontok szama.

A 1épések soran (K + P)-szer 2-vel n6, vagy 2-el csokken, U-szor pedig nem valtozik. A (K + P)
db esetbdl n-szer nojon a kékek szdma, c-szer pedig csokkenjen. Tudjuk, hogy a végén kettével
tobb kék van, mint az elején, tehat felirhatjuk, hogy:

2n—2c=2

2n —2(K +P —n) =2
2n+2n—2(K+P)=2
2n—(K+P)=1
K+P=2n-1 (5

~~ ~ N
W N
— — — ~— ~—

Osszesen paros sok l1épést hajtunk végre, mert egy lépésben vagy eggyel né a pontok szama,
vagy egyel csOkken és végiil ugyanannyi lesz, ezért U pératlan, mivel K + P is paratlan. Most
bebizonyitjuk, hogy U péros és megvan az ellentmondés. Irjunk a korre a pontok kozé szamokat,
mégpedig tgy, hogy két kék kozé 2 keriiljon, két piros kozé 1, egy kék és egy piros kozé 0,5.
Megnézziik, hogy a lépések soran mennyit valtozik a korre felirt szdmok osszege. (K + P)-szer ez
az Osszeg nem valtozik, U-szor pedig 0,5-b6l 1 4 0,5 lesz vagy forditva, tehat itt egyel nd, vagy
egyel csokken az Gsszeg. Csokkenjen r-szer és névekedjen s-szer. Az elején az Osszeg 2, a végén,
pedig 4, tehat felirhatjuk, hogy:

r—s=2 (6)
r4+s=2s+2 (7)
U=2s+2 (8)

Lathato, hogy U péaros, ezért ellentmondésra jutottunk.

1.1. Megmutatom, hogy elhelyezhet6 igy 8 tetraéder:

Vegylink egy nem egyenlészaria A, B, C' haromszoget és a belsejében az X, Y, Z pontokat ugy,
hogy X,Y,C, aY,Z A és a Z X, B pontok egy egyenesen legyenek. Legyenek a Py, Py, P3, Py
haromszogek az ABZ, BCX,CAY, XY Z haromszogek. Legyen [ egy egyenes, amely belemetsz
mind a 4 haromszogbe, s tiikrozziik az egész abrét erre az egyenesre, igy kapjuk a Py, Py, Ps, Py
haromszogeket. A képen lathat6 elrendezésben ekkor az i,5 € {1,2,3,4} esetén P, metszi Pj(—t.
Ezen haromszogek sikjai két részre osztjak a teret, az egyikben legyen a T', a masikban az U
pont. Ekkor a 8 tetraéder: P; haromszogek plussz a T pont és a P/ hiromszogek plussz az U
pont (i = 1,2,34). Ekkor ezen 8 tetraéder paronként feliiletszomszédos mivel nincs kozos belsé
pontjuk, de barmely ketté egy sokszogben érinti egymast.
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Megoldasok 1. Varosok Viadala, 1980-1989

1.2. Nézziink a sikon k darab parhuzamos egyenest gy, hogy barmely kettd tavolsaga nagyobb,
mint 2 méter, s mindegyik 1 méternél messzebb van a farkas kezd6 helyzetétél. Tegyiik fel, hogy
a baranyok ezeken az egyeneseken mozoghatnak (mindegyik kiilonb6z6n), mégpedig tgy, hogy
ha a farkas 1 méternél kozelebb keriil az egyik A baranyhoz, akkor A a hozza tartozd egyenesen
abba az iranyba lép, amerre messzebb keriil a farkastél. Ekkor Y 1épése utan a farkas az Gsszes
baranytél tobb, mint 1 méter tavol lesz, tehat sosem kaphat el baranyt, igy a feladatra a valasz
igenlo.

1.3. Legyen p egy tetszOleges valés szam, s definidljuk az aq,ao,...,ag szamokat a kévetkezo
moédon: a; megfelelé helyiértéken vett szdmjegye 1-es, ha £ ezen a helyiértéken vett szamjegye
legaldbb i (i = 1,2,...,9), kiilonben 0. Ekkor

1—7’:a1+a2+...—|—a9

s mivel a; minden szamjegye 1, vagy 0, igy b; = Ta; minden szamjegye 7, vagy 0 és
p:b1+b2+...+b9

tehat p felirhato 9 olyan szam Osszegeként, amelynek az Gsszes szamjegye 0, vagy 7. S ezzel a
feladat allitasa be van bizonyitva.

1.3. Legyen a zongoristak szama m, ekkor m = 2 esetén egy nap utdn vége a koltozkodésnek.
Ezutan nézziik a feladatot m szerinti teljes indukciéval: megmutatom, hogy akarhogy is van
elrendezve az m zongorista, 1étezik olyan f(m) szam, hogy f(m) napon beliil vége a koltozkodés-
nek. m = 2-re igaz (f(2) = 1), s tegyiik fel, hogy m = 1,2, ..., n-re is igaz, ekkor megmutatom,
hogy n + 1-re is:

Legyen egy A allapotban a zongoristdk szamai a; < as < ... < anq1 és rendeljiik minden al-
lapothoz a G allapotfiiggvényt gy, hogy

G(A) = (CLQ — a1)2 + (a3 — CL1)2 + ...+ (anH — CL1)2

Ha az A-bdl kovetkezik a B allapot, ahol a; +1 = a; szdmokbdl lesznek az a; —1 és aj+1 (i # 1)
szamok, akkor

G(B) = (CLQ — a1)2 + (ag — a1)2 + ...+ (ai —a] — 1)2 + ...+ (aj — a1 + 1)2 + ...+ (an+1 — a1)2 =
= G(A) +2— 2(0,1 - al) + 2(CLJ' — al) = G(A) + 2+ 2(CLJ’ - CLZ') > G(A) + 2

ha ¢ = 1 akkor

GB)=(az—a1+1)?+ (a3 —a1+ 1)+ ...+ (aj —a1 +2)* + ... + (ant1 — a1 + 1) > G(A) +n
vagyis GG szigorian monoton né és a végtelenbe tart. S ekkor a két legszéls6 zongorista tavolsaga
akarmekkora lehet, ugyanis tegyiik fel indirekt médon, hogy akarhany nap is telik el, a tavolsag
legfeljebb k, 4m ez azt jelentené, hogy G(A) tetszéleges A allapot eseten legfeljebb nk?, de ez
ellentmond annak, hogy G a végtelenbe tart. Tehat ezek alapjan, mivel G minden nap 1-gyel
né, igy

C = (2fn(n) +2n)*n

napon beliil a két legszéls6 zongorista tavolsaga legalabb 2n f(n)+2n, s ekkor lesz olyan [ pozitiv
egész szam, hogy a;11 —a; > 2f(n)+2. S ekkor nézziik kiilon az a1, ag, ...a; és aj11,a;42, ..., Gny1
zongoristakat, ekkor f(I), f(n +1 —1) < f(n) miatt mindkét csoportban f(n) nap alatt vége
a koltozkodésnek, s f(n) nap alatt a; legfeljebb f(n)-et nShetett, mig a;; legfeljebb f(n)-
et csokkenhetett, tehat a;11 — a; > 2f(n) + 2 miatt nem keriilhettek egymas mellé. Tehdt a
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2. Virosok Viadala, 1990-1999

Megoldasok

koltozésnek C' + 2f(n) napon belil vége, igy
f(n+1) <C+2f(n) = (f(n) +2)°n® + 2f(n)

Tehét létezik az f(n + 1) szam is, s ezzel a feladat allitasa be van bizonyitva.

2. Varosok Viadala, 1990-1999

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

3. Varosok Viadala, 2000—-2009

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...
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